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1 MAPA DE LA ASIGNATURA

MATEMATICAS I

PROPOSITO GENERAL DEL MODULO

El calculo es una herramienta de uso cotidiano en la elaboracidn de disefios y la implementacién y desarrollo
de proyectos. El manejo de la conceptualizacidny aplicacion de este modelo permitira un ejercicio versatil de
la accion en las diferentes dreas del conocimiento.

OBJETIVO GENERAL <;

Analizar comprensivamente los elementos geométricos, algebraicos y analiticos asociados al modelo de representacion
de situaciones problémicas propuesto por el cdlculo en su aproximacion integral, Identificando las caracteristicas de este
. modelo de representacion con una claridad suficiente que permitan el desarrollo de habilidades y destrezas para la
discretizacion de situaciones problémicas de su cotidianidad y puedan ser simuladas con este esquema de pensamiento,
brindando, ademas, elementos del modelo que permitan la representacion de otro grado de libertad del sistema
dindmico no lineal conformado por |a interaccion de la persona y su entorno de objetos cotidianos.

£> OBIJETIVOS ESPECIFICOS

« Definir la anti derivada y la integral indefinida, explicando y aplicando las férmulas basicas de integracion.

* Entender el concepto de la integral definida partiendo del célculo del drea bajo una curva.

« Calcular integrales indefinidas y definidas, usando los métodos de integracidn por partes e integracion por fracciones
parciales.

UNIDAD 1

Busqueda de definiciones de situa-
ciones problémicas cotidianas para
ser representados por medio del
modelo.

Estudio tedrico-practico de las carac-
teristicas fundamentales del
modelo.

Se explica las leyes basicas de inte-
gracién, la integracion con condicio-
nes iniciales, las aplicaciones en eco-
nomia y fisica y algunas técnicas de
integracion,

UNIDAD 2

Blsqueda de definiciones de situa-
ciones problémicas cotidianas para
ser representados por medio del
modelo.

Estudio tedrico-practico de las carac-
teristicas fundamentales del
modelo.

Concepto de integral definida
partiendo del drea bajo una curva,
teorema fundamental del calculo y
propiedades de la integral definida.

www.uniremington.edu.co

UNIDAD 3

Busqueda de definiciones de situa-
ciones problémicas cotidianas para
ser representados por medio del
modelo,

Estudio tedrico-practico de las carac-
teristicas fundamentales del
modelo.

Resolver integrales de funciones
racionales mediante la transforma-
cion de la funcién racional propia en
una suma de fracciones mas simples.
esolver integrales que provienen de
la derivada de un producto de
funciones.
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1.1.1 MAPA CONCEPTUAL DE LA ASIGNATURA

MATEMATICAS Iil

Contiene

Otras Técnicas de

Integral Indefinida Integral Definida

Integracion
En IaI cual Co:\ su En estelaparte
Se manejara Notacion sigma Se evaluara
I | |
Tanto y se refiere al La

El concepto

Integracion por
fracciones parciales

El drea bajo una curva Integracion por partes

de antidiferenciacion

y las Como Que Que es

Diferentes técnicas
para realizarla

La aproximacion Permite calcular
geométrica la integracién de un
producto de funciones

Como De la A través de

Un recurso algebraico

. . . Se refiere a expresar
Ecuaciones diferenciales Integral Uria torvitila una fraccién dada,
| determinada como la suma de
Con yla varias fracciones

Variables separadas Integral definida

Analizando

Integracion de Teoremas fundamentales

condiciones iniciales del calculo
Con sus y sus
|
Aplicaciones Aplicaciones
|
En Enel

Calculo de volimenes
de solidos y solidos
de revolucion
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2 UNIDAD | INTEGRAL INDEFINIDA E INTEGRACION
2.1.1 OBJETIVO GENERAL.

Definir la anti derivada y la integral indefinida, explicando y aplicando las férmulas basicas de integracién.
2.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Utilizar las leyes basicas de integracidn para encontrar un conjunto de funciones primitivas.

B Integracién de funciones por el método de sustitucidn o cambio de variable.

B Efectuar integrales realizando divisidn previa a la integral.

2.2 TEMA 1 INTEGRACION

PRIMERA DERIVADA | SEGUNDA DERIVADA TERCERA DERIVADA
yl(x) = f’(x) yll(x) — fll(x) ylll(x) — flu(x)

FUNCIONES

f(x) =8x3—9x*> —5x+7

()_3x5+7x3 3x
R ==-+3"3

fe) =5"—3

f(x):i/?—%w

f(x) = (3 — 5x?) * (4x — 15)

flx) = e5%°—6x+4

f(x) =In(5x3 —2x*+7)

fx) =

2.2.1 RESENA HISTORICA.

Los cimientos del Célculo Infinitesimal fueron colocados por matematicos como: Cavalieri, Torriceli, Fermat,
Pascal y Barrow, entre otros. Y luego el calculo fue desarrollado en forma independiente por Isaac Newton en
Inglaterra y por Gottfried Leibniz en Alemania hacia el final de los afios 1600 y comienzos de los afios 1700 (entre

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguenos: €3 URemington € Remington_Edu
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1660 y 1720). Y fue George Friedich Bernhard Riemann (1826-1866) quien proporciond la definicién moderna
de la Integral definida.

Uno de los problemas que origind el desarrollo del Célculo fue el problema del area. El concepto de area se tuvo
desde muy temprano, practicamente desde el desarrollo de la agricultura y la propiedad privada que hizo
necesario idear métodos para medir los terrenos. Antes de los griegos se conocian férmulas para calcular con
bastante precision el drea de superficies poligonales de cualquier forma. Lo que no existia era una férmula o un
método para encontrar el drea de una superficie cuyo borde exterior fuera una curva, la de un circulo por
ejemplo.

Arquimedes (287-212 AC) resolvié el problema parcialmente, deduciendo la férmula para hallar el area del
circulo. El método de Arquimedes fue un avance importante, pero no satisfacia totalmente la necesidad de
encontrar el area de una curva, problema que si resolvié el Célculo.

Esta fue un de las necesidades por las cuales surgié el Cdlculo. Hoy en dia el Calculo no solo se aplica para
determinar dreas, sino también para el disefio de puentes, caminos, velocidad exacta que debe alcanzarse para
colocar un satélite en una érbita alrededor de la tierra, para determinar modelos matematicos bajo ciertas

condiciones, entre otras aplicaciones. Tiene aplicacién en todas las ramas del conocimiento, en Economia,
Administracidn, Fisica y demas ciencias.

2.2.2 DEFINICION DE INTEGRAL O ANTIDERIVADA.

La integral es una operacidn contraria a la derivada.

DEFINICION: La integral de una funcién f(x), es otra funcion que F(x), siempre que se cumpla que:
F(x) = f(x)

Para indicar que F(.X') es una integral de f(X) utilizamos el siguiente simbolo:

F(x) = f f(x)dx: se llama Integral indefinida

DEMOSTRACION:

B Para hacer la demostracién se parte de la condicidn:
F'(x) = f(x) Ecuacién (1)

®» Otra notacién para F (X) puede ser:

d[F(x)]

F(x) = dx

Ecuacion (2)
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[ '

B» Reemplazando 2 en 1 setiene:
d[F(x)]
dx

B» Multiplicando a ambos lados por @& queda:

f(x)

d[F(x)
[dx ] * . = f(x) * ., Simplificando dxenel primer miembro de la igualdad:

dF(x)] = f(x) - d%

m» Para quitar el diferencial d[F(x)], se integra en ambos lados:

| atreon = | roodx

F(.X') = f f(x)dx, lo que se queria demostrar.

2.2.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. siF(x) = 4x3 + 5x% + 6x

B» Derivando se tiene que:

F'(x) =12x% + 10x + 6 = f(x)

B Aplicando la féormula:

F(x) =jf(x)dx

B> Se tiene que:
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F(x) = j (12x% + 10x + 6)dx = 4x3 + 5x% + 6x

B» Es decir, una integraldelzx2 + 10x + 6, es:

F(x) = 4x3 + 5x% + 6x

2. siF(x) = 5x*

B Derivando se tiene que:

F'(x) = 20x3 = f(x)

B Aplicando la férmula:
FO = [ fdx
I Se tiene que:

F(x) = j 20x3dx = 5x*

B Es decir, una integral de 20x3 , es:

F(x) = 5x*

66

NOTA:
Siempre que se integre debe sumarse al resultado una constante de integracion C que representa las
cantidades que no tienen variable.

7
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Revisando la nota anterior se tiene:

F(x) F'(x) j f(x)dx

1. x* 4x3 xt
2. x*+10 4x3 Deberia ser x* + 10 *
3.x¥ -5 4x3 Deberia ser x* — 5% *

Revisando el cuadro:
Si

1. F(x) = x*, su derivada
F’(x) = 4x3 , esto es:
F'(x) = 4x3

Entonces, se tiene que una integral de 4x3 es F(x) = x4 . Representando esta situacién
matematicamente:

j 4x3dx = x*

2 Pero que pasa si F(x) = x4 + 10 , derivando podemos ver que:
F'(x) = 4x3
Se obtiene la misma derivada del ejercicio 1, por lo tanto:

f4x3dx, también debe ser igual a F(.X') = x* + 10

3 Lo mismo sucede si F(.X') = x4 -5

Su derivada es igual a:
F'(x) = 4x3

Entonces, f 4-x3dx debe serigual a F(X) = x4 -5
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Tenemos entonces que: f 4x3 dx, debe ser igual a:

1. F(x) = x*

2.F(x) =x* + 10 =

3.F(x) = x* —5*

Como conclusidn tenemos que estas tres funciones solo difieren en una constante, como no sabemos cual
numero escribir, siempre que se integre, al resultado le escribimos una constante C.

B> LEYES BASICAS DE INTEGRACION.

B» Integral de una potencia

xt1
Jx"dx =—+ c,conn # —1

2.2.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

x3+1 4

x
3+1+C—T+C

1. [x3dx =2

Z+1

2, f\/_dx—fodx—

En
5+

5
7x* 5\/xz +c
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[ '

dx -3 x0T X .
. J=xTdx=7FF+c="F+c=—-Z+c

-f;lcdx=fx‘1dx=lnx+c

e fdx=x+c
2.2.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [dz=z+c

2. [dy=y+c

3. fe*dx=e"+¢

-faxdx=iax+c,aeRe ya+0

Ina

2.2.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

x _ 1
1 [5%dx=—5"+c
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X _ 1 o
2 [TPdx=—T"+c

w [k f(x)dx =k [ f(x)dx = kF(x) + ¢

Donde k es una constante.

Podemos ver que se efectla la integral de la funcidn, el resultado se multiplica por la constante k y al final sélo
se escribe una sola constante de integracion.

2.2.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [10dx=10[dx=10x+c

N

: f%dx=111nx+c

3, f_74dy= —41lny+c

: fgdx=8f%dx=81nx+c

=Y

. [V3dx=+V3[dx=+V3x+c

(9]
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[ '

9 x1.3+1 9x2.3

13 3, _ 13 . _ _
6. J9xMdx=9[xdx="——+c="7+c
5 B 5 _ 6a?t _ﬁ B 3
7. Jéx*dx=6[x*dx=—"—+c="F+c=2x"+c
-5+1 —4
8. fx—gsdxzSfx—lsdx:8fx‘5dx=8fs+1 +c=8f4 +c=
2
—F-FC
o. [11e*dx =11[e*dx =11e*+c

3 3 3
. [cefdx=<[e'dx=ce" +c

1. [ —8e’dz = -8 [ e’dz = —8e” + ¢

12. fedx =ex+c (Recuerde que € es una constante)

xetl
13. [ x¢dx =

+cC
e+1
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2.2.8 INTEGRAL DE UNA SUMA (DIFERENCIA)

La integral de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de las integrales, esto es:

j[f(x) Tgx)thx)+-]= Jf(x)dxijg(x)dxi j h(x)dx + -

‘ ‘ NOTA:
Para aplicar la ley, se efectia cada integral independientemente y al final escribimos una sola constan-
te de integracion C.

2.2.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [(5x% + 6x —10)dx = [ 5x%dx + [ 6xdx — [ 10dx =

2+1 x1+1

2_|_1+61_|_1—10x+c

Sfxzdx+6fxdx—10fdx=5
Realizando las operaciones indicadas y simplificando:

5x3 6x? 5x3 5
T+T—1OX+C=T+3[X.’ —10x+c¢

2. [(7x*—3x2+8x—9)dx = [7x*dx— [3x*dx+ [8xdx — [9dx =

x4+1 x2+1 x1+1

211 Szr1 8131 9% te

7fx4dx—3fx2dx+8fxdx—9fdx=7
Realizando las operaciones indicadas y simplificando:

7x5 ?:x3_|_8x2 o + _73\:5 5 4 ax® — 9x 4
S 3 > Xte=—-x X x+c
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4x°—6x3+8x
f T dx Separando denominadores y aplicando la propiedad correspondiente, se tiene:

j4x5d j6x3d +j8xd
2Xx x 2x x 2x x

Simplificando, se tiene:
j2x4dx—j3x3dx+f4dx=fo4dx—3fx3dx+4fdx=

2x4-+1 3x3+1 2x5 3x4

a11 341 Wres g ot

a. [523dx =523 [dx =5z3x + ¢

Nota: Se debe esto a que se esta integrando X y no Z, por lo tanto Z es una constante.

5.f(3q2 —§q+5)dq

2 2 2 2
(3q —§q+5>dq= 3q“dq — §qdq+ 5dq =

2 3 2+1 2 1+1
SJquq—Efqdq+5jdq= 1 1

Realizando las operaciones indicadas y simplificando, se tiene:

2+1 5*1+1+5q+c

3¢3 2 q? s 1,
T—§*7+5q+c—q —34 +5q+c

s.fyz(y+;)dy
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3
fyz (y + E) dy, se realiza el producto indicado:

3
f (y3 + E yZ) dy, se aplica la propiedad correspondiente:

3 y 3y
3 2 2 dvy —
Jydy+jzydy 3+1 2 2+1 "

Realizando las operaciones indicadas y simplificando, se tiene:

3+1

4 4
y* 3y y* 3 1, 1,
4+2 3+c 4+2 3+C y+2y+c

7[3x2%dx =3 [2"dx =3+ +c

5% 1 1 5%
8. | —dx==[5%dx==-x—+—c¢
f7 7f 7 ln5+

2.2.10 INTEGRACION CON CONDICIONES INICIALES

Las condiciones iniciales nos permiten determinar el valor de la constante C. Es decir entre muchas funciones,
nos permite determinar una unica funcion.

2.2.11 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Si f’ (X) =5x y f(l) =4, Determine:f(X)

El procedimiento a seguir para resolver este tipo de integrales es el siguiente:

a. Se escribe una notacién para la derivada que permita visualizar las dos variables.

ﬂm dy
f( ) (0] dx Esto es:
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f(x)] _dy
f'(x) = —

dy

Se utilizara la notacién: —
dx

B®» La ecuacion que nos dan se llama una ecuacidn diferencial (porque es una ecuacién que incluye
derivadas).

dy

d = 5x De acuerdo a las condiciones dadas inicialmente
X

B» Debemos independizar las dos variables. Todo la que tenga X a un lado (incluyendo el dX) y todo lo

quetenga Y = f(.X') al lado contrario.

Separando variables queda: dy =5xdx

B®» Integrando en ambos lados (no es necesario colocar dos constantes de integracion)

[dy =[5xdx.

Se resuelve la integral:

5x2+
= — ES
y 2 c

Recuerde que: Y es lo mismo f(X) yy = f(X)

B Luego utilizamos la condicién inicial o valor en la frontera para hallar C.
Para este caso la condicion inicial es f(l) = 4. Esta condicién quiere decir:

Parax=1,y=4

Se reemplazan estos valores en la ecuacion:
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5x2

y = BN + € (se reemplazan X, Y enel modelo):
A 5(1)? N A 5 8-5 3

= C —>C~= —— > C=—>C=—

2 2 2
xZ

Por lo tanto, la funcién y = BN + C queda:

_5x* 3
Y= "2

b. Con la funcién obtenida podemos encontrar valores de x o de y segln se necesite.

() =y = 5x?2 N 3
JX)=y=—"+3
Por ejemplo, hallar:

5-3)2 3 45 3
-f(—?)): (2) +E=?+E=?=24

522 3 3
=@ =2 +3=3+33

B» (Qué valor tiene X cuando Y = 7

B> Se reemplaza en la ecuacion:

5x? N 3 ; 5x? N
= — —_— - = oy
Y= 72 2 "2
B Se multiplica toda la ecuacién por 2, para eliminar los denominadores:
x? 3
2x7 =2x + 2 x 2

B Simplificando:
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5x2+3 =14

] Resolviendo para X.

. , , 11 11
5x*=14—-3 ->5x“ =11 - x =?—)x=i ?

2. Siyesunafuncion de X tal que y’ =8x—4 y y(Z) = 5, encontrarelvalorde y ,
encontrar, también y(4-)

PISTAS DE APRENDIZAJE @

Traer a la memoria:

Tener en cuenta:

Cuando se dice y(Z) =5 significa que
y=5cuando x =2

Procedimiento

-» y(Z) = 5 Esla condicién inicial.
wmy =8x—4
#» Y Es una antiderivada de 8x — 4.

Entonces:

2

X
y=](8x—4)dx=8jxdx—4jdx=8*7_4x+c

B» Simplificando:
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[ '

y = 4x? — 4x + c*
I podemos determinar el valor de C por medio de la condicidn inicial:

y=5cuando x =2

B» Reemplazando en *:
y=4x*—-4x+c->5=412)*-4Q2) +c
B» Despejando C:
c=5—-16+8->c=-3
B» Reemplazando C por —3 enla ecuacién (*) se obtiene la funcidn que buscamos:

y=4-x2—4-x+Cpero c=-3 (3)

B» Entonces la ecuacién queda:

y=4x*—-4x-3
Para encontrar Y(4) hacemos x = 4 en la ecuacién (3):

y(4)=(4)*-4(4)-3=64—-16—-3 =45

3. sif'(x) = 3x2 +4x+3 con f'(3) = 8, hallar f(x)

Procedimiento

B» Se deben independizar las dos variables. Todo la que tenga X a un lado (incluyendo el d.'X,') y todo lo
quetenga ¥ = f(X) allado contrario.

dy _
dx_

3x2+4x+3 > dy=(3x*+4x + 3)dx

B» Integrando a ambos lados:
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jdy=j3x2+4x+3—>y=3Jxzdx+4fxdx+3fdx—>

3x2+1 4x1+1

y = 211 + 111 + 3x + C, Efectuando las operaciones indicadas y simplificando:
3x3  4x? 3 )
y=T+T+3x+c—>y=x +2x*+3x+c*

®» La condicién inicial es: X = 3, Y= 8
e Reemplazando en * tenemos:

y=x3+2x>+3x+c
8=3)3%+23)?%+3@3)+c
e Despejando C:

c=8-27-18-9->c=—-46

B» La funcién o modelo queda:

y=x3+2x*>+3x—46

B Aplicaciones de la integral indefinida.

APLICACIONES EN ECONOMIA: Costo marginal, ingreso marginal y otras aplicaciones serdn analizadas a través
de ejemplos.

Costo marginal: Tenemos los siguientes tres modelos matematicos (o funciones):

o ¢(q): Modelo o funcién para los costos.

o c'(q): Modelo o funcién de costo marginal. El costo marginal resulta al derivar la funcién o modelo de
costo. El costo marginal es lo que cuesta producir una unidad adicional a las unidades que se tenia
planeado producir inicialmente.

o clq) = M: Es el modelo o funcién de costo promedio. Es lo que cuesta en promedio producir una
q

sola unidad.
o q:Numero de unidades producidas.
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Como se estd integrando el dato, en este tipo de problemas, sera el modelo de costo marginal; adicionalmente
la condicion inicial sera casi siempre la misma, nos daran un valor para los costos fijos, los costos fijos quieren

decir = 0 (Produccion igual a cero).

2.2.12 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Enla manufactura de un producto se tiene: Costos fijos mensuales de S 2’000000

(S 2000 miles) y el modelo o funcién para el costo marginal es:
c'(q) = 10q + 8 Enmilesdes.

Donde { es el nimero de unidades producidas mensualmente.
Determinar:
a. Funcién o modelo para el costo.

Procedimiento

d d
o) - @) @) _ g, g

= Se deben independizar las dos variables:
dlc(q)] = (10q + 8)dq

= Se integra a ambos lados:
fd[c(q)] =J(10q + 8)dq - 10] qdq +8j dq
1+1 2

+8q+c— c(q)=10q7+8q+c

q
-1
(@) =10

> Simplificando:
c(q) =5q* +8q +c *

b. La condicidn inicial dice que los costos fijos son de SZOOO miles, esto quiere decir que para { =
0-c=2000
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m» Reemplazando estos valores en: c¢(q) = 5q% + 8q + c, se tiene:
2000 = 5(0)% + 8(0) + ¢
B» Despejando c:
c=2000

#» El modelo de costos queda: c(q) = 5g + 8q + 2000 en miles de $.

¢. Funcién o modelo para el costo promedio.

Procedimiento
_ . _c(q) 5q°+8q+2000
q q

B Separando denominadores y simplificando:

c(q) =5q+8+ ? En miles de S.

d. Hallar el costo, costo promedio y costo marginal cuando se producen 50 unidades en el mes;
interprete los resultados obtenidos.

Procedimiento
se pide determinar: €(50), [€(50), ¢'(50)
Se reemplaza en:
» c(q) = 5q% +8q + 2000
c(50) = 5(50)% + 8(50) + 2000 = 14900 en miles de &.

Se concluye que producir 50 unidades en un mes le cuesta a la empresa

$ 14’900.000.

14900

¢(50) = =0

Z'(CI) = 298 En miles de $.
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Cuando se producen 50 unidades en un mes cada unidad le cuesta a la empresa $298.000.
c'(q) =10q + 8
c'(50) =10(50) +8 - c'(q) =500 + 8 = 508 enmilesde $

Cuando se producen 50 unidades, producir una unidad adicional a las 50 le cuesta a la empresa

$ 508.000 (esa sola unidad adicional cuesta $ 508.000).

2. La funcion o modelo para el costo marginal es:
"= 4-q + 7 Ens

Determinar el costo promedio cuando la produccién es de 200 unidades. Se sabe que los costos fijos son

de $350.000

Procedimiento

w c(q) = [c'(q)dq =[(49 + 7)dq en'$

1+1 2

q
7 =4—+7
1+1+ q+c-c(q) 2+ q+c

C(q)=4fqdq+7qu—>6(q)=4

simplificando: €(q) = 2q* + 7q + ¢

®» La condicién inicial dice que: Costos fijos son de $350.000
cuandoq = 0 = ¢(q) = 350.000
Reeplazandoen €(q) = 2q% + 7q + c:
350.000 = 2(0)> + 7(0) + ¢
Despejando C:

¢ =350.000

La funcién de costo total queda:
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c(q) =2q*+7q +350.000

B» La funcién de costo promedio se obtiene como:

_ _2q*+7q+350.000 _ o
C((]) = p Separando denominadores y simplificando:

2q+ 7+ 350q000 en$.

c(q)

» Se pide hallar el costo promedio para una produccién de 200 unidades, es decir para

q =200

Sereemplazaen: €(q) = 2q + 7 + ——— 350000
350.000

c(q) =2(1200)+7+——=9%$2.157

200

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro Fundamentos de Célculo del autor Francisco Soler Fajardo 'y
otros.

Una compafiia actualmente produce 150 unidades por semana de un producto. Por experiencia, saben que

producir la unidad nimeroX en una semana (costo marginal) esta dado por:

c'(x) =25-0.02xen$

Determinar el costo extra por semana que deberia considerar al elevar la produccién de 150 a 200 unidades por
semana.

Procedimiento

a. Se debe hallar la funcidn de costo:

1 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a ciencias Econémicas
y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 370.
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c(x) = jc’(x)dx = ](25 —0.02x)dx = 25fdx— 0.0Zdex -

2
X
c(x) = 25x—0.02?+c—>c(x) =25x—0.01x*+c en$

b. No se tienen la informacidn suficiente para determinar la constante de integracion C, pero no es
necesario saberlo, ya que se desea calcular el incremento en el costo que resulta al elevar x de 150 a
200 unidades por semana, es decir, se desea hallar:

c(200) — c(150): se reemplaza cada uno en la ecuacion c(x) = 25x — 0.01x% + ¢
c(200) = 25(200) — 0.01(200)* + ¢
c(150) = 25(150) — 0.01(150)* + ¢

» Se efectta la diferencia:
c(200) — ¢(150) = 25(200) — 0.01(200)% + ¢ — [25(150) — 0.01(150)> + ]
c(200) — ¢(150) = 5.000 — 400 + ¢ — 3750 + 225 — ¢

» Efectuando las operaciones indicadas:
c(200) — ¢(150) = 1.075

> Por lo tanto: El incremento en el costo semanal seria de $ 1075.

c. INGRESO MARGINAL: Tenemos las siguientes tres funciones:

o r(q): Funcidn para los ingresos.

o r'(q): Funcién de ingreso marginal. El ingreso marginal resulta al derivar la funcion o modelo de
ingreso. El ingreso marginal es el ingreso que resulta cuando se vende una unidad adicional a las
presupuestadas.

o r(q)=pr@+*q

p(q): Funcién de precio o demanda.

q: Nimero de unidades vendidas.

O O

Como se estd integrando, el dato en este tipo de problemas sera el modelo de ingreso marginal; adicionalmente
la condicidn inicial sera casi siempre la misma, si no hay ventas no habra ingresos, esto es: Para

q=0, r=20
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2.2.13 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

a. Silafuncidn para el ingreso marginal es:

r'(q) =1.000 — 12q — 6g* en $
Encontrar la funcidn para la demanda o precio

Procedimiento

d|r dr
r'(q) = [d(qq)] - i 1.000 — 12q — 6q>

dr = (1.000 — 12q — 6g*)dq

Integrando a ambos lados:

j dr = J( 1.000 — 12q — 6g%)dq

r=1000jdq—12jqdq—6jq2dq—>

1+1 2+1

2 3
q q B @ _q
6%y g TE=1000-12--—6—+c

r=1000—-12 *
Simplificando:

y =1(q) = 1000q — 6g* — 2q3 + ¢ Funcién Ingreso
Cuando no se vende § = 0 nohayingreso ¥ = 0.

Reemplazando estos valores en: 7(q) = 1000q — 6q* — 2q3 + ¢

0 =1000(0) — 6(0)% —2(0)3 + c por o tanto:

c=0

b. Silafuncidn de ingreso es:

y =1(q) = 1000q — 6q* — 2q3en $
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Entonces la funcion demanda se obtiene dividiendo la funcién de ingreso entre (] :

__1(q) _ 1000q-6q%*—243

Separando denominadores:

p

q q
2 3
P = (@) = 10004 — 64 — 24 Simplificando:
q q q
r
p=%= 1000 — 6q — 2g% en $

1. Lafuncion o modelo para el ingreso marginal es:
/ _ . .
r (CI) = 5q + 3000 en $ petermine el modelo para el ingreso.

Procedimiento

r(q) = jr’(q)dq = J(Sq +3000)dq —

1+1
q

1+1

r(q)=5jqdq+3000jdq=5 + 3000q + c

5
r(q) = qu +3000q + ¢

0

Ahora, la condicién inicial es: q= O’ r=

5
Reemplazando en:T(CI) =3 qz + 3000q + c, setiene que:

5
O=E(0)2+3000(0)+c—>c=0

La funcion de ingreso es:

5
r(q) = qu +3000g en$
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2.2.14 APLICACIONES EN FiSICA:

La aplicacidn se da en el movimiento en un eje coordenado y Caida libre.

B» Para un objeto que se mueve a lo largo de un eje, tenemos las siguientes funciones:

B» s(t): Funcién o modelo de posicidn. Esta dado en unidades de espacio (metros, kildometros,
centimetros).

B» v(t): Funcién o modelo de velocidad instantanea. Estd dada en unidades de espacio divididas
entre unidades de tiempo. Las unidades mas utilizadas son: m/s (Se lee metro por segundo; cm/s
(centimetro por segundo); km./h (kildmetro por hora); Km./s (kildmetro por segundo); entre
otras.

B» a(t): Funcién o modelo de aceleracién. Esta dado en unidades de espacio divididas entre
unidades de tiempo al cuadrado. Las mas utilizadas son: m/s?, Km./s2

B t: Tiempo.

Ademas se tienen las siguientes relaciones entre ellas:

m» s(t) = [v(t)dt
= v(t) = [a(t)dt

L6

NOTA:
e Las condiciones iniciales, por lo general, se dan para un tiempo t=0, a no ser que sé de una condicion

diferente,

® E| dato en este caso es la aceleracion.
1. Laaceleracién de un cuerpo que se mueve a lo largo de un eje coordenado estd dada por: a(t) = 2t +
3en % El objeto parte con una velocidad de 12 m/s desde una posicién de 10 m. Determine: La

2.2.15 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

funcién de velocidad instantanea.
PROCEDIMIENTO

a. Funcidn velocidad: Se sabe que:

v(t) = [a(®)dt = [2t+3)dt=2[tdt+3 [ dt -

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 33
O o e T INGENIERIA DE SISTEMAS

t1+1 tZ
V(t) =2 11 +3t+c = 2? + 3t + C simplificando:

v(t) =t*+3t+c

Se determina el valor de la constante C. Se sabe que el objeto parte con una velocidad de 12 m/s. Esta condicidn
inicial quiere decir que:

t = 0,v = 12 Reemplazando en v(t) = tz + 3t + C setiene:
12 = (0)2 + 3(0) + ¢ = ¢ = 12 porlo tanto:
La funcion de velocidad es: ‘D(t) = t2 +3t+ 12

b. Funcidn de posicion: Se sabe que:

s(t) = fv(t)dt = j(t2 +3t+12)dt >

s(t)=jt2dt+3jtdt+12jdt—>

t2+1 t1+1
t) = +3 + 12¢t +
SO =213 151 €
s(t) = Y + > + 12t + c en metros —

Para hallar C tenemos que el objeto parte de una posicién de 10 m, quiere decir esta condicion:

3 2
Para t(O), S(lO), reemplazando estos valores en S(t) = % + % + 12t + c,
3 2
10="2"+30 4+ 12(0) + c > c =10

3 3t
La funcién de posicién es: S(t) = 3 + S + 12t + c en metros
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Actividad: Realice el mismo ejemplo cuando el objeto parte desde el reposo, es decir, cuando ¥V = 0.

2. Un cuerpo se mueve a lo largo de un eje coordenado con aceleracion dada por la funcién:
m
a(t) =3t>+6 —
S

Si el movil parte del reposo a 20 metros del origen, determine funcién de velocidad instantanea y funcién de
posiciéon instantanea.

Procedimiento

a. Setiene que:

v(t)=ja(t)dt=j(3t2+6)dt=3jtzdt+6j dt -

+1

2 3
v(t) =3 tzq +6t+c—v(t)= 3% + 6t + C simplificando:

v(t) =t3+6t+c

Como el cuerpo parte del reposo, quiere decirque: £ =0, v =0
Reemplazando en V(t) = t3 + 6F + C se tiene:
0=(03+6(0)+c—>c=0

La funcién de velocidad es: V(t) = t3 + 6t ?

b. Para hallar la funcién de posicién sabemos que:

s(t) = jv(t)dt —s(t) = j(t?’ + 6t) dt —

t3+1 t1+1

— 3 - -
s@=Jrdt+6[tdt=2-+6+_——+c>

e t2 ¢
S(t) = n + 6 * > +cC SimpIificando:S(t) = 2 + 3t2 +c
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o A20 metros del origen quiere decir que: £ = 0, s =20

4
& 43002 +c>c=20

Reemplazando se tiene: 20 =

4
La funcién de posicién es: S(t) = tz +3t2+20m

B Caida libre. En caida libre la aceleracidn es la gravedad y se asume como negativa.
B» Si el objeto va cayendo la velocidad se asume negativa (por lo general).

m» Si el objeto va subiendo la velocidad se asume positiva (Por lo general).

PISTAS DE APRENDIZAJE

~
Traer a la memoria:
Tenga presente:
la gravedad es de 9,8 m/s%. Quiere decir a(t) = —9.8 m/s>.
4

2.2.16 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Searroja un objeto desde una altura inicial de 310 m, con una velocidad de 15 m/s. Determine la
funcion de velocidad instantanea:

Procedimiento
a. Funcién para la velocidad instantanea: Se sabe que: a(t) = —9.8 m/s2.

Entonces:
v(t) = j —9.8dt =-9.8t+c

> Para determinar el valor de C se utiliza la condicién inicial:

t=0,v=15
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Por lo tanto:
15=-9.8(0)+c—->c=15
La funcién de velocidad queda: ‘D(t) = —9.8t + 15%

b. Funcidn para la posicion:
Procedimiento

Se tiene que:

s(t) = f(—9.8t+ 15)dt - s(t) = —9.8jtdt+ 15fdt—>

1+1 £2
1_|_1+15t+c—>s(t)=—9.8>|<E+15t+c—>

s(t) = —4.9t* + 15t + ¢

s(t) = —-9.8

> La condicién inicial es: t = 0,s =310

Reemplazando en:
S(t) = —4. 9t2 + 15t + C setiene:
310 = —4.9(0) + 15(0) + ¢ - ¢ = 310

> Lafuncién de posicisn es: S(t) = —4. 9t? + 15t + 310

c. Altura maxima que alcanza el cuerpo:

Procedimiento
La altura mdaxima se da en el momento en que la velocidad es cero UV = 0.

Por lo tanto se hace la velocidad igual a cero y se despeja t:

17(t)=0—>—9.8t+15=0—>t=T8—>t=1.53S
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Este es el tiempo que se demora el objeto para alcanzar la altura méxima. Para determinar la altura maxima se
reemplaza este valor en el modelo de posicion.

Smax = 5(1.53) = —4.9(1.53)% + 15(1.53) + 310
Smax = 321,479 m

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tenga presente: Otra forma de determinar la altura maxima seria determinando los maximos y minimos de la
funcion st =—492 15¢ 310 utlizando los conceptos de primera y segunda derivada.

v

d. La maxima velocidad que alcanza el cuerpo.
o Velocidad Maxima: La maxima velocidad se da un momento antes de que el objeto toque el piso, es

decir, para s =0 .

s(t) = 0 > —4.9t*> + 15t + 310 = 0, multiplicando por — 1
—>4.9t> -8t —-310=0

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: Para solucionar la ecuacion de la forma axz +bx+c= 0, se utilizala formula

general: _ —bty b%-4ac

X = 1
2a

» Solucionando esta ecuacién por férmula general:

_-ES + /@8 - 44 9(E310)
B 2(4.9)

t

37
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t=15i\/225+6076_)t=15im_)t=15i79.38
9.8 9.8 9.8

(= 15+ 79.38 St =963

9.8
) = 15 -79.38 St = —6.57

9.8
El valor negativo: 3 = —6.57 se descarta.

» Lamaxima velocidad se presentaen: t; = 9.63

m
Umix = —9.8(9.63) + 15 = —=79.37%
e. Determine si después de 2,5 segundos el objeto sube o baja.

Una forma de determinar esta situacién es reemplazando este tiempo en el modelo de velocidad y dependiendo
del signo del resultado sabemos si sube o si baja.

v(2.5) = —9.8(2.5) + 15 = —9. 5?

Como la velocidad es negativa, el objeto cae en ese momento.

2. Un objeto se deja caer desde una altura de 500 m. Determine: Funcién de velocidad instantanea.
Procedimiento
a. Funcion velocidad: El valor de la gravedad g = 9.8 ﬂz
S

Nota: La velocidad esta dada por la integracidon de la aceleracion, en este caso la aceleracién de la
gravedad, como el objeto cae, ésta se considera negativa.

m
v(t) = j —9.8dt - v(t) = -9.8t+ C 5
» Comoel objeto se deja caer, quiere decir que para:

t=0,v=0
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> Reemplazando esta condicién inicial en la funcion de velocidad,
tenemos:

v(t)=-9.84+C—>—-9.80)+C=0->c=0

., . — m
» Porlo tanto la funcién velocidad es: ‘U(t) = -9, 8t?
f. Funcion de posicion o altura instantanea.

Procedimiento

a. La posicidn estd dada por la integracion de velocidad:

1+1

1+1

2
s(t) = -9. 8% + C Simplificando: _ €M M (posicion o altura instantdnea).

» Como el objeto cae de una altura de 500 m, esto quiere decir, que:

+C-

s(t)=fv(t)dt=f—9.8tdt= —9.8ftdt= -9.8

t=0,s(t) = 500

» Reemplazando en la funcién de posicién:
s(t) = —4.9t>* + C - 500 = —4.9(0)> + C - € = 500

Reemplazando, se tiene que: S(&) = —4. 9t2 + 500 m

b. Velocidad maxima que alcanza el cuerpo:

Procedimiento

» La velocidad maxima se alcanza cuando: s(t) = 0

s(t) =0 - —4.9t* + 500 = 0 > —4.9t*> = —500

-500 500

Se descarta el numero negativo.

> Para obtener la velocidad maxima, reemplazamos este valor en la
funcidn de velocidad:
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vméx(lo- 1) =— —9.8 * (10. 1) =

m
Vinix = 98.98 —

C. Velocidad, posiciény aceleracién después de 5 segundos.
Procedimiento
Se pide hallar:

a. s(t)= —4.9t> +500m - s(t) = —4.9(5)* + 500 = 377.5 m.
b. v(t) = —9.8t - v(5) = —9.8(5) =/—49 ?

m
c. a(t) =-9.8 2 Corresponde a la aceleracién de la gravedad.

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro Célculo con geometria analitica de los autores Purcell y
Varberg ?

Cerca de la superficie de la tierra, la aceleracién debida a la gravedad es de 32 pies por segundo cuadrado. Si se

arroja un objeto hacia arriba desde una altura inicial de 1000 pies, con una velocidad de 50 pies por segundo,
encuentre su velocidad y su altura 4 segundos mas tarde.

Procedimiento

a. Setiene que:
v(t) = j —32dt =-32t+C

» Cuando t = O,‘U =50
50 =-32(0)+c—>c=50

» Lafuncién de velocidad queda:

2 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 228.
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iés
v(t) = —32¢ + 50 ”T
b. Setiene que:

1+1

1+1

s(t) =f(—32t+50)dt= —32ftdt+50fdt= —-32 +50t+C—

t2
s(t) = —325 +50t+C— s(t)=—-16t2+50t+C

> para t=0,5 =1000

Se reemplaza en: 5(t) = —16t2 + 50t + ¢

s(t) = —16t* + 50t + c > 1000 = —16(0)* + 50(0) + ¢ —
c =1000

Por lo tanto la funciéon de posicidén es:

s(t) = —16t? + 50t + 1000

> Cuando & = 4
o v(t) =—-32t+50 2= 5 p(4) = —32(4) + 50 % — _78%

S

o s(t) = —16t*> + 50t + 1000 - s(4) = —16(4)? + 50(4) + 1000
s(t) = 944 piés

2.3 TEMA 2 TECNICAS DE INTEGRACION

e Integracion por sustitucion o integracion por cambio de variable.
Esta técnica es la mas general y la mas utilizada.

Antes de explicar en qué consiste la técnica, veamos necesidad de utilizarla:

Determinar:f (x + 2)2 dx
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Procedimiento

Para poderla realizar por los métodos o propiedades conocidas, se debe expandir primero el binomio:

f(x+2)2dx=j(x2+4x+4)dx=jxzdx+4jxdx+J4dx=

f2+1 L1+ 3 2 o _
=21 + 4 11 +4x+ C = Y + 4-7 + 4x + C Simplificando, se tiene:
x3
2 2
j(x+2) dx=?+2x +4x+C

Para este ejemplo fue facil y practico expandir el binomio, ya que se encontraba elevado a la potencia 2, pero
que sucede si la potencia es 100, 0 1’235.400, o es un fraccionario como 5/3 se haria tedioso expandir el binomio
o seria imposible en el caso del exponente fraccionario.

Es por esto que es necesario utilizar una integracion que nos permita realizar todo este tipo de ejercicios en una
forma mds simple y menos tediosa: integrar por sustitucion o cambio de variable.

» Laférmula de integracion por cambio se variable es |a siguiente:

un+1

[u™ = + ¢, paran # —1, donde u = f(x)

n+1

> Sise tiene:

1
fadu=fu‘1du=lnu+6
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2.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

66

NOTA:

A través de un ejemplo se explicara, paso a paso, la manera de aplicar |a técnica de integracion por
sustitucion.

7

1. Resolver por sustitucién o cambio de variable |a siguiente integral:
[(=10)3%dx
Procedimiento

a. Se asigna, a la expresion principal, una variable que puede ser:u, v, w ... o cualquier otra variable
diferente a la variable inicial. (Esto es lo que se denomina cambio de variable).

Para el ejemplo se hace: [l = X — 10

66

Lo importante al asignar la nueva variable es que, |z expresion que quede, debe contener |a derivada de

la variable asignada.

a. Sederiva la expresion asignada a la nueva variable con respecto a la variable inicial, esto es:

du_d(auc—lO)_1 du

1

—_ — =
dx dx dx

b. Se despeja el diferencial de la variable inicial, esto es: dx

_ = -
dx

c. Seremplaza en laintegral inicial la variable asignada y el diferencial despejado y luego simplifique.

[(x=10)3%dx = [u3'dil
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66

NOTA:
Si al hacer los reemplazos correspondientes y simplificar, aparece la variable inicial, es porgue:
* laintegral no se puede efectuar por este método, o
¢ Porque hay que hacer un cambio de variable diferente.

7

b. Se resuelve la integral.

30+1 31

— 30 = 30 = u = —u
J(x=10)"dx = [u'dll =~ +C="-+C
c. Sereemplaza lavariable original: X — 10
u30+1 31 31
30 4y — (238 = _wl | . 0%t
Jx=10)*dx = [v' Bl =__—+C="—+C="—""—+C

2. Elsiguiente ejemplo fue propuesto por el autor Haeussler en uno de sus libros.

Resolver la siguiente integral:
f 3x2(x3 + 7)3dx

Procedimiento

a. Sehace:v=x3+7
b. Se halla la derivada de v en funcién de x:

dv dv
siv=x3+7->—=3x2>dx=—
dx 3x

f3x2(x3 + 7)3dx = f3x2v3 ?:i_v' simplificando 32
x

3+1 4

[3x%2(x3 +7)3dx = [vidv = Z+1 .

c. Reemplazando D por x3 + 7
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4
x34+7
&+7)

2 C

j 3x2(x3 + 7)3dx =

3. Integrar: f4x2 (2.763 + 20)8dx

a. Sehaceu = 2x3 + 20
b. Se hallala derivada de u en funcion de x:

du 6x? - d du
- = - = —
dx x x 6x2

c. Reemplazando dx en [ 4x2%(2x3 + 20)8dx se tiene:
du
4x?(2x% +20)%d =f4Z 8—
fx(x+ )edx x(u)6x2

d. Simplificando:

. gdu 2 o 2 8+l 2 u?
4x"(u) 62 3 udu=§* +C=5+x—+C

e. Recuperando la variable inicial:

2(2x3 + 20)°
27

f4x2(2x3 +20)8dx =

4. El siguiente ejemplo fue tomado del autor Haeussler?, propuesto en uno de sus libros.

Resolver la siguiente integral: f xVx% + 5dx

Procedimiento

a. Sehacew=x%*+5
b. Se hallala derivada de w en funcion de x:

3 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr.; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 735.
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dw 9 d dw
_— e d = -
dx X Y= 2

c. Reemplazando dx en [ xv/x2 + 5dx se tiene:

1 1 1
fx\/xz+5dx=fxﬁ*ﬂdw=sz7dw=

1 1

lw

>+1 >+1
w2 1 w2 1 w2 . .o .
+C=-x% = - % ——+ C, simplificando por 2 y expresando en forma de raiz:
%+1 2 %+1 2 %

fx\/x2+5dx:%*\/$+(,‘

d. Recuperando la variable inicial:
1
fx x2+5dx=§*\/(x2+5)3+6

x\Jx2+5+C

2
,  X“45
e. Sacando raiz:

4. Resolver la siguiente integral: f 2xV 4x2 +1 dx

Procedimiento

a. SehaceSehaceu=4x%+1
b. Se hallala derivada de u en funcion de x:

du 8 d du
—_—— - —
dx x x 8x

c. Reemplazando dx en [ x4x%+1 dx se tiene:

du 1 du
jx\/4x2+1 dx=j2x\/§a=12x u78——>

X

d. Simplificando, integrando y recuperando la variable inicial :
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3
jz 4x2+1 d 1J %d 1 ui+(:
x\ 4x X=—|uzdu=-—-*—4
4 4 3

2

f2xv4x2 +1 dx = %\/(4%’2 + 1)3, Sacando raiz:
4x* +1
ij 4x%2 + 1 dx=T*\/4-x2+1

6. Integrar: f 16x (2.7(.'2 — 31)5dx

Procedimiento

a. Sehace u=2x%-31
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Siu=2x*-31 - u—4x—>dx—du
- dx " 4x
c. Sereemplazaen: [ 16x (2x? —31)5dx = [ 16x us%
d. Integrando:
5+1 6
f16x(2x2—31)5dx=f4u5du=4* =4+t
5+1 6
e. Reemplazando u = 2x%—31:
) . u® 2(2x% —31)°
16x (2x“ —31)°’dx=4+x—+C = +C
6 3
8
——dx
7. f (6x+5)°

Procedimiento:

a. Sehace u=6x+5
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b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Siu=6x+5 > M 6 dx=
= - — = - = —
iu X dx X P
c. Sereemplazaen:
J‘ 8 dx = 8 du _ 4 =y
6x+55 " Jws 6 3"
d. Integrando:
8 4 ySHt _4ut
f(6x+5)5dx_§ -5+1 +C_§—_4+C
e. Simplificando y remplazando [l ="6x+5:
f 8 d —4 u_4+ = 1 +c= L +C
6x+55° " "3 a4 T 34" “ T 3(6x+5)"
6x+5
8. Integrar: f—6x2+10x+100
a. Sehace u=6x%+10x+ 100
b. Se hallala derivada de u en funcion de x:
Si 6x% + 10x + 100 du 12x+10->d du
i u=~6x X -» —=12x ->dx=———
dx 12x + 10
c. Sereemplazaen:
6x+5 6x+5 du
> dx = k
6x-+10x+ 100 u 12x + 10

d. Factorizando y simplificando:

j6x+5 du j6x+5 du
*k = *k
u 12x + 10 u 2(6x+5)

dx == | == =21
6x2 + 10x +100°° "2 5 ~zmute

j 6x+5 1(du 1

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON MATEMATICAS Il | 49

ORPORACION UNlVERSITAK(A REMINGTON

vse INGENIERIA DE SISTEMAS

e. Reemplazando U = 6x2 +10x + 100

j 6x +5 d —11 6x2 + 10x + 100) +
6x% 1 10x + 100 X = zIn(6x x )¢

Actividad: Teniendo como modelo el ejemplo anterior realice la siguiente integral:

5x 5 5
fxz_zg dx Larespuesta es: Eln(x -23)+C

Realizar el procedimiento en hoja aparte y socializar con el tutor.

9. Integrar: [ 53*2dx

Procedimiento:

a. Sehace u=3x—2
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du du
Siu=3x—2 > —=3->dx=—
dx 3

c. Sereemplazaen:

3x—2 du 1
IS" dx=f5"*?—3j5"du

d. Integrando:

u

f53x‘2dx=1f5“du:1* > +C
3 3 In5

u=3x—2:
e. Reemplazando
J53"‘2d 1t 5 +C 5 +C
= — %k =
*=3"Ins 3In5

10. Integrar: [ 10x2 e +20qx
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Procedimiento

a. Sehace u=6x3+20
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du

du
Siu=6x>+20 - dx 8x“ —» dx 1822

c. Sereemplazaen:

du
10x2 6x3+20 :fl 2 u
f 0x“ e dx 0x“ e * 1822

jSe“ du 5fe“du
 — = —
9 9

5 5
f 10x2 5%’ +20gx — aj eldu = 63“ +c

d. Simplificando:

e. Integrando:

f. Recuperando la variable inicial . = 6x3 + 20

f 10x2 eex3+20dx _ geex3+zo +c

2.3.2 INTEGRALES QUE SE RESUELVEN CON DIVISION PREVIA A LA
INTEGRAL

Se desea encontrar la integral de una expresidn racional, que es una expresién de la forma:

_ ey = PO
y=Ffx) = 0

La idea es obtener la siguiente integral:

P(x)
f mdx
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Cuando se efectla una integral de este tipo, se pueden presentar tres casos:

A. Que laintegral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucion o cambio de variable
(esta forma ya se ha realizado anteriormente):

2.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x+1

1. Integrar:fm

Procedimiento

a. Se hace u=x2+x—7

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du du
Siu=x24x—-7 5 —=2x+1-dx=
dx 2x+1

c. Sereemplazaen:
2x+1 2x¥1 du
Jz=dx=]

x2+x-7 u 2x¥1

, Simplificando 2x + 1:

2x+1 du 5
J dx=j—=ln|u|+C=ln|x +x—7|+C
x2+x—17 u

Recuerde que: |x| indica el valor absoluto de x.

2x
2. |Integrar: f W dx

Procedimiento

a. Sehace U = xz + 10

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du du
Siu=x24+10 - —— =2x > dx = —
dx 2x

c. Sereemplazaen:

51
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2x 2x du
f—dx = f simplificando 2x:

(x2+10)° (W)’ 2%
j 2x Dy — du _j Sy u>*1 N
@Z+r105 T s )t T 5T
j 2x dx u* N
xZ+105 °T 2" °

d. Expresando con exponente positivo y reemplazando U = xz + 10

j dr= oo Lo ! +
GZ+ 105 °° T "4 7T T a2+ 10 "

B. Puede suceder también que haya que efectuar primero la division.

66

P
JeoN

NOTA:
Esta division es posible si la fraccion es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que el

grado del polinomio Q(x).

7

2.3.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x3+3x2+1
1. [EBEH gy

2x+1

Procedimiento

a. Para efectuar esta integral se debe realizar primero la division:

2x3+3x2+1
2x+1

Nota: Esta division se puede efectuar utilizando la divisién polinédmica o la divisién sintética.

En este ejemplo, se utilizara division polindmica:
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2x3 +3x%2+1 2x+1
_ 3 _ A2 1
2x° —x e S
2
+2x% +0x+1
—2x% —x
—-x+ 1
1
X+ >
E
2
Se tiene que:
9 1 .
e C(x)=x“"+x— 5 Cociente
3 .
e R(x) = 5 Residuo
e Q(x) = 2x + 1 Divisor
Por lo tanto:
2x3+3x%+1 2 1 %
il X TX ot on

b. Integrando:
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Ydx

j2x3+3x2+1

d—J 2 g2y
Tl R G

22+1

f2x3+3x +1 _f N 1+3 1 p
1 0= | @ tx—o+peadx

ij3+3x2+1d _J 24 "'f p 1Jd _I_SJ 1
2x+1 T ) XexT AT XS o +1

» Resolviendo cada una de las cuatro integrales individualmente:

2+1 3
x%dx jx d i C
J 211" 3t
1+1 2
X X
x dx d Z_i+C
f j1+1 . 2t
1Jd 1, 1,
2 X zx C Zx C

> Para efectuar la cuarta integral se debe hacer cambio de variable, esto
es:

3J 1 4 ax i1 g g
py - - — = - = —
2) 2x 1 TR dx =5
BJ 1 3j1du d 3l u
— = — ——=—*_ —

2) 2x+1%72) u2 u=gmu

» Reemplazando U = 2x +1

BJ 1 ax =3 12x+ 1|+ C
2) 2x+ 1 T M
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c. Reuniendo la 4 integrales se tiene:

j2x3+3x2+1d —x3+x2 1 +31 2t 1]+ C
2x+1  FT3 T2 2t Tahex
2. |Integrar
f3x2—5x+3
dx
x—3

Procedimiento

a. Se realiza la divisién indicada:

3x2—-5x+3
x—3
3x2 —5x +3 x—3
—3x? +9x 3x + 4 = C(x)
0 +4x +3
—4x +12
0 15 = R(x)

Se tiene:

e C(x)=3x+4
e R(x) =15
e Qx)=x-3

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 Uremington €D Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 56
O o e T INGENIERIA DE SISTEMAS

Por lo tanto:

3%—5x+3_3 D
x—3 = x—3

b. Integrando:

3x2—-5x+3 15
j =if@x+4+ )dx
x—3 x—3

3x2—-5x+3 15
f =j3x¢vﬁfhu+f‘ dx
x—3 x—3

» Resolviendo cada una de las tres integrales individualmente:

3x d x1+1 3x2
x dx 3 +C —+cC
1+1 2
4x 4x
.[4dx
> Para efectuar la tercera integral se debe hacer cambio de variable, esto
es:

1 du
1?[ dx -u=x—-3,>-—=1->dx =du
x—3 dx

1
15j;du=15mhd+6

u=x-3

> Reemplazando

1 1
j dx=j—du=151n|u|+C=151n|x—3|+C=
x—3 u

c. Reuniendo la 4 integrales se tiene:
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3x%2 —5x+3 3x?
dx=—+ 4x+15In|x - 3|+ C
x—3 2
C. * Laotra posibilidad seria descomponer, % En una suma de fracciones simples llamada fracciones

parciales. Esto es posible cuando la fraccion es propia, es decir, el grado del polinomio P(x) es menor
que el grado del polinomio Q(x).

*Este método se evaluara mas adelante en la UNIDAD 3.

2.3.5 SUSTITUCIONES PARA RACIONALIZACION
Integrales que contienen n\/ ax+ b y :/(G,X + b)m

. n . . T
1. Siaparece VaAX + b en una integral, la sustitucién de:

u = Yax + b Eliminara el radical.

Para resolver este tipo de integrales tenga en cuenta que:

B» La x tiene como exponente 1 (si, fuera exponente 2 o superior, no se puede utilizar el método que

vamos a describir).
B» Tanto a como b son numeros cualesquiera, pero a no puede ser cero; porque si a fuera cero, entonces
todo lo del radical seria constante y se utilizaria otro método mas sencillo para su solucion.

56

NOTA:
Para analizar esta forma de integrar, los ejercicios se realizaran paso a paso indicando el debido
procedimiento en cada uno de ellos.

7

2.3.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Resolver la integral: f 6x 3\/ 3x+8dx

a. Paraeliminar el radical: se hace u igual al radical, esto es:

u=3\/3x+8
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66

NOTA:
Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de |a igualdad a un exponente equivalente al indice de la raiz, en
este caso elevames a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz es clbica.

77

u=33x+8—>u3=(m)3—>

ud=3x+8

du
b. Se deriva la igualdad anterior con respecto a U (E) y se despeja dx:

NOTA:
Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive u, se escriba, luego de la derivada, duy

cuando se derive X, se escribe, luego de la derivada, dx.

> Derivando a ambos lados se tiene:

3uldu

3u?du =3 dx - dx = - dx = u?du

c. SereemplazalUy dxenla integral original. Si hay que realizar otro reemplazo se hace; la idea es que

en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con la variable inicial o sea con la X. Se

tiene entonces:

j6x3\/3x+8dx=j6x*u*u2du

» Como todavia existe x en la integral, se debe encontrar una expresion,
en funcién de u para reemplazarla, se sabe que:
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» Reemplazando en la integral:

[6x*uxu?du= f6(

indicados

)*u*u du Simplificando y realizando los productos

j6( il )*u*u du = ZJ(u — 8u3) du

Zf(uf’ — 8ud)du =2 juf’du— 8]u3du] -

'u6+1 . u3+1
6+1 " 3+1

» Multiplicando por 2 y simplificando:

2J(u6—8u3)du=2 ]+C—>

6+1 3+1 7 4 7
3
d. Serecupera la variable inicial: U = V 3x + 8, se reemplaza en **

ub+1 u3+! u’ ut 2u”’ .
2 —8 +C=2——-16—+C=——4u” + C *x

+4(33x+8) +C

Y
2u’ 2(/3x+8
j6xSVSx+8dx=T—4u4+c= ( 5 )

3
2. Resolverla integral:fxvx — 4 dx

“El ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.*”

Procedimiento

u
a. Se hace U igual al radical:

4 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 396.
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66

NOTA:
Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de la raiz, en
este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz es cibica.

27
u=m—>u3=(i/x—74)3—>

w=x—4

b. Se deriva la igualdad anterior con respecto au (%) y se despeja dx:

66

NOTA:
Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive u, se escriba, luego de la derivada, du y
cuando se derive X, se escribe, luego de la derivada, dx.

7

> Derivando a ambos lados se tiene:
3u’du = dx » dx = 3u?du

> Siud = x — 4 > =P

c. Sereemplazau,xy dx en laintegral original. Si hay que realizar otro reemplazo se hace; la idea es
gue en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con la variable inicial o sea con la x.
Se tiene entonces:

fxsx/x —4 dx = j_* u * 3u’du = j(Bu6 + 12u3)du -

6+1 u3+1

3 — = 6 3 = u
jx\/x 4 dx j3udu+f12udu 36+1+123+1

+C -
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3u’  12ut 3u’
jxsx/x—4dx= -+t +C=T+3u4+C

d. Serecupera la variable inicial:

3u’ 330x—4)
fxB\/x—tt dx=f(3u6+12u3)du=7+3u4+6=¥+3(3/x—4) +C

3. Resolver:

f V2x — 103 dx

Procedimiento

a. Sehace U igual al radical:

u=12x—103

66

NOTA:
Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de la raiz, en
este caso elevamos a ambos lados a un exponente siete, ya que |a raiz es séptima.

77

> Elevando a la séptima ambos lados de la ecuacion:
v’ = (V2x - 103)7 - iliS2X103
b. Derivando a ambos lados se tiene:

7udu
2

u’ =2x—-103 - 7ubdu=2dx - dx =

c. Reemplazando en la integral e integrando:

7

; u® 7 (u’
fv2x—103dxfu* > du=5f7du—>
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; 7J‘u7 7 u’tt 7 ul
2x—103dx == | —du = —
f . r=2 ) 2T T 2" 8

d. Serecupera lavariable inicial:

7
]7\/2x—103 dx=R*7 (2x —103)8 + C

66

NOTA:

Esta integral también se puede resolver por sustitucion.

4. Resolver: [ /(5x +3)2 dx

Procedimiento

a. Se hace uigual al radical:

Recuerde que:f </(5X + 3)2 dx = f(7\/ 5x + 3)2 dx

Entonces: U = 7\/ 5x+3 - u7 =5x+3

b. Derivando a ambos lados se tiene:

c. Reemplazando en la integral e integrando:

f(7\/5x+3)zl=f(u)2 *-=qu8du=z* u™ -
5 5 8+1

9
f(7\/5x+3)2dx=%*%+CPerou= Vsx+3 -

f(7\/5x +3)2dx = éf(%x +3)°+¢C
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2.3.7 INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

> FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION

VALOR INTEGRAL

FUNCION TRIGONOMETRICA INTEGRAL
Senu f Senudu
Cosu f Cosudu
Sec’u fSeczu du
Csc’u f Csc*udu

Secutanu fSecutanudu
CscuCotu JCscuCotudu
Tanu f Tanudu
Cotu J Cotudu
Secu f Secudu
Cscu J Cscudu

Para realizar la integracidn con expresiones trigonométricas, se presenta a continuacién un cuadro con algunas

identidades trigonométricas:

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

IDENTIDADES ANGULOS DOBLES

1+ cos(2x
sen’x + cos*’x =1 Cos*x = T()
1 + cot?’x = csc?x Cos(2x) = cos?x — sen®x
1 —cos(2x
tan’x + 1 = sec*x Sen’x = %
sen x
Tan x = Sen(2x) = 2sen x cos x
COS X
COoSs x
Cotx = IDENTIDADES PRODUCTO
séen x
1 Sen(mx) * Cos(nx) =
= 1
iy cotx > [sen(m + n)x + sen(m — n)x]|
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1 Sen(mx) * Sen(nx) =
= 1
Cot x tanx > [cos(m + n)x — cos(m — n)x]
1 Cos(mx) x Cos(nx) =
= 1
Cscx senx > [cos(m + n)x + cos(m — n)x]
Sen X = IDENTIDADES SUMA (DIFERENCIA) DE
csf x ANGULOS
Secx = Sen(A + B) = senAcosB + cosAsenB
COf X
Cosx = Sen(A — B) = senAcosB — cosAsenB
____secx
IDENTIDADES ANGULOS NEGATIVOS Cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
Sen(—x) = —Senx Cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
tanA + TanB
Cos(—x) = Cos x Tan(A+ B) =
( ) Hl ) 1—tanA x tanB
an(A - B) =
1+ tanA * tanB

2.3.8 PASOS PARA LA INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Para la integracidn de expresiones trigonométricas, se deben tener en cuenta los siguientes aspectos.
No necesariamente este es el orden a seguir:

1. Determine, inicialmente, si la integral presenta la forma de alguna de las férmulas basicas; Si es asi
efectle laintegral.

2. Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo que esta
dentro de la expresidn trigonométrica, es decir el dngulo.

3. Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de variable se hace
tomando una de las expresiones trigonométricas.

4. Lleve las expresiones trigonométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y del coseno (a
veces facilita el trabajo pero no es indispensable).

5. Sies necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas.

2.3.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Resolverf 3x2 COS x3 dx

Procedimiento
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a. Sehace: U = x3

PISTAS DE APRENDIZAJE @
Traer a la memoria:
Tenga presente: Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo
gue esta dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo.

b. Se encuentra la derivada:

du
_u=x3—>du=3x2dx—>dx=y

Si

c. Reemplazando en la integral:
2 3 2 du 2
J 3x*icosix®dx = [ 3x*cos U smplificando 3x°:

[3x%cos x3dx = [ cosudu=Senu+C

d. Reemplazando: U = x3

[3x%cos x3dx = Senx3 +C

X

2. Resolver f m

Procedimiento

a. Se hace: U = 3x2 + 2

Siu=3x2+2—>du=6xdx—>dx=%
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b. Reemplazando en la integral:

[————dx = [— x 2 Gimplificando X:
sen?(3x%2+2) senZu  6x o Prcando -t

j b d _1[ 1 d
sen?(3x2 + 2) *=6) senzu™

> Utilizando la identidad: (Ver cuadro de identidades)
1 1
Cscu=——- Csc?u=—
sen‘u

c. Llaintegral queda:

J b d 1j 1 d lj 251 d
— - — ﬁ
sen?(3x2 + 2) *T6) sentu® ") UM

X 1 1
dx = —(—cot C=——cot(3x*+2)+C
fsen2(3x2+2) X 6( cotu) + c €0 (3x“+2)+

3. Resolver:

senx
coss x ¥
cos- X

Procedimiento

a. Elcambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigonométricas, en este caso se
realizard por coseno.
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PISTAS DE APRENDIZAJE @
Traer a la memoria:
Traer a la memoria: Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de
variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas.

Entonces,si U = COSX —du=—-senxdx-dx= —ngl‘x
a. Reemplazando en la integral:
senx senx du
f 5 dx =f 5 *— Simplificando S€M X, se tiene:
COS” X u senx
sen x 1 < u>*1
—sdx=— —Sdu=— udu=——+C~-
CoS> X u —-5+41
-4
J‘ senx d u . 1 s
— x o — T —
cos® x —4 4ut

b. Reemplazandoif = COS X

senx 1
[——dx = 1 C pero: Sec x = -
coSs® x 4cos*x cos x
senx 1 1 f
—sdx=—4+C=—sec x+C
CoS® X 4cos*x 4
4. Resolver: f tan(5x - 7) dx
Procedimiento
du

a.Seau=5x—7—>du=5dx—>dx=?
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b. Reemplazando en la integral:

du
jtan(Sx—7)dx=jtanu*?—>

1

= In|sec (u)| + C

j tan(5x — 7)dx =
c. ReemplazandoU = 5x—7

1 1
J tan(5x — 7)dx = Elnlsec (w|+C= Elnlsec Gx-7)|+C

5. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro de

Purcell, resolver:

dx

jsenx— Cos Xx
sen x

Procedimiento

a. Separando denominadores:
senx —cosx senx cosx senx cos x
f dxzj( — )dxzj dx—j -
sen x senx senx sen x sen x
PISTAS DE APRENDIZAJE @
)
Traer a la memoria:

Cos X

= cot xxu
senx

5 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 389.
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Entonces:

senx

PISTAS DE APRENDIZAJE /\
’ \
Traer a la memoria: U

J Cot udu =In|senul| + Co

senx — cosx
j dx=fdx—]cotxdx

\ S

Por lo tanto:

jsenx—cosx

dx=fdx—jcotxdx=x—ln|senx|+c
senx

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Resuelva las siguientes integrales indefinidas, utilizando las leyes bdsicas de integracion.
a) _[ 7x°dx
4
b) I—dx

X3

o) I (5x —3)*dx
d) I(‘{W—Be“x - i+ x&jdx

) J-6x4 +3x% —9x* +18x—300
3x?
2. Resuelva los siguientes problemas.
a) Desde un edificio de 32 metros se tira hacia arriba una piedra con una velocidad de 30m/s.

dx

Determine la funcién de velocidad instantanea y la funcidn de altura 6 posicion instantanea.
Determine la altura maxima y la velocidad maxima que alcanza el objeto.
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b) La funcién de costo marginal para cierto producto de una empresa es:
., ¢'(a)=59%+7q+800 $

c) Los costos fijos son de 400.000 S

d) Encuentre la funcion de costo promedio del producto.

e) La funcién de ingreso marginal en la venta de q unidades de un producto es:
3 r'(q) =50000-6q $

Encuentre la funcién de demanda 6 precio.
3. Resuelva las siguientes integrales utilizando las técnicas de integracion vistas.

5x* —6x° +8x% +9x+10
a) I dx
X+ 2

Ixzi/Bx +1 dx
I 7xsen(x? + 35}

J‘tan3 xcot? dx
j 3x+1
5

2/3x% +2x+3

4. La funcidn de ingreso marginal para cierto producto es:

300 o
(1000-2q)’

r'(q) =

Halle la funciéon de precio o demanda del producto

5. Un objeto se mueve a lo largo del eje coordenado: Encuentre la funcién o modelo de posicién
y la funciéon o modelo de velocidad bajo las condiciones indicadas.

a. Laaceleracion esta dada por la funcién. a(t)=t cm/s?. El objeto parte del origen con

una velocidad de 50 cm/s.

b. a(t)=2t+1 cm/s®. Parte desde el reposo a una distancia de 250 cm del origen.
c. a(t) =3t +8t+50 m/s? . Parte desde el origen con una velocidad de 6 m/s.

d. a(t)=6 m/s®. Elobjeto parte del reposo a 100 m del origen. Determine ademas la

posicion después de un minuto.
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6. En los siguientes problemas encuentre la integral indefinida:

8
) Ix—gdx

3 5 2
b) j(x+3xe+3de
10
c) |-—dx
o

3
J- (5X +37) dx
d) 3X

e) [(Bx-1)3x+4)dx

f) IS“dx

g) e6x

h) jx 7% dx

i) jim (3x+5) dx

4% 5x

e —e
' Iie“ dx
)i
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7. Resuelva las siguientes integrales por sustitucion

12
; I(9x+5) dx

b)

-[47)( dX
8/4x +11

I6x2(2x3 —e) dx

8x—-5
d -
) J.4x2—5x+13

J.(x+1)\/x2 +2x -39 dx

4%%2-100
f _[ 8xe dx

J‘x/m dx

g)

dx

50x-99

100
F
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8. Integrales que se resuelven utilizando division previa

3_
2) J-9x 7x+5dx

X+2

2
b) I(SX__7)dX
X+6

x*—16
2 I X+ 2

4x%—-9x—7
d [ —xe_’; dx

dx

-fx4—3x3—8x2—1x+4

e) X+3

f) ‘[Efiif:l(ix

3x+2

7x345x—9
[
9x+7

g)

f25x2+20x+4
5x+4

h)

f x3-125
x2+5x+25

i)

J-8x3+27
2x+3

)

9. Integral indefinida aplicaciones en economia
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El ejercicio nimero 31 ha sido tomado de uno de los libros de matematicas del autor Haeussler®

a. Un fabricante ha determinado que la funcién de costo marginal es:
c'(q)=0.0039%> —0.4q+40 $

Donde q es el nimero de unidades producidas. Si el costo marginal es de $ 27.50 cuando g = 50, y los costos fijos son de !
unidades?

b. El costo marginal de un articulo cuando se producen q unidades es:
c'(q)=-3qg? +60q + 4000 $
El costo de producir 10 unidades es 90000 S. ¢ Cual es el costo de producir 50 unidades?

c. Lafuncidn de ingreso marginal para cierto producto es:

r@= >0 s

35
(9+3)
Encuentre la funcién de demanda.

d. La funcién de ingreso marginal para cierto producto es:

., 405
= (5q+7) s

Encuentre la funcidon de demanda.
El ejercicio nimero 35 fue tomado de uno de los libros del autor STEWART’

e. Elcosto marginal para fabricar x unidades de un producto es:

6 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 734.

7 STEWART, James. Célculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 488.
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C'(x) =0.006x* —1.5x + 8 dolares

El costo fijo es de 1 500 000 délares, encuentre el costo de producir 2000 unidades.

f. La funcidn de costo marginal para cierto articulo es:

35
g+10

C'(@=

Encuentre la funcion de costo, si los costos fijos son de 300000 S.

g. Lafuncidn de costo marginal para cierto articulo es:

C'(q)=3e"“

Si los costos fijos son de S 3 000, determine la funcién de costo.
10. Integral indefinida aplicaciones en fisica

a) Una bola es lanzada desde la superficie de la tierra con una velocidad de 43.5 m/s. ¢Cual es la maxima altura qu
funciones de velocidad y de posicion.

b) La funcion de aceleracion de un objeto estd dada por:

a(t) =3.5t* —4t +30 m/s?

El objeto parte desde una posicién de -153 m con una velocidad de 3.5 m/s. Determine: Posicion, velocidad y aceleracion d

c) Lafuncion de aceleracidn de cierto objeto es:
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5
alt)=— " m/s?
© (4t +5)°

El objeto parte desde el origen con una velocidad de 8 m/s. Determine:

e Funcion de velocidad instantanea.

e Funcion de posicién instantanea.

d. Un objeto se mueve desde el origen con una velocidad dada por la funcién:

3t
vit)=—"ml/s
® 3t° +10

Encuentre:

e Funcion de aceleracion instantanea.
e Funcion de posicidn instantanea.

e Posicidn, velocidad y aceleracidon cuando han transcurrido 20 segundos.

e. Un objeto se deja caer desde una altura de 253 m. Determine la funcién o modelo de posicién para cualquier insta
el momento en que toca el suelo.

f.  Un objeto se lanza hacia arriba desde una altura de 250 m, con una velocidad de 100 m/s. Determine si el objeto
su respuesta. ¢El objeto ira cayendo o subiendo después de 15 s?

g. Un objeto se lanza hacia arriba desde la azotea de un edificio de 245 m con una velocidad de 83 m/s. determine:

e La altura maxima que alcanza el objeto.

e lavelocidad maxima del objeto.

11. Integrales que contienen Yax+b A \”/(ax + b)m
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J‘2xx/7x —2 dx

X
X
I A[3—=11x

I 10x
x/X+1o

Ix 4/7Tx+8 dx

J‘x\/mdx

I4x’°&/x2 +6X+9 dx

j 7x2/6x—13 dx

12. Integracioén de funciones trigonométricas

Isen6x dx

s on
j—cos ~x [dx
3 9

_[5x3senx4dx

j 2xsen(4x —3)x
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e) _[secz(?x)jx
f) Icscz (8x +5)dx

g) Isenx(B —cosx) dx

j 5cos xdx dx

(10 + senx)’

dx

j cot 3x
sen3x

i) IS°°SX senxdx
cosX

3 j 1-cos’ X X

) Ie”sen(e3X ) dx

1

™ -[xsen(ln x)dx

n) jcos3 X dx

o) J'sen(4x)cos(8x)dx
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Icos(le)cos(lZ X Jix

_[ sen(; xjsen(;1 x)dx

13. Demuestre las siguientes formulas de integracion

Itanu du = In\secu\ +C
jcotu du = In\sen u\ +cC
jsecu du = In\secu +tanu\ +C

jcscu du = In\cscu —cotu\ +C
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'

3 UNIDAD 2 INTEGRAL DEFINIDA
3.1.1 OBJETIVO GENERAL.

Entender el concepto de la integral definida, partiendo del calculo del drea bajo una curva.

3.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

B» Aplicar la integral definida al calculo del drea bajo una curva y el drea entre curvas.

B®» Aplicar la integral definida para el calculo del volumen de sdélidos de revolucién utilizando diferentes
métodos.

3.2 TEMA 1 INTEGRAL DEFINIDA

Definicién de integral definida. La integral definida es una expresién de la forma:

jbf(x) dx

Donde: @ Y D sellaman limites de integracidn, y

a: Limite inferior.

‘ ‘ NOTA:

La integral definida es un niimero; para calcular este numero, se utiliza el teorema fundamental del célculo.

7

El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque establece una conexion
entre las dos ramas del calculo: el calculo diferencial y el cdlculo integral. El primero surgié del problema de la
tangente, el calculo integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado, el problema del area. El
profesor de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630 —

3.2.1 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

1667), descubrié que estos dos problemas en realidad estaban intimamente relacionados. De hecho, se dio
cuenta que la derivacién y la integracidon son procesos inversos. El teorema fundamental del cdlculo da la
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relacidon inversa precisa entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz explotaron esta relacién y la usaron
para desarrollar el cdlculo en un método matematico sistemético.®

3.2.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

[ f()dx=F(x)" = F(b)-F(a)

o6

NOTA:
En la integral definida no es necesario colocar la constante de integracion.

NOTA:
El teorema fundamental del calculo se puede demostrar a partir del area bajo una curva.

3.2.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2
1. Calcular: fO 6 — 3x2 dx

PROCEDIMIENTO

Se aplica el teorema fundamental del célculo:
2 x3 2 2

J6—3x2dx=6x—3— =6x—x| =[6(2) — (2)3] - -
0 310 0

8 STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 383.
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2
f6—3x2dx=12—8=4
0

2. Calcular: f_31(6x2 —2x + 6) dx

Procedimiento

a. Integrando:

3 zxZ

3
+2

+6x|_1—>

3
f (6x% —2x + 6)dx = bx”
B 3

b. Aplicando el teorema fundamental del célculo:

3
J (6x* —2x + 6)dx = 2x3 — x* + 6x| 31 -
-1 -

3
-1

3
f (6x* —2x+6)dx=(54—9+18) — (-2 —1—6) = 72
-1

3. Calcular:
1 3x2
—dx
o V1 + x3
Procedimiento

a. Integrando: Utilizando el método sustitucion se tiene:

. du du
Siu=1+x2>—=3x2>5dx =—
dx 3x2
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b. Reemplazando en la integral:
1 3x? p f13x2 du fl 1 p fl %d
—ax = — kD = —au = u u-
2 1
0o V1+x3 o Vu 3x 0 o 0

1 2 1 5
3x 1 u2 1
—dx=j u 2du= = 2Vu| -
o V1+x3 0

c. Aplicando el teorema fundamental del cdlculo:

1 3x2 1 1
= 24/ - + x3| ~ = 3 = 242 —
fo T xsdx 2 u|0 241 x|0 24/1+ (1) 2V2 -2

3.2.4 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

INTEGRAL PROPIEDAD RESULTADO

b Al intercambiar los limites de a
1. fa f(x)dx integraciéon, se cambia el —j f(x)dx
b

signo de la integral.

a Si los limites de integracidn 0
2. fa f(x)dx son iguales, el resultado de

la integral es igual a cero.

c Sia<b<c b ¢
3, fa f(x)dx j f(x)dx+.j f(x)dx
a b

EJEMPLOS

5 _
1.[5(4X + 3)dx = 1. — [2(4x + 3)dx
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2. f1100 50x* dx = 0

6

3. f06(2x — 3)dx = fZ(Zx— 3)dx+f (2x — 3)dx
0 2

NOTA: La variable de integracién es una “variable muda” en el sentido de que cualquier otra
variable produce el mismo resultado, el mismo niumero, es decir:

fa fGo)dx = f fdt - f 't dz

Ejemplo: f510 3xdx = f;o 3zdz

3.3 TEMA 2 AREA BAJO UNA CURVA'Y AREA ENTRE CURVAS.

AREA BAJO UNA CURVA

Para describir un método para determinar el drea bajo una curva, se parte de un ejemplo en particular:

Ejemplo: Encuentre el drea de la regién R limitada por la curva: Y = f(x) = VX yeleje X, entre
x=0yx=09.

PROCEDIMIENTO

a. Lo primero que se debe hacer es realizar la grafica del modelo:

> Los valores para la grafica se muestran en la siguiente tabla:

X fx) = Vx y
0 Jo 0
1 Vi 1
2 No 1.41
3 NG 1.73
4 N 2
5 NG 2.23
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6 V6 2.44
7 V7 2.64
8 V8 2.82
9 Jo 3

La grafica de la funcién se puede ver en la figura 1

=T

W

Figura 1. Gréfica de la funcién y = f(x) = Jx

c. Se obtiene el area total como una suma de areas, dividiendo la figura en rectdngulos de igual base y
alturas determinadas por la funcién.

Por facilidad se toma la base para cada rectangulo igual a 1. Sillamamos la base A X, tenemos que Ax=

1 (ver figura 2).
S ) )
¥ /
4 3 N -

ax =1 l 1.CI 1.5
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Figura 2

PISTAS DE APRENDIZAJE @
N\
Traer a la memoria:
Tener en cuenta: E|l area de un rectangulo es igual a base por altura.
El area total seraigual a la suma de cada area, es decir:

AT = Al : a AZ + A3+A4 E D Ag

Se tiene entonces:

AREA A x * f (x) VALOR AREA
Ay 1+ f(1) Vi=1
A, 1= f(2) V2 =141
As 1+ f(3) V3 =1,73
A, 1+ f(4) V4 =2
As 1+ f(5) V5 = 2,23
Ag 1+ f(6) V6 = 2,44
A 1+ f(7) V7 = 2,64
Ag 1+ f(8) V8 = 2,82
Ag 1+ f(9) V9 =3
Ay = ZAi v Ax - 19,306

Una manera facil para determinar/\ X seria:

Extremo mayor — extremo menor

Ax =
Numero de rectangulos
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NOTA:
Mientras mas pequefia sea la base de cada rectangulo, mas precisa sera el drea obtenida, esto es, mientras

mas rectangulos, mas exacto ser el valor obtenido.

77

Se realizara el analisis para una funcién cualquiera y en forma general:
Sea la funcién y = f(x), se determina el 4rea de la region R en el primer cuadrante, entre
x=ayx=D>b

Para ello utilicemos el mayor nimero de rectangulos posible, esto quiere decir que la base de cada rectangulo
serd lo mas pequeia posible, esto se puede observar en la figura 3

¥

Ax A o oa. A Am Aw Aw o Aw AR Aw

FIGURA3
> Delafigura 3 se tiene que:
Ar= Ax*f(x)+ Ax*f(xy) +Ax*f(x3)+ Axx*f(xy) + - +Ax*f(x,)

» Expresandolo en forma de sumatoria:
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i~ f(x)xAx,sin—>o y Ax > 0

> Estoes:

b
= lim f(xl)*Ax—j f(x) dx

Ax—0 o

3.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

9
1. Determine el area exacta de: fO \/E dx

Procedimiento

3
9 9 l 7 9 2 2
j\/}dx=f dex—T \/ | \/93——\/03—>
0 0 2 0 3
2

2 2
f\/de=—*27——*0=2*9—0=18
0 3 3

Recuerde que: V729 =

AREA BAJO UNA CURVA
Cuando se determina el area bajo una curva se pueden presentar tres alternativas:

1. Si, laregidn esta por encima del eje x como lo muestra la figura 4:
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}f’ =T
T3
T
T+1
} T
= -1 1 =
»=d
_ x=h
-z
Figura 4

Entonces:

= J bf (x)dx

1. Si, Laregidn esta por debajo del eje x como lo muestra la figura 5:

¥
13
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Figura 5

Entonces:

— fbf(x)dx

3.3.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.’

Encontrar el drea de la region R limitada por:
x2
Yy = 3 4 yeleje X, entreX = —2 y X = 3

Procedimiento

e La gréfica de la figura se puede hacer dandole valores a x entre - 2 y 3, reemplazando cada valor en la

2
X
funcisn y = f(x) = 3 4. Efectuando este proceso, obtenemos los valores mostrados en la tabla:

X y=f(x)=x?2—4 y

—2 (_3—2)2_4 —2.6
—1 #—4 -3.6
0 ((;—)2—4 —4
1 (17)2—4 —-3.6

9 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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2
3
2
3 @ — 4 -1
3

> La grafica de la funcién y el drea que se pide hallar la podemos observar en la figura 6.

¥

Figura 6

a Como la region esta por debajo del eje x, se debe plantear la integral:

A= —jbf(x)dx

> Solucién de la integral:

A fg X _4)a fa L2 ax)a 12 4))3
= — —— =— — % — — = —|=—%x——
,\3 ¥=o \grm o) A=z o)l

Aplicando el teorema fundamental del calculo:

1 33 1 (-2)3 1 27 1 (-8)
A=—{—*——4(3)—[—* 3 —4(—2)]}2{—*——12—[—* 3 +8]}

3 3 3 3 3 3
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A=—fp-12-[-Seal}=—{ro+D-a)= ()

145
= 5 Unidades cuadradas

3 Sila region tiene parte por encima y parte por debajo del eje x, El area se debe calcular utilizando varias
integrales.

3.3.3 EJEMPLOS DE APRENDIZAJE

1. El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell°
Encontrar el drea de la regidn limitada por:
y=f(x)=x3-3x2—x+3 yelejex,enre x=—-1y x=2.

Procedimiento

a. Paradeterminar la regidn cuya area deseamos hallar, podemos dar valores a x entre X =

-1 y X = 2, reemplazar en la funcidn para obtener los respectivos valores de y.

Realizando este proceso, obtenemos los valores de la siguiente tabla.

X y=f(x)=x3-3x*-x+3 y
—1 (—1)3 - 3(-1)? — (-1) + 3 0
0 (0)3 —3(0)2—0+3 3
1 (1)3-3(1)%-1+3 0
2 (23 -3(2)2—2+3 -3

10 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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La grafica de la funcién y la regidn cuya drea se quiere obtener, esta dada en la figura 7:

»
a -"3%.\_
m\\\ X,-’
1 .
) N /
7 B :L\ z
/ h
/ - \H"x A
IIIIII.- - . L .

Figura 7

En la figura se puede ver que la grafica corta el eje x en los puntos:

x=-1, x=1, x=3

Si estos puntos no se pueden leer en la gréfica, se debe proceder como sigue:

B Se deben hallar los puntos donde la funcidn corta el eje x, para ello se soluciona la ecuacién f(x) = 0.

La solucion de x> — 3x% — x +3 =0 es:
x=-1, x=1, x=3

Actividad: Verificar el resultado efectuando la respectiva divisidn.

b. Planteamiento de la integral a calcular:

ENTRE POSICION INTEGRAL
—-1y1 La funcidon estad por encima B
Y del eie x f (x® —3x% —x + 3)dx
) -1
1y 2 La funcién estd por debajo 2
Y del eie x —f (x3 —3x% —x + 3)dx
) 1

c. Paradeterminar el area:

93
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1 2
=] (x3—3x2—x+3)dx—j (x3 —3x% — x + 3)dx
-1 1
d. Solucién de la integral:

1 2
=j (x3—3x2—x+3)dx—J (x3 — 3x% —x + 3)dx
-1 1

4 3 2 4 3 2

x 3x x 1 x 3x x 2

=—————+3x| —(—————+3X)| -
4 2

» Simplificando y remplazando:

4 2 _1\4 —1)2
A=y EX +3(1)—[(( D)o - S vacy)|-

4
(B-wr -2 3(2)) (- -F+a0)
R (5109 (1-4+9)
B foov-2v0-Ga-)
=——[—] [(O)—(—)]z——[ Z—4+Z—>A-?umdadescudradas

3. Encontrar el érea de la regién limitada por Yy = 3x2 +7x—6 yeleje X

Entrex=—4-yx=2
Procedimiento

a. Lagréfica de la funcién y de la regidn cuya area se desea hallar la podemos ver en la figura 8.
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Figura 8

b. Como los puntos donde la funcién corta el eje x no se pueden leer con exactitud en la grafica, para
determinarlos se debe solucionar la ecuacidn:

o6

3x2+7x—-6=0

NOTA:
Mientras mas pequefia sea la base de cada rectangulo, mas precisa sera el drea obtenida, esto es, mientras

mas rectangulos, mas exacto ser el valor obtenido.

Y

Esto es:

9x2+7(3x)-18 _ 0 > (3x+9)*(3x-2) _
3 a 3 o

0-

“(3x*+7x-6)=0-
x+3)xBx—-2)=0-
x+3=0->x=-3

3 2=0 —2
L2 0 x = —
X X 3

Para hallar el area de la region, se debe plantear:
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ENTRE POSICION INTEGRAL

La funciéon estda pPOr 2 2
4y -3 _ f (3x” 4+ 7x — 6)dx
encima del eje X —4

2 La funcién estd poOr 2 2
-3y3 . - [’ Bx"+7x—6)dx
debajo del eje X -3
La funcién estad or = 2
2 unel POT + [(3x" +7x— 6)dx
3 encima del eje X 3

-3 3 2
A= J (3x% + 7x — 6)dx — f (3x% +7x — 6)dx + ]2 (3x% + 7x — 6)dx
—4 -3 =

Actividad: Se deja como ejercicio resolver estas integrales, la respuesta para cada una de las integrales del el
ejercicio:

-3 13
J (3x%2 +7x — 6)dx = —
—4

2
J§(32+7 6)d 1331
-3 * * = 54
f 3x“+7 6)d 328
x X — X =—
( ) 27
A 13 ( 1331)+328 13+1331+328 B 1169 —_— Irad
R o T 5 — —_— [
2 54 27 2 54 27 27 uniaaades cuaaraaas

B> Area entre curvas.

Para determinar el drea entre curvas se debe tener en cuenta cual de las curva estd por encima y cual estd por

debajo (o cual curva estd mas alejada del eje X y cual curva estd mas cerca del eje).

El rea se calcula como:
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b
f F) - g(0)ldx

Dénde: f(x) estd por encima de g(.X')

Donde f(x) esta por encima de g(x).

3.3.4 PROCEDIMIENTO PARA HALLAR EL AREA ENTRE CURVAS:

1. Determine los puntos de corte de ambas curvas, si los hay, para ello resuelva la ecuacion:
fx) = g).
2. Bosqueje la grafica de ambas funciones.
RECOMENDACION:

Grafique solo el tramo necesario, de valores entre el area a obtener o entre los puntos de corte.

3. Plantear el area como una integral o como varias integrales, seguin sea el caso y resolver.

3.3.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encuentre el drea de la region R limitada por las curvas:

y=g(x)=8—x2, y=f(X)=x2,entrex=0yx=3

Procedimiento

a. Hay que determinar los puntos donde se cortan estas curvas. Para ello se igualan las funcionesy se
despeja lavariable:

fx) = g(x)—>x2= 8—x2-52x2=8-x2=—>

=4—>x=i\/1—>x=i2—>x=2, xX=-2
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b. Los puntos para hacer ambas graficas se observan en la siguiente tabla:

X f(x) = x? g(x) = 8 — x?

0 02=0 8-02=8-0=8
1 12 =1 8-12=8-1=17
2 22 =14 8-22=8-4=4
3 32=9 8-32=8-9=H1

La grafica de la regién se observa en la figura 9.

U . .
W /

11> ' »=Fx)=x*

+10

+—10 : \

+-15
Figura 9
De acuerdo a la figura 9:
ENTRE POSICION INTEGRAL
csoyxmz |plmena e [
I e I N

c. Elarea de la region se obtiene como:
2 2 a2
— [ (8—2x%)dx + [ (2x* -8)dx
0 2

> Resolviendo cada integral se tiene:
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2(2)

o [B-2)dx=38x-22=82) - 22— [3(0)- 2| =16-L =2

o [P@x*-8)dx= %"3 - 8x|; - 2(3) —8(3) - [2(2) 8(2)] =18 - 24— [ 16]
322 S 321 32 14
J;( xX° — ) x——6—[—? ——6+?—?
Por lo tanto el area es:
32 14 46 ;
= 3 + 3 = 3 unidades cuadradas

2. Determine el drea de la regidn R limitada por las curvas:

y=fx)=x*—-6x+8 y=gx)=x+2, entrex=0yx=7
Procedimiento

a. Laregidn cuya drea se desea hallar se puede ver en la figura 10:

gixi=x+2

Figura 10
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b. Los puntos donde se cortan estas dos funciones se obtienen solucionando la ecuacién:

f(x) =g(x)

x2—6x+8=x+2

» lgualando a cero, simplificando y factorizando:

x*—6x+8—-x-2=0-x*-7x+6->(x—6)x(x—1)=0

X—6=0-x=6
x—1=0-x=1

c. De acuerdo a la figura 10, para hallar el area de la regién sombreada, se debe plantear:

ENTRE POSICION INTEGRAL
La funcion esta POr 1 9
x=0yx=1 , f[x —6x+8— (x+2)]dx
encima del eje X 0

. . 6
x=1yx=6 2 funcion esta pOF +f [x+2— (x* — 6x +8]dx
encima del eje X 1
y . 7
x = 6yx — 7 La funmon estda pPOr +f [xz —6x+8— (x+2)]dx
encima del eje X 6
1 6
A= j[x2—6x+8—(x+2)]dx+f[x+2—(x2—6x+8]dx
0 1

+J7[x2—6x+8—(x+2)]dx
6

Actividad: Realiza las integrales y encuentra el valor del area bajo la curva.

3. Encuentre el drea de la region limitada por la curva:

y=f(x)=3x2+10x—8,Entrex=—3 yx=2

Procedimiento
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a. La gréfica de esta funcidn es una parabola que abre hacia arriba como lo muestra la figura 11.

| 20 Ve

2

—

Figura 11.

b. Se encuentran los puntos donde la grafica corta el eje X; se hace f(.X') =0:

f(x)=0->3x>+10x—-8=0

» Factorizando e igualando cada factor a cero:

9x2+10(3x)—24 05 (3x+12)+(3x=2) _

3 (242 _a) —
3(3x +10x—-8)=0- 3 3

0-

> (x+4)x3x-2)=0-
>» X+4=0-x=—-4
> 3x—2=0—>x=§

c. Para hallar el area se debe plantear y solucionar:

ENTRE POSICION INTEGRAL
la funcion esta pPOr 1 2
x=-3 yx== _ —f(sx +10x — 8)dx
3 | debajo deleje X 0
2 -, . 6
X==yx= 2 La funaon esta poOr +J’ (3x2 +10x — 8)dx
3 encima del eje X 1
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KND 21T '

2
2 2
3
A= —f (3x% + 10x — 8)dx + f (3x% + 10x — 8)dx
. 2
2/3 2
A=- [ (3x* +10x—8)ix + [(3x* +10x —8)ix
-3 2/3

Actividad: solucionar las integrales definidas que quedan indicadas. (La respuesta del ejercicio es A =

1610

—, unidades cuadradas)

4. Encuentre el drea de la regidén encerrada por las parabolas (El ejemplo fue tomado de uno de los libros
del autor STEWART!?):

y=fx)=x% y=gx =2x—x"
Procedimiento

a. La grafica de ambas funciones se puede ver en la figura 12:

-3 w=w™ 2
- 2
-1
-2 2 4
- —1
wW=2w—w 2
- —2

Figura 12.

11 STEWART, James. Célculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 449.
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b. Se deben encontrar los puntos de corte, para ello se hace:

f(x) =g

x% = 2x—x?

» Seiguala a cero, se simplifica, se factoriza y se iguala cada factor a cero:
x2—2x+x*=0-2x*-2x=0-2x+x(x—-1)=0

2x=0-x=0

x—1=0-x=1

c. Como la funcion g(.X') =2X — x2 esta por encima de la funcidon f(x) = x?, para calcular el rea
de la region se debe plantear:

1 1
A= J 2x —x* —x¥dx = j (2x — 2x*) dx
0 0

» Resolviendo la integral:

1 2x%  2x3 1 2x3 1
_ 942 _ _ _ a2
A—fO(Zx 2x“)dx 2 3 |0 X 3 o
1 2(1)3 2(0)3
A=J (2x —2x%)dx = (1)% — (3) —[(0)2— (3)]
0

1 2 1
A= j 2x —2xH)dx=1-— 3°3 unidades cuadradas
0
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3.4 TEMA 3 SOLIDOS DE REVOLUCION

Un sdélido de revolucién o volumen de revolucion (es una figura en el espacio, por lo tanto tiene tres
dimensiones), es un sélido obtenido al rotar una regién del plano Una figura plana) alrededor de una recta
ubicada en el mismo, las cuales pueden o no cruzarse. Dicha recta se denomina eje del sélido de revolucion.

e Volumen del sélido de revolucién
- Se sabe que el volumen de un sélido es igual a:

v = Base * Ancho * alto
- Elvolumen de un cilindro es:
v = 1 * 1% * h En este caso el radio esta determinado por la funcidn.
Existen varios métodos para determinar el volumen de un sélido de revolucion. Sélo se analizaran dos de ellos.
e Método del disco para determinar el volumen de un sélido de revoluciéon.
Este método se utiliza cuando se hace girar el rea bajo una curva alrededor de un eje.*?

En este caso se obtiene un cilindro, el volumen de un cilindro es:
— 2
v=mx*r°xh

1. Cuando el eje del sdlido es el eje x:
a. Dadaunafuncidény = f(x), cuya grafica se puede observar en la en la figura 13

e = Ak

H

<

R T

Figura 13 grafica de la funcion Yy = f(.X')

b. Sise hace girar la regién plana R comprendida entre la funciony = f(x) yelejexentrex=a y x =
b Se obtiene el sélido de revolucion mostrado en la figura 14.

12HERNANDEZ, Elsie. Aplicaciones de la integral definida: Volumen de sélidos de revolucién. En: Calculo Diferencial e Integral. [en linea].
[consultado 2 feb. 2010]. Disponible en <http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/CALCULODIFERENCIAL/curso-

elsie/aplicacionesintegral/html/node6.html>
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Figura 14.

Sélido de revolucion formado al hacer girar la region R alrededor del eje X.

c. Dividiendo el sélido en n sélidos iguales de altura Ax' como lo muestra la figura 15:

-

1

Figura 15

d. Luego, calculando el volumen de cada sélido y obteniendo el volumen del sélido como la suma de losn
volumenes, se llega a la expresidn que nos determina el Volumen del sélido:

(0]
v~ ) mlfG)lPax,
i=1

Si se hace que el nimero de sélidos mds pequenios tienda a infinito se obtiene el volumen exacto del sélido,
esto es:

o0 b

v=lim ) mlf(x)]?Ax, = lim > wlf(x)]2ax,
[0 e) (0]
= a

La expresidn anterior se convierte en:
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b
v=m j [f (x)]2dx

a

2. Cuando el eje del sélido es el eje y:

d
= nj [f (y)]*dy

3.4.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Halle el volumen del sélido generado al hacer girar alrededor del eje X la region R formada por la funcién
y = xz veleje X, ente X =0Ax =1.
Procedimiento

a. Lafigura 16 muestra la regién plana vy el sélido generado.
Para hacer la gréfica de la regién basta con graficar la funciéon Yy = xz entre
x=0Ax=1

va
.1

Figura 16

b. Para hallar el volumen se debe plantear:

b
v = nj [f (x)]?dx

a

» Reemplazando los valores dados:
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__ [ _ ! X1 (D5 (05 =
v—njo[xz]zdx—njox dx—n*g n(T_T>_§

Por lo tanto:

T
v= 5 unidades cubicas

5 Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor del eje 'Y la region R limitada por la funcion X =

JY vyeleje Yentrey = 0 ANy = 4
Procedimiento

a. Lafigura 17 muestra la grafica de la region Ry la grafica del sélido generado

-

i

Figura 17

b. Como la regién gira en torno al eje y, para hallar el volumen se debe plantear:

d
v=n j [Fyol2dy

» Reemplazando los valores dados:

=njd[f(yi)]2dy= ﬂf:[ﬁ ]Zdy= ﬂj()4ydy—>
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20 2 2
Por lo tanto:

v = 8w unidades cubicas

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell*?

Encuentre el volumen del sélido de revolucidn obtenido mediante la rotacién alrededor del eje X, de la region

limitada porlacurvay = \/E y elejeXentreX=0 Yy X= 4,

ACTIVIDAD: Realizar el ejercicio, teniendo en cuenta que el resultado a obtener es:

2
4

v=1tj l\/} dx = 8m
0

Nota: Resolverlo y confrontar el proceso realizado con el tutor.

4. Elsiguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.'*

Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se genera por la rotacién alrededor del eje Y de la region

limitada porlacurvay = x3 y elejeYentre Yy = 0~ y = 3

ACTIVIDAD: Realizar el ejercicio, teniendo en cuenta que el resultado a obtener es:

2

31 1 3m 5
v=nf y3 | dy =2 +33=11,7625969...
0

13 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 290.

14 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.
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e Meétodo de la arandela para determinar el volumen de un sélido de revolucion.
Este método se utiliza cuando se hace girar el drea entre dos curvas alrededor de un eje.

1. Si la regidn gira alrededor del eje x:

b b
v=n j [f)]2dx — j [g(O2dx -

a a
b
v=n| [ (FOF - [g)P}dx
a
Donde la funcién f (X) esta por encima de la funcien g (x).

2. Sila region gira alrededor del eje y:

b

b
o j FO)2dy — j 9O 2dy -

a a

b
v j FOT? - [gO)12} dx

Donde la funcién f(y) estd MaAs alejada del eje Y que la funcién g(y)

3.4.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encuentre el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje X la region R, formada por las

curvas: X = yZ ANy = x2
PROCEDIMIENTO
a. Es conveniente escribir la funcién x = y? despejando lay, esto es:

x=y' >y =x-oy=tVx-oy=fx) =1Vx

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 Uremington €D Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 110
ORPORACION UNIVERS}ITAI-UA !(IEMINGTON |NGEN|ER[A DE SISTEMAS

b. La otra funcion es:

y = g(x) = x*

c. Paradeterminar los limites de la region R, es necesario encontrar los puntos de corte de ambas
funciones, para ello se debe plantear y solucionar la ecuacién:

fx) =gx) - +Vx = x?
> Para eliminar la raiz elevamos en ambos lados al cuadrado, esto es:
2 22 4
(+Vx) =@®2->x=x
> lgualando a cero, factorizando y haciendo cada factor igual acero se tiene:
xt—x=0-x+x(x3-1=0
x=0

—1=0-x3=1->x=V1->x=1

d. Laregidony el sélido generado se pueden observar en la figura 18 donde solamente se debe graficar la
parte positiva de la funcion f(x), es decir:

f(x) = V&

Figura 18

Se observa que la funcién f(.X') estd por encima de la funcion g(.X'), por lo tanto para hallar el volumen se
debe plantear y solucionar:
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b
v=n [ f FOP? - [g13) dx]

1
—>Tl’f (x —xHdx -
0

b
v=m [ j (F@]? - [gx)]2} dx

! x* 2\ 1 1?2 (@° [(0)? (0)°
_ . ) _ - - — _ _ _
‘U—Tl’o(x x)dx-n(2 5>|0—n{2 = [2 5]}
B (1 1>_ (5—2)_ 3
V=275 ™10 )T 10"
Por lo tanto:
v = 1—011' unidades cubicas

2. Determine el volumen del sélido de revolucién que se genera al girar alrededor del eje X, la regién limitada

por la pardbola Yy = xz +1 y larectay = X +3
Procedimiento

a. Primero se deben determinar los puntos de corte de estas figuras y para ello se igualan ambas
funciones:

x24+1=x+3

> lgualando a cero, factorizando y haciendo cada factor igual acero se tiene:
x2+1=x+3-x*+1-x-3=0-x2—x-2=0
x2—x-2=0->(x-2)+x(x+1)=0
xX—2=0->x=2

x+1=0-x=-1
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b. Laregiény el sélido generado los podemos ver en la figura 19:

Lz

Figura 19
> Analizando la grafica se tiene que:
GRAFICA FUNCION CARACTERISTICA
i Estd mas alejada del eje x (o
Linea recta y=x+3 , .
esta por encima)
Esta mas cerca del eje x (o esta
Parabola y=x*+1 por debajo).

c. Para hallar el volumen se debe plantear:
2
= nU ([x+3]% — [x2 + 1]2} dx
-1
5 Nota: Es préctico resolver aparte la expresion: [x + 3]% — [x2 + 1]2
[x+3]2—[x*+1)*?=x*+6x+9—(x*+2x*+1) =
x2+6x+9—xt—2x*-1=—x*—x*+6x+8
Reemplazando:

2 2
v=1tU {[x+3]2—[x2+1]2}dx]:1tU (—x* —x? + 6x + 8) dx
-1 -1
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2 X5 3 5
v=nU (—x4—x2+6x+8)dx]=1t<————+3x2+8x>|
D 5 3 1

5 3 _1)\5 —_1)3
:”K_(Zs) @r +3(2)2+8(2)> (—( ;) _ ! ;) +3(—1)2+8(—1)>l

(-2 %1z 0 16) - (B4 L3 - 8)] - b2 2L wnidades i
V=T 5 3 573 = 5 untaaaes cuoicas

3. El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.’
Encuentre el volumen del sélido de revolucidn que se genera por la rotacién alrededor del eje X de la region
limitada por las pardbolas: Y = xz, yz = 8x

Procedimiento

a. Se encuentran los puntos donde se cortan ambas funciones:
y?=8x->y=+V8x
b. Se determinan los puntos de corte (se igualan las funciones):

2
= ++/8x, elevando al cuadrado: (x?)? = (+,/8x) — x* =8x

» lIgualando a cero, factorizando y haciendo cada factor igual acero se tiene:

—8x=0-x+x(x3-8)=0

~-8=0->x=V8->x=2

ACTIVIDAD 1: Realizar la grafica de la regién y el sélido de revolucién.
Nota: Resolverlo y confrontar el proceso realizado con el tutor.

c. Para hallar el volumen se debe plantear:

15 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.
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v=m U [+\/_] }dx
v = (eaxf (| ox

ACTIVIDAD 2 solucionar la integral, justificando cada uno de los procesos realizados.

Larespuestaes: ¥ = 30,16 ... Unidades cubicas

4. Realice el ejemplo3, pero la region gira alrededor del eje Y.

ACTIVIDAD: Efectuar el ejercicio justificando cada uno de los procesos realizados.

2
Respuesta: v = [ N {[iﬁ]z - %] }dy] = 4,87 ~ 15,07964474 ...

R:

3.4.3 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Integral definida. Resuelva las siguientes integrales definidas.

10
. j3x2dx
° 4dX
Xt +4
° LdX
X+4

2. Area bajo una curva y drea entre curvas.

e Encuentre el drea de la regidn formada por la curva Yy = 4x* —5X — 6y el ejex, entrex=-3y x=5.
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e Encuentre el 4rea de la regién R formada por lacurva f(x) = 10x2 —x —3yelejexentrex =0y x =
2.

. . S5X _
e Encuentre el area de la region formada por la curva f(x) = 2716 yelejex, entrex=-2y x=3.
X

e Encuentre el drea de la regidn formada por las funciones y = 4% A y =3X

e Encuentre el 4rea de la regién formada por las curvas Y =3X* —5X A Y = 2X* —6 entrex=-3yx=5.

3. Sdlidos de revolucion.

e Determine el volumen del sélido de revolucidn que se genera al hacer rotar alrededor del eje x la funcién
y=+16—-X entrex=-4yx=4.

e Determine el volumen del sélido de revolucidn que se genera al hacer rotar alrededor del eje x la funcidn
y=e"entrex=-1yx=3.

e Determine el volumen del sélido de revolucidn que se genera al hacer rotar alrededor del eje x la funcidn
y=X"+4 entrex=-4yx=5.

e Determine el volumen del sélido de revolucidn que se genera al hacer rotar alrededor del eje x la funcidn
y=Xx*>Ay=3X entrex=0yx=3.

e Determine el volumen del sélido de revolucidn que se genera al hacer rotar alrededor del eje x la funcién
y=X+1Ay=2X entrex=2yx=10.

4. Use una integral definida para encontrar el area de la regién limitada por la curva, el eje x y los valores de x
dados. En cada caso primero bosqueje la region.

y=2x-3, entre, Xx=0A5
y=Xx>+2x, entre Xx=—2AX=2
y=Xx?—5x—24, entre x=-3AXx=5
y =5x*+8x—4, entre x=—1AXx=6

5. Determine el volumen del sélido de revolucion generado al hacer girar la regién dada alrededor del eje
indicado.

y= %x, entre x =0 A x =10 Gira alrededor del eje x

e y=23x*entre x=2Ax =23 Gira alrededor del eje x
e Yy=5x+4entre x=0AXx=3Giraeje x
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6. | Determine el drea de la region limitada por la curva o curvas, el eje x y los valores de x dados. En cada
caso primero bosqueje la regién.

o y=7x"-12x—4x entre x=-2AX=8

e y=./25-xentre x=-5AXx=5

o VY= ﬂentrex IAX=6
X+4
o y=5x"-3xAy=x"+6entre x=-1Ax=7

o y=4x>Ay=3x*+9entre x=-2AXx=5

7. Determine el volumen del solido de revolucion generado al hacer girar la region dada alrededor del eje
indicado.

y=2x+1lentre x=0A x=06 gira eje x
y =x*+4x entre x=0Ax =3 gira eje x
y=e"entre x=-2AX=2 gira eje x

y =5x? +1entre x=—1A X =1 gira eje x

y:ientre X=-1AX=2 gira eje x
o X+3

y =+/X* +16entre x=—4 A X =4 gira eje x
y=+/25—-x* Ay=2entre x=-3AX=4 gira gje X
y=xAYy=x?entre x=0AXx=1 gira eje x
y=2x+1Ay=1-x"entre x=0A X = gira eje x
y=x+4/\y=\/m entre Xx=4AX=06 gira eje x
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4 UNIDAD 3 METODOS DE INTEGRACION
4.1.1 OBJETIVO GENERAL.

Calcular integrales indefinidas y definidas, usando los métodos de integracién por partes e integracién por
fracciones parciales.

4.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Resolver integrales utilizando integracién por partes

B Resolver integrales utilizando fracciones parciales.

4.2 TEMA 1 INTEGRACION POR PARTES

El método de integracion por partes permite utilizar la siguiente formula:

La siguiente idea de la definicion de integracién por partes fue tomada del autor LEITHOLD?®

fudv=uv—fvdu

Donde tanto U como PV son expresiones en X .

e Demostracion de la formula para integracion por partes
a. Para demostrar esta férmula se parte de la derivada de un producto:

D.( )= ( Y du N dv d )=d (du 4 dv )
£ = * = — %k _— e d * = ¥ | — % _—
Luxv U*xv Ix v dxu U*v X Ix v dxu

dlu*v) =v+*du+ux*dv

b. Seintegra a ambos lados de la igualdad:

Jd(u*v)=f(v*du+u*dv)—>uv=fvdu+fudv

16 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 689.
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> Despejando [ u dv, se tiene:

fudvz uv—fvdu+

La férmula de integracién por partes es:

judv=uv—_[vdu

En la utilizacion de esta formula se busca
1. Que u sea un factor simple, que nos permita una derivada “sencilla”.

2. Que dv sea un factor que permita una integral “sencilla”.

e Pasos para aplicar la formula de integracion por partes

1. Aunade las expresiones se le asigna la letra U.

du
2. Derivando se obtiene E ; se despeja dx.

3. Ala expresion restante se le asigna el dv.

4. Integrando la expresion anterior se obtiene V.

5. Sereemplaza en la formula de integracion por partesa: UV vy la f vdu
Se efectua la integral: f vdu

La constante de integracién se coloca después de realizar todas las integrales.
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

1. Este método se utiliza principalmente para integrar expresiones que contengan

u . : ; . . 3
€, lnIuI , 0 expresiones trigonométricas, combinadas entre si o con expresiones

polindmicas.

2. e* por lo general nunca es .

3. llllXI por lo general es U.

4.2.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO.Resolver:
[ In|x| dx
Procedimiento

1
a. seal = In|x| - du =;dx

b. sadv=dx— [dv=[dx->v=x
c. Aplicando la férmula de integracion por partes:

Iudv = uv—_[vdu

1
flnlxl dx = x = In|x| —jx;dx

Jlnlxldx= x*lnlxl—jdx= x*In|lx| —x+C

17SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a ciencias Econdémicas
y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.
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2. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD?*®

Encuentre:fx ln|x| dx

Procedimiento

b

1
seal = In|x| - du = ;dx
_ - _=
b. Seadv=xdx— [dv=[xdx->v="5

c. Aplicando la férmula de integracion por partes:

judv=uv—_[vdu

2 xZ

jx In|x| dx = — * In|x]| —f—z —dx = —* In|x| —f— dx
= £ 3 ES = E'3 FS
2 2 x 2 2

x? x x? 1 x1*1
jxlnlxldxzy* lnlxl—fz*dxzi* ln|x|—§*1+1+C—>

fllld x21||x2+c
= — % —_——
X In|x| dx 2 nix )

3. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO*® Resolver

f xe*dx

Procedimiento

a. Seau=x->du=dx
b. dv=e*dx->v=[e*dx->v=e*

18 | EITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691

19 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Célculo con aplicaciones a ciencias Econémicas
y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.
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c. Aplicando la férmula de integracion por partes:

J'udv=uv—.[vdu

Jxexdx=xex—jexdx=xex—ex+C=ex(x—1)+C

4. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD?®

2
Resolver:f X3 ex dX
Procedimiento

. SeaUl = X% > du = 2x dx

2 2
b.sea: dV = x€* - v = [xe* dx

> Estaintegral se debe resolver por sustitucién

v=jxex2dx
v Sea:
=2 dz
Z=x“->dz=2xdx > dx =—
2x

v Laintegral queda:

J de 1 ; 1 22
v=| xe?—
2x 2 2

Il
I
®
I
I
®

20 | EITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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'

1
= —e*
1% 28

c. Reemplazando en la férmula de integracidn por partes:

J'udv=uv—_[vdu

1 1
jx?’exzdx = Exze"2 - fzexz dx

1 1
fxgexzdx = Exzex2 — Eexz +C

5. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD?*

Resolver: f .X'Z exdx

Procedimiento

a. Seau =x?->du=2xdx
b. dv = e* dx, Integrando a ambos lados se tiene:

fdv=fexdx—>v=ex

c. Jxe*dx = x*e* — [ 2x e*dx
. f2x exdx, se efectla por partes:
> Seau=2x->du=2dx

Aplicando la férmula de integracién por partes:

21 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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ijexdx=2xex—J eX2dx =2xe*—2e*+C

6. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL%, resolver:

fxz senx dx

Procedimiento

a. Seau =x% > du=2xdx
b. dv =senx dx > v = —cos x
. [x*senx dx = x*(—cosx)— [(—cosx)2xdx -

szsenx dx = —x? cosx+2jxcosxdx**

> fx cos x dx Hay que efectuarla por partes:
> ssau=x—->du=dx ydv =cosxdx > v =senx

judv:uv—jvdu

» Reemplazando en la férmula de integracion por partes:

[ x cos x dx = x senx — [ senx'dx = x senx — (—cosx)

J.X'COS.de = Xx senx + cosx

d. Reemplazando en:** se tiene:

szsenx dx = —x? cosx+2fxcosxdx**

22 pURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 Uremington €D Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 124
- e INGENIERIA DE SISTEMAS

sz senx dx = —x? cos x + 2(x senx + cosx) + C

» Efectuando las operaciones indicadas:

fxz senx dx = —x2cos x + 2x senx + 2 cosx + C

7. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER?

In|x
Resolver: f % dx

Procedimiento

1
a. Seau =In|x| - du = " dx
1 1

1 _1 1
b. dv=—==x 2dx »> v = 2x2
NE
1 1

In|x = = |
c. dex = ln|x| *x 2X2 — f 2Xx2 * = dX —Efectuando las operaciones indicadas:
Vx x

1 1 1
x2 — | =
Recuerde que: — = X2 = X 2, entonces
x

In|x| 1 _1 1 1
—dx=2x2*ln|x|—2jx 2dx =2x2 xIn|x| —2 —4x2 + c

Vx

In|x 1
de= 2x2 xIn|x| —2 —4/x + ¢
Vx

8. Elsiguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL?*

23 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 798.

24 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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Resolver:

j e*senx dx

Procedimiento

a. Seau = senx - du = cosx dx
b. dv = e*dx =— v =e*
¢ [e*senx dx = senx xe* — [ e*cosxdx**
> fexcosx dx Hay que efectuarla por partes:
> sea U = coSX > du = —senxdx ydv = e*dx »> v = e*

judv=uv—jvdu

» Reemplazando en la formula de integracion por partes:

e*cosx dx = cosx *e* — j e*(—senx) dx

a. Reemplazando en:** se tiene:

e*senx dx = senx x e* — [e* * cosx + j e*senx dx]

f e*cosxdx = e* x cosx + f e*senx dx

e*senx dx = e* * senx — e* x cosx — f e*senx dx
. L . . X
Nota: Para solucionar este ejercicio, hay que despejar la mtegralf e*senx dx

fexsenx dx+jexsenx dx = e* * senx — e* *x cosx —
Zfexsenx dx = e* x senx — e* * cosx —

1
f e*senx dx = E(ex * senx — e* * cosx) -
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1
jexsenx dx =Eex*senx—iex*cosx+ C

9. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER?

Resolver: fx282x+1 dx**

Procedimiento

a. Seau =x%-du=2xdx

1
b. dv = e ldx =» v = 532x+1

1 1
C. fx2€2x+1 dx = x2 * Eer+1 — fEez’”'l 2x dx Simplificando el 2, se tiene:

1
szezx“ dx = Exzer+1 _ f e2*+1 v dx

> f e2x+1 xdx Hay que efectuarla por partes:
1
> sau=x->du=dx ydv=e*ldx > v = Eer+1

judv:uv—jvdu

» Reemplazando en la férmula de integracion por partes:

jer+1xdx=182x+1*x_j182x+1 dx
2 2
1 1 1 1 1
2x+1 — 2x+1 _ _ ,  p2x+1 _ 2x+1 _ — p2x+1
fe x dx er 2*28 2xe 4e

Reemplazando en: *x f x2€2x+1 dx, se tiene:

25 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 800.
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1 1 1
jx262x+1 dx = = xZ * er+1 _ (_x er+1 _ _er+1) +C
2 2 4
Eliminando el paréntesis:
2,2x+1 1 2 2x+1 1 2x+1 1 2x+1
x‘e dx=5x * e —Exe +Ze +C

10. Resolver: [ x% cos(2x) dx**

Procedimiento

a. seall = x* - du = 2xdx
b. dv = cos(2x) > v = %sen(Zx)

.. [x%cos(2x)dx = x* * sen(2x) — f%sen(Zx) 2x dx

» Simplificando el 2, se tiene:
fxzcos(Zx) dx = x> * sen(2x) — jx sen(2x) x dx

> fsen(Zx) xdx Hay que efectuarla por partes:
1
» Ssea u=x->du= dx ydv = sen(2x)dx - v = —Ecos(Zx)

judv:uv—jvdu

» Reemplazando en la férmula de integracion por partes:
1 1 1 1
j xsen(2x)x dx = — Ex cos(2x) — f - Ecos(Zx)dx = - Ex cos(2x) + Zsen(Zx)
Reemplazando en: ** f xz COS(Z.X') dx, setiene:

1 1 1
fxz cos(2x) dx =§x2 * sen(2x) — (—Ex cos(2x) + Zsen(Zx)) +C
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Eliminando el paréntesis:

1 1 1
f x% cos(2x) dx = Exz + sen(2x) + 7% cos(2x) — Zsen(Zx) +C

11. Resolver:fx3 In xz dx
Procedimiento

a. Aplicando las propiedades de los logaritmos, la integral también se puede expresar:

fx3lnx2 dx=jx3*21nx dx=2jx3lnx dx

1
b. Seau=Inx - du= ;dx
4
X

> V==
4

c. dv=2x3

judv:uv—jvdu

d. Reemplazando en la férmula de integracion por partes:
4 4
X X 1
> fx3 In xz dx = 2 (— *Inx — f— * —d.X), Simplificando X:
4 4 X
3 2 x* 1.3
> [x*Inx* dx= 2(=*Inx—=[x’dx
4 4
3 1n 22 xt 1 4
> fx Inx“ dx = 2 Z*lnx—1—6x +C, Simplificando por 2:
4
X 1
> [#*Inx? dx= T xIlnx—x* +C

12. Dada la region limitada por la curva: Y = f(.?C) =Inx y el eje X entre

x=1 Y X = €. Determine:

a. Elareade laregion.

b. Elvolumen del sélido generado al rotar la regién alrededor del eje X.
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Procedimiento

a. Los puntos para la grafica son los mostrados en la tabla.

Recuerde que para calcular In X, X> 0

MATEMATICAS Il
INGENIERIA DE SISTEMAS

X y=f(x)=Inx y
1 In1 0
1.5 In1.5 04
2 In2 0.7
2.5 In2.5 0.91
e Ine 1
> La grafica de la region se muestra en la siguiente figura:
»
1 &
T4 + x=a
x=1
1 2
2 <L

b. Se calcula el area de la region:

e
A=j Inxdx
1

Graficade y= f(X)=1Inx

www.uniremington.edu.co
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>5ehaceu=lnx—>du=%dx
> dv=dx - v=x

judv:uv—jvdu

c. Reemplazando en:

A= flelnxdx =x lnx—fx*idx, simplificando X:
¢ e

A=j lnxdx=xlnx—fdx=xlnx—x|1—>
1

Azflelnxdx:e*lne—e—[1*1n1—1]—>

e
A=f Inxdx=e—e— 1xIn1+1-
1

Recuerde que:Ine = 1,In 1 = 0 realizando las operaciones indicadas:

e
A= j Inxdx = 1 unidades cuadradas
1

d. Se calcula el volumen del sélido generado al rotar la region alrededor del eje x:

e
V= nj (In x)%dx
1

A\

seat = (Inx)? - du = Zlnx*;lcdx

> dv=dx > v=x
» Reemplazando:

€ 1
V=th (lnx)zdx=1tlx>l<(lnx)2 —fx*Zlnx*;dx]]
1

e

e
V= nj (Inx)?dx = w[x * (Inx)? — 2x Inx + 2x]| 4
1
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V= nfle(ln x)%dx = (e — 2)unidades cuadradas.

Actividad: Realice los reemplazos y verifique la respuesta.

4.3 TEMA 2 INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES

Una expresion racional es una expresion de la forma:

_ feay = P
y=fx)= 0
P(x)

Cuando se efectla una integral de la forma fﬁ' pueden suceder tres casos:

A. Que la integral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucidon o cambio de variable (esta forma
ya se ha realizado en capitulos anteriores).

4.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x+1
1. Resolver: f —-— dx

x2+x-7

Procedimiento
a. SeaW=x2+x—7—>

W et 1> dx =2
—— —_ =
dx x = ox+1

2x+1

- S— dx se tiene:
x24x-7 7’

b. Reemplazando en

2x+1 dw
f ” * m, Simplificando 2x + 1, se tiene:

dw .
J7=ln|W|+C=ln|x +x—-7(+C
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2x

2. Resolver: f m dx

Procedimiento

a v=x%+4+10 -

—_— ﬁ
dx *

b. Reemplazando en | ——o— dX, se tiene:
. eemplazanao en (x2+10)5 y setliene:
[ai  ——
(v)5 y Simplificando .
f 5d v +C 1]_4+C ! +C ! +C
v v =—- = — = —— = —_—
—-5+1 —4 4t 4(x% +10)*

B. Puede suceder también que haya que efectuar primero la divisién. . Esta divisidn es posible si la

Q(x)
fraccion es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que le grado del polinomio Q(x).
Este tipo de integral ya fue trabajado en unidades anteriores.

Actividad: Realizar un repaso del tema y de algunos ejercicios del tema.

- , P . . .
C. La otra posibilidad seria descomponer, % En una suma de fracciones simples llamada fracciones

parciales. Esto es posible cuando la fraccidn es propia, es decir, el grado del polinomio P(x) es menor
que el grado del polinomio Q(x).

Nota: Puede suceder que para efectuar una integral de este tipo, sea necesario combinar con el método
anterior, es decir, hacer primero la division y luego descomponer en fracciones parciales.

Antes de desarrollar el método, se analizara un ejemplo de suma de fracciones, un proceso contrario al
método que se va a desarrollar.

a. Efectuar la siguiente suma de fracciones:

2+3
x—1 x+1

Se halla el minimo comin miiltiplo (m.c.m.): esta dado por (x - 1) * (x + 1)
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2 N 3 2x(x+1)+3x(x—-1) 2x+2+3x—-3 5x-—-1
x—1 x+1 (x—1D(x+1) C (x-DE+1D) x2-1
5x—1
b. Ahora, se pide determinar la integral del resultado anterior, es decir hay que obtener: f 21 dx

‘ ‘ NOTA:
Esta integral no se puede efectuar par ninguno de los métodos conocidos hasta el momento, por lo
tanto se debe descomponer |a fraccion en una suma de fracciones mas simples y asi poder determinar

la integral de una expresion equivalente. , ,

Jsx_ld_le N S]d_j 2 d+j 3 d
2177 ) G x YT xS ) ™

5x —1
fz dx=2In|x—1|+3In|x+1|+C
x<—1

El ejercicio anterior se realizd directamente porque se conocia el resultado de las fracciones parciales, a
continuacioén se explicard el método para descomponer una fraccidn en fracciones parciales.

4.3.2 METODO PARA DESCOMPONER UNA FRACCION EN FRACCIONES
PARCIALES.

P(x)
Q(x)

y se debe cumplir ademas que el grado del polinomio P(x) debe ser menor que el grado del polinomio Q(x), se
presentan cuatro casos.

Para descomponer una expresion en fracciones parciales, depende de la naturaleza del polinomio Q(x)

CASO1: Cuando el polinomio Q(.X') se puede factorizar como un producto de factores lineales distintos:

Qx)=(x—-a)*(x—b)*(x—c)

Entonces la fraccion se puede escribir como:

P(x) A B C
Q(x) x-—a Y5 T

+ -
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4.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

5x-1
x2-1

dx

1. Resolver: f

Procedimiento

a. Como no se puede efectuar esta integral directamente, se descompone la fraccidn en fracciones
parciales:
» Se factoriza Q(x), si no esta factorizado:

Q) =x*—-1=(x+1*(x—-1)
P(x) 5x-1
Q(x)  (x+1)x(x-1)

b. Se escribe la fraccion como una suma de fracciones, utilizando todos los factores de Q(x) y asignando

> Entonces:

letras mayusculas en el numerador (A, B, C, ...tantos factores haya en el denominador):

Sx-1 ___A B
x+1D*(x—-1) x+1 x-1

Nota: Se encuentran los valores Ay B
c. Se efectua la suma indicada:
5x -1 A N B Ax(x—-1)+Bx(x+1)
x+D*x-1) x+1 x—1  (x+1D*(x-1)

» Para eliminar los denominadores se multiplica toda la expresidn por el m.c.m. de los
denominadores, esto es:

5x—1 _Ax(x-1)+Bx(x+1)
Gt - TV G-V =— D

*(x+1D)*x(x—1)

» Simplificando queda:
5x—1=Ax(x—-1)+Bx*(x+1)

d. Como los denominadores son iguales, también lo son los numeradores (los denominadores desaparecen).
Igualando los numeradores, resulta una identidad:

5x—1=A+x(x—1)+B+(x+1)
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e. Se asighan los valores apropiados a X, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

o Six=1-51)—-1=4A41-1)+B(1+1)>4=2B—>B=2

o Six=-1-5(-1)-1=4-1-1)+B(1—-1)->-6=-24-A4=3

A B
f. Reemplazando los valores obtenidos en el paso anterior enj + —1 y efectuando la integral por
x f—

alguno de los métodos conocidos:

-1, —f 3 % dx=3x+1]+2Injx—1]+C
A D*x-—D " ) x+1 x1F72nx e

3x—1
2. Resolver: f —dx

x2-x-6
Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:
3x—1 _ 3x—1
x2—x—6 (x—3)+&x+2)

b. Seremplaza en funcidon de Ay B (Son dos factores en el denominador):

3x—1 A B  Ax(x+2)+Bx(x-3)
(x—3)*(x+2) x—3 x+2 (x—3)*x(x+2)
c. Simplificando: (x — 3) *(x + 2), se tiene que:

3x—1=A*x(x+2)+Bx*(x—3)

d. Se asignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

> Six=—2—>3(—2)+1=A(—2+2)+B(—2—3)—>—7=—SB—>-
> Six=3—>3(3)—1=A(3+2)+B(3—3)—>8=5A—>A=§

3x—-1

e. Porlo tanto, solucionar: 2
xX“—x—6

d X es lo mismo que resolver:

8 7
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8] 1 4 +7j D e =8 =31+ Zinjx+2]+C
5] x—3"""5) x24T 5 X

3. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL?®, resolver:

j 5x+ 3 d
x3 —2x%2 — 3x .

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:

5x +3 _ 5x+3 _ 5x +3
x3—2x2—-3x x(x2-2x-3) xx(x—3)x(x+1)

b. Seremplaza en funcidén de A, By C (Son tres factores en el denominador):

5x+ 3 A+ B N Cc
= — -
xx(x—3)x(x+1) =w x—-3 x+1
é+ B N C Ax(x=-3)+«(x+1)+B+E«(x+1)+C«g~(x—3)
x x—3 x+1 B+(x—3)«x+1)

c. Simplificando: . * (x — 3) * (x+ 2_), se tiene que:

5x+3=Ax(x-3)*x(x+1)+B+@+(x+1)+C+f+(x—3)

d. Se asignan los valores apropiados a X , se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor

de cada constante:
» Six=0-5+x0+3=40-3)*x(0+1)+B*0+x(0+1)+C+*0%x(0—-3)>3=-34-

A=—->A4=-1
3

> Six=3-553)+3=43-3)*3+1)+B*3B+1)+C*3%x(3—-3)>

26 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 441
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18=12B-B=38 g3
= - = —— = —
12 2

> x=-155%(-1)+3=4(-1-3)x(-1+ 1)+ B+ (-1 * (=1 + 1)+ C*(=1) * (-1 —3)
2-4coc="%_¢c=_1
—_ = b d = — = — —
4 2

» Porlo tanto, solucionar:

x3-2x%2-3x x-3 x+1

3 1
j —1+ 2 T2 fld +3f 1 d 1j 1 d
=—\|= = - = -
X x—3x+1 X x 2) x-—3 x 2) x+1 x

fld +3f 1 d 1] 1 dx = l||+31| 3] 1l|--|-1|+C
T x—3 T ) xS X 2 X

3 1
5x+3 -1 et - =
f— dx Eslomismo que resolver: f (7 + L—Z)

CASO 2: Cuando Q (x) se puede factorizar como un producto de factores lineales repetidos:

Si Q(X) = (x - a)"; entonces:

P(x) A B C
Q(x)_x—a+(x—a)2+(x—a)3

+ ...

Nota: El procedimiento para hallar las constantes A, B y C es similar al descrito en el caso anterior.

4.3.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x+5

1. Resolver: | —————
x2+6x+9

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:
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x*+6x+9=(x+3)*(x+3)=(x+3)?
b. Seremplaza en funcidon de Ay B (Son dos factores en el denominador):

2x+5 A B

= —+ ——, Efectuando la suma de fracciones indicada:
x2+6x+9  x+3 + (x+3)%’

2x+5  Ax(x+3)+B
x2+6x+9  (x+ 3)2

c. lgualando los numeradores queda:

2x+5=A*(x+3)+B

d. Se asignan los valores apropiados a X , se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

six=—3->2%(—-3)+5=A4Ax(-3+3)+B->B=-1
> Sereemplaza el valor de By se da otro valor a x:
si x=0-2%x(0)+5=4*0+3)—-1-5=34-1-34A=5+
1>A=3-4=2

> Porlo tanto:

2x+5 2 1
x2+6x+9 x+3 (x+3)2

> Por lo tanto, solucionar:

2x+5 2 1
f oo dx Eslo mismo gue resolver: f - 2
x“+6x+9 x+3 (x-3)

f 2x+5 d—fzd f ! dx=2Injx+3+——+C
Z+r6x+97 " ) x+3% (x + 3)2 * TR x+3
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Traer a la memoria:
1 1 —Z+l u’l 1
————dx=|—sdu=|u?du=——+C=—+C=——
](x+3)2 * qu = I" Y=t ¢ = u
: | 1
Reemplazando: fm dx = — m
2. Resolver:
j 3x% —8x + 13
X
x34+x2—-5x+3
Procedimiento
Actividad:
a. Se debe comprobar que:
f 3x% — 8x + 13 p 3x% — 8x + 13
X = X
x34+x2—-5x+3 (x+3)*(x—1)2

Ademas que: A= 4-, B = —1, Cc=2

b. Se debe terminar el ejercicio hasta resolver las integrales resultantes, justificando cada uno de los
procesos realizados y confrontandolo con el tutor.

X
1. Resolver:fm
xX“—6x

Ademas que: A= 1, B=3

Actividad: Se realizar el ejercicio hasta resolver las integrales resultantes, justificando cada uno de los procesos
realizados y confrontandolo con el tutor.
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2x2-11x+18

2. Resolver:f 2 —6x19

Actividad: Se realizar el ejercicio hasta resolver las integrales resultantes, justificando cada uno de los procesos
realizados y confrontdndolo con el tutor.

CASO 3: Cuando Q (x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos irreducibles distintos:

Q(x) = (ax?* + bx+c¢)  (dx*> + ex + f) * (gx*hx + i) * ...

Entonces L) ded :
ntonces Q(x) Se puede descomponer en:
P(x)  Ax+B Cx+D Ex+ F

Q(x)_axz+bx+c+dx2+ex+f+gx2hx+i+

CASO 4: Cuando Q(.X') se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos repetidos:

Q(x) = (ax?® + bx + )"

Entonces:

P(x)  Ax+B " Cx+D N Ex+ F n
Q(x) ax2+bx+c (ax?+bx+c)? (ax?+ bx+c)3

4.3.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HEUSSLR?’

27 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 806.
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—-2x—4

Resolver: f m
X

Procedimiento
d Se factoriza el denominador:

x*(x?+x+1)

> Los factores corresponden: a un factor lineal y a un factor cuadratico, entonces, la fraccion
queda:

—-2x—4 A Bx+C

xx(x2+x+1) x  x2+x+1

* * * —> Realizando la suma de fracciones indicada:

-2x—-4  Ax(XP+x+1D+Bx+0)*x
x*(x2+x+1) x*x(x2+x+1)

> Eliminando los denominadores:

2x—4=Ax(x*+x+1)+(Bx+C)*x

e Se asignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

> Six=0--2(0)—4=A4[(0)? + (0) + 1] + [B(0) + C(0)] x1
—4=A-A=-4

» Como el factor x% + x + 1 no da cero en los reales, se deben dar dos valores a x y al mismo tiempo
reemplazar el valor A = —4 resultando un sistema de ecuaciones 2 X 2.

Six=1yA=—-4->-21)-4=-4[1)*+ 1) +1]+[B(1) +C] 1

—6=—-12+ B+ C = B + C = 6 Ecuacién1

SiX=2yA=-"4--22)-4=-4[(2?*+2)+1]+[B(2) +C] * 2
—8=-28+4B + 2C - 4B + 2C = 20 Ecuacién 2

f Queda planteado un sistema de ecuaciones 2x2 y la forma mas practica de efectuarlo es utilizando el
sistema de determinantes:
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Traer a la memoria:

Traer a la memoria: para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2x2:

1. Se toman los coeficientes de cada una de las variables y se forma una matriz de orden 2.

2. Esta matriz se iguala al término independiente.

3. Para encontrar cada variable su lugar es ocupado por el término independiente y se coloca de
denominador para cada una de ellas la matriz de orden 2 obtenida inicialmente,

esto es, en forma general:

Sean:
ax+ by =m
cx+dy=n

» Se toman los coeficientes de X yde ¥, se forma la matriz determinante de orden

2:
a b] _ [m]
c d n
» Para hallar cada una de las variables, se reemplaza el lugar de la respectiva variable
por el término independiente y se divide por la matriz original, asi:

m b a m
>x=nd. =[c n]

[a b] ’ [a b]
c d c d
Nota: Para solucionar una matriz de orden 2, se multiplican los elementos de la diagonal principal (De

izquierda a derecha, de arriba hacia abajo) y se le resta el producto de la diagonal secundaria (De
derecha a izquierda, de arriba hacia abajo), esto es:

__ (m+d)—(b*n)
(a+d)—(b+c)

__ (a*n)—(m=*c)
(a*d)—(b+*c)
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» Se toman las ecuaciones planteadas:
B + C = 6 Ecuacién1
4B + 2C = 20 Ecuacién 2

» Se forma la matriz determinante con los respectivos coeficientes:

4 2] =20l

» Se plantean las matrices para cada variable

B [20 2] (6+2)—(1%20) 1220 —8_4
[ (1%2)—(1*4) 2-4 -2
2

B =4
1 6
c—[4 20]_(1*20)—(6*4)_20—24_—4_2
B [1 11 (1*2)—(1+x4) 2-4 -2
4 2
C=2

a. Reemplazando en *** e integrando a ambos lados se tiene que:

f —2x—4 j‘[ 4x + 2 d f_4d +J‘ 4x + 2 d
T ddx= | —dx 2
x3+x2+x t e rx+1 x po B
4x+2
f 2+t dX se debe resolver por sustitucién:
du du
sea U=X24+x+1>—=2x+1->dx=
dx 2x+1
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4x+2

=1 dx, se tiene:
x“+x+1

» Reemplazando en:f

4x+2 4x+2 du 2x(2x+1 du
f—dx = f " * = f ( )* Simplificando 2x + 1:

x2+x+1 2x+1 u 2x+1

4x + 2 2 )
J dx=j—du=21nu=21n|x +x+1
x24+x+1 u

b. Porlotanto:

—2x—4 —4 4x + 2 2
jﬁr—T——dx=f—ﬂu+f—r———dx=mMMM+2mh-+x+ﬂ+C
x> +x“+x X x*+x+1

3x+1
2. Resolver: fm

Procedimiento

a. Factorizando el denominador:

x*—=7x+10=(x—5)* (x — 2)
» Como los factores son lineales y diferentes, la fraccién queda:

3x+1 __ 3x+1 A B
x2—-7x+10 (x—-5)*(x—2) x—-5 x-2

» Efectuando la suma de fracciones indicada:
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3x+1 A B Ax(x—-2)+Bx*(x-5)
(x—5)*(x—2)_x—5+x—2_ (x —5) * (x — 2)

» Multiplicando por: (x - 5) * (x - 2)

3x+1 A*x(x—2)+Bx*(x—-5)

e R L R RIS

> Simplificando:

3x+1=Ax(x—2)+Bx*(x—05)

b. Seasignan los valores apropiados a X, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

> six=2-3%x2)+1=A4A*x2-2)+B*x(2-5)->

Wl

> six=5-3%x(5)+1=4%x(5-2)+B*x(5—-5)-

16
16=A4+(3)+B+(0)>34=16 A==

R lazand | Sx+1 dx, seti
C. eemplazando estos valores en: x2_7x+10 ) S€ tiene:
16 7
J 3x+1 d—de+f_§d—16 1d 7j1d
2 —7x+107" " x—-5%* x—2*" 3 ) x—2%73) x5

16 1 7 1
Nota: Las integrales: — f —dx — = f — dx, se deben resolver por sustitucion
3 Y x-2 3Y x-5
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Actividad: Realice por sustitucidn las integrales planteadas y confronte el resultado que se dara a continuacién

3x+1 16 [ 1 70 1 16 7
f—d = dx——f dx="2In(x~5)~zIn(x—2) +C

2 —7x+107° "3 ) x-2 3/ x—5
4x3+2x%2+8x+8
3. Resolver: dx
f x*-16

Procedimiento
a. Se factoriza el denominador:
xt—16=(x*+)+x*-DD=x*+D)*(x+2)*(x—2)
> Se obtuvieron los siguientes factores:
o (xz + 4-) Es un factor irreducible.
o (x + 2) * (x - 2): Son factores lineales diferentes.

» La fraccién queda entonces:

4x3+2x2+8x+8_Ax+B+ C N D
x*—16 X244 x—2 x+2

» Multiplicando por: (xz + 4-) * (x + 2) * (x - 2) se anulan los denominadores
o La expresién queda:

4x3 +2x* +8x+ 8 =
Ax+B)«(x—2)*(x+2)+C*(x*+4)*(x+2)+D*(x* +4) x (x — 2)

a. Se asignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

> x=2-4%2)3+2+2)2+8+(2)+8=

2A+B)*(2-2)*24+2)+C+2?2+4)«2+2)+D+(2?2+4)+x(2-2) =
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RA+B)+x(0)*2+2)+C*(22+4)«(2+2)+D*(22+4)+(0) =
4%(2)3+2%(2)?+8+x(2)+8=C*22+4)x(2+2) =

4+8+2+4+8+2+8=C+(4+4)+x(2+2)>32+8+16+8=32C—

32C=64->C o4 C=2
= - = — =
32

> x=-2-4%(=2)3+2%(-2)2+8%(-2)+8=
(=24+B)*(—2+2)*(=2—-2)+C*((-2)2+4)*(-2+2)+ D * ((-2)>+4)* (-2 —-2) =
(-24+B)*(0)*(—4)+C+(4+4)*(0)+D (22 +4)«(—4) =

4%(-2)°+2%(-2)>+8x(-2)+8=D+(8)*(—4)>-32+8+8—16 =—-32D

—32=-32D-D=——-D=1
—-32
> Sereemplaza:D =1, C =2, x=0

4(0)3 + 2(0)% + 8(0) + 8 = [A(0) + B](0 — 2)(0 + 2) + 2[0% + 4)(0 + 2)] + 1[0% + 4)(0 — 2)]

8=-4B+16-8—-4B=16—-8—-8—->B =0

> Sereemplaza: B=0,D=1, C=2, x=1
41)3+2(1)?+8(1)+8=[A1)+0](1 —-2)(1 +2) + 2[12 + 4)(1 + 2)] + 1[12 + 4)(1 — 2)]
44+2+8+8=4(-1)3)+26B)B)+16B)(-1) »

22=-34A+30-5-34=30-22-5-34=3-4=1

4x3+2x2+8x+8 Ax+B C 1 D

c. Reemplazando en: A1 =/ Zia Tx—z Txyz e tiene que:
j4x3+2x2+8x+8 j (1)x+0+ 2 N 1 ;
x*—16 x*+4 x-2 x+2
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j4x3+2x2+8x+8 “ X N 2 N 1 ]d
xt—-16 x24+4 x—-2 x+2
4x3 +2x*+8x+8 1 .
f T =>In(x? +4) +2In(x - 2) +In(x +2) + €
3x3+6x2-27
4. Resolver: f W dx

Procedimiento

a. Factorizando el denominador:

xt—9x? =x?2+(x*-9)=x**x(x—-3)*x(x+3)
» Lafraccién queda:

3x> +6x*—-27  3x°+6x*-27 A B C N D
x*—9x2 x2x(x-3)*(x+3) x x2 x-3 x+3

> Multiplicando por: X% * (x — 3) * (x + 3)
> Laidentidad queda:

3x3+6x%2—-27=Ax(x—3)(x+3)+B(x—3)(x +3) + Cx*(x + 3) + Dx*(x — 3)

* %k 3k

b. Se asignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el valor
de cada constante:

e x=0-
3(0)3 +6(0)2—27 =A(0)(0 —3)(0 +3) + B(0 —3)(0 + 3) +€(0)%(0 + 3) + D(0)%(0 — 3)

—27=B(0-3)(0+3) > —-9B=-27 >
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B="%" ,p—3
= —_— =
—9

® X = 3 seanulan los términos en A, B, D, por lo tanto:

3(33+6(3)2-27=C+(3)2%(3+3)=81+54—-27=54C >

c 108 C=2
= — —
54
® X = —3 seanulan los términos en A, B, C, por lo tanto:

3(-3)3+6(-3)2-27=D*(-3)*(-3-3) -~

—54
—81+54—27=—54D—>—54D=54—>D=_—54—>D=1

e sereemplazaiB=3,C=2,D=1conx =1en ***
3(1)2+6(1)2-27=4A1)1-3)1+3)+3(1-3)1+3) +2(1)*(1 +3) +1(1)*(1-3) -
3+6-27=A(-2)4)+3(-2)4)+2(4)+1(-2) -
—18=-84—-244+8—-2-84=18—-24+8—-2 -
84=0-4=0

3x3+6x2-27
x*—9x2

3x3 + 6x% — 27 A B C D
J dx=j[—+—2+ +—]dx—>
x+3

c. Reemplazando estos valores en: f dx, se tiene:

x* —9x2 x x2 x-3
j3x3+6x2—27d “3+ 2 N 1 ]d
= — —_— -
xt —9x2 . x2 x—3 x+3 *

J3x3 + 6x%2 —27

3
0.2 dx——;+21n(x—3)+ln(x+3)+c
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EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Utilizando integracién por partes resuelva:
-» Ix“ In x*dx

» J'x\/3x+8 dx

2. Utilizando fracciones parciales resuelva las siguientes integrales:

5
m |— —  dx
-[sz —x-10

J' 5x -1
25x% + 70x + 49

3. Utilizando integracion por partes resuelva:

-» I(x + ezx)zdx

» _[x“ cos xdx

4. Utilizando fracciones parciales resuelva:

8x% +8x+9
_[2 dx

x® —5x? —3x
_[ 47x® — 268x* +51x —102
5x* —26x° +20x> — 78x +15

5. Sea la region limitada por la curva: y =3xe*®entre X=0AX=9

a. Determine su area.
b. Determine el volumen cuando la regién gira en torno al eje x.

6. Resuelva Las siguientes integrales

- I(x3 — 2x)e*dx
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- _[7x2 C0s xdx

2
Y J.de

X3 +16x

- jcot3(5x)dx

J 7x-1
25x2 +30x+9
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- jx4sen(9x) dx

4.3.6 RELACION CON OTROS TEMAS

Con los conceptos de antiderivada 6 integracidn y las técnicas basicas de integracion, se alcanza una interrelacién

con otras areas del conocimiento, que permiten abordar temdticas generales del saber especifico en el campo
profesional.
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5 PISTAS DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta: Cuando se dice y(Z) =5 significa que

y=5cuando x =2
Tenga presente: la gravedad es de 9,8 m/s?. Quiere decir a(t) = —9.8 m/s2.
Traer a la memoria: Otra forma de determinar la altura méxima seria determinando los maximos y minimos de

la funcion S(t) = —4, 9t2 + 15t 4+ 310 utilizando los conceptos de primera y segunda derivada.

Tener en cuenta: Para solucionar la ecuacién de la forma axz + bx +c = 0, se utiliza la férmula
—b++/b%-4ac
2a

general: X =

Tenga presente: Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo
gue estd dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo

Traer a la memoria: Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de
variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas

cos x
=cotx
x

Tener en cuenta:
Traer a la memoria
f Cotudu =In|senu|+C

Tener en cuenta: El area de un rectdngulo es igual a base por altura.

> El 4reatotal serd igual a la suma de cada area, es decir:
AT - A1 + AZ + A3+A4_ + Ag

Tener en cuenta: Un polinomio de la forma ax2 + bx + C, se factoriza multiplicando y dividiendo por
el coeficiente de xz (O sea por a).

L1 (Ll gy = (u-2dy = vt a1
Tenga presente: f(x+3)2 dx = fuz du = fu du = 0 +C = — +C= -
1 1
Reemplazando: fmdx = —m
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Traer a la memoria: para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2x2:
1. Se toman los coeficientes de cada una de las variables y se forma una matriz de orden 2.
2. Esta matriz se iguala al término independiente.

3. Para encontrar cada variable su lugar es ocupado por el término independiente y se coloca de denominador
para cada una de ellas la matriz de orden 2 obtenida inicialmente,

Esto es, en forma general:

Sean:
ax+by=m
cx+dy=n
> Se toman los coeficientes de X yde Y, se forma la matriz determinante de orden 2:
a by _[m
e o =[al

» Para hallar cada una de las variables, se reemplaza el lugar de la respectiva variable por el término
independiente y se divide por la matriz original, asi:

N A B P
PES o YT ey

Nota: Para solucionar una matriz de orden 2, se multiplican los elementos de la diagonal principal (De izquierda
a derecha, de arriba hacia abajo) y se le resta el producto de la diagonal secundaria (De derecha a izquierda, de
arriba hacia abajo), esto es:

__ (mxd)—(b*n)
¥ X = a0

_(axm)—(m=xc)
Y= ard)— (b0
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