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CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON

INGENIERIA DE SISTEMAS

1 MAPA DE LA ASIGNATURA

ECUACIONES DIFERENCIALES

PROPOSITO GENERAL DEL MODULO

Através del Calculo Diferencial y el Cdlculo Integral se obtienen herramientas y elementos para representar situa-
ciones matematicas, mediante un lenguaje matematico claro y preciso, pero es demasiado importante entender
que las matematicas son el lenguaje de la ingenieria, los ingenieros trabajan en diferentes dreas con diferentes
principios, las matematicas son el lenguaje en comtin que sirve para expresar, comprender y manipular los distin-
tos fendmenos en las diferentes areas de su trabajo, no solo debemos quedarnos en la solucion de problemas,
sino avanzar en la aplicacion real y concreta de los mismos.

En el mismo sentido se habla de las ecuaciones como la base de la ingenieria,
estas en particular nos sirven para establecer relaciones entre distintas variables, de manera que podamos, des-
pejar, correlacionar, modelar o expresar relaciones en un sistema.

Sin las ecuaciones los problemas en la ingenieria no serian resueltos jamas,

pues la formulacion de un problema se resuelve mas facilmente haciendo uso de las mismas, ya sean lineales,
cuadrdaticas, diferenciales, para tal fin existen

métodos de soluciones que ayudan a resolver el problema en cada campo de la ingenieria.

OBIJETIVO GENERAL &
Analizar los conceptos del Célculo y los fundamentos bdsicos de |las Ecuaciones Diferenciales aplicados a |a Fisica, la

Economia, la Administracién y el mercadeo como modelos de representacion de diversas situaciones problémicas
gue involucren relaciones de cambio entre variables.

£ OBJETIVOS ESPECIFICOS

UNIDAD 1 UNIDAD 2 UNIDAD 3

Reconocer los procesos de Derivacién Solucionar Ecuaciones Diferenciales: Resolver aplicaciones de Ecuaciones

e Integracidn, sus aplicaciones y los ¢ Ordinarias de Primer Orden. Diferenciales utilizando Series e Inte-

conceptos fundamentales de las ¢ Lineales con Coeficientes Constantes. grales de Fouriery la Transformada
Ecuaciones Diferenciales. ¢ Lineales Simultaneas. de Laplace.
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2 UNIDAD 1 GENERALIDADES
2.1.1 RELACION DE CONCEPTOS

GENERALIDADES ECUACIONES DIFERENCIALES

Proporciona=»| UNA INTRODUCCION > A aquellas =»| RAMAS DE LAS MATEMATICAS

v

AL CALCULO % Posteriores

Tales como

v

LA ?,E?g‘e’ﬁﬂg N A > Conlas cuales —»| ELINGENIERO |- Debe estar—»|FAMILIARIZADO

v

MANTENERSE A LA ALTURA |€— VY <€ —— LLEVARA CABO SU TRABAJO |€——Para poder

v

De los »| DESARROLLOS ACTUALES EN SU CAMPO DE CONOCIMIENTO

2.1.2 CONCEPTOS BASICOS

e Calculo: En general el término calculo (del latin calculus = piedra)! hace referencia al
resultado correspondiente a la accion de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste
en realizar las operaciones necesarias para prever el resultado de una acciéon previamente
concebida, o conocer las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente
conocidos.

No obstante, el uso mas comun del término calculo es el l6gico matematico. Desde esta
perspectiva, el cdlculo consiste en un procedimiento mecanico, o algoritmo, mediante el cual
podemos conocer las consecuencias que se derivan de unos datos previamente conocidos
debidamente formalizados y simbolizados.

e Derivacion: La derivacidn numérica es una técnica de analisis numérico para calcular una
aproximacion a la derivada de una funciédn en un punto, utilizando los valores y
propiedades de la misma.

e Integracion: La integracion es un concepto fundamental del calculo y del analisis
matematico, basicamente, una integral es una generalizacién de la suma de infinitos
sumandos, infinitamente pequefios.
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El calculo integral, encuadrado en el calculo infinitesimal, es una rama de las matematicas en
el proceso de integracién o antiderivacién, es muy comun en la ingenieria y en la ciencia también;
se utiliza principalmente para el calculo de dreas y volimenes de regiones y sélidos de revolucion.

Fue usado por primera vez por cientificos como Arquimedes, René Descartes, Isaac
Newton, Gottfried Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este Ultimo y los aportes de Newton
generaron el teorema fundamental del calculo integral, que propone que la derivacién y la
integracion son procesos inversos.

o Ingenieria: La ingenieria es el conjunto de conocimientos y técnicas cientificas aplicadas
al desarrollo, implementacidon, mantenimiento y perfeccionamiento de estructuras (tanto
fisicas como tedricas) para la resolucidon de problemas que afectan la actividad cotidiana
de la sociedad.

Para ella, el estudio, conocimiento, manejo y dominio de las matematicas, la fisica y
otras ciencias es aplicado profesionalmente tanto para el desarrollo de tecnologias, como para
el manejo eficiente de recursos y/o fuerzas de la naturaleza en beneficio de la sociedad. La
ingenieria es la actividad de transformar el conocimiento en algo practico.

Otra caracteristica que define a la ingenieria es la aplicacién de los conocimientos cientificos a la
invencion o perfeccionamiento de nuevas técnicas. Esta aplicaciéon se caracteriza por usar el
ingenio principalmente de una manera mas pragmatica y agil que el método cientifico, puesto
gue la ingenieria, como actividad, estd limitada al tiempo y recursos dados por el entorno en que
ella se desenvuelve.

Su estudio como campo del conocimiento estd directamente relacionado con el comienzo de
la Revolucién Industrial, constituyendo una de las actividades pilares en el desarrollo de las
sociedades modernas.

Ecuacion Diferencial: Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que
intervienen derivadas de una o mas funciones desconocidas. Dependiendo del numero de
variables independientes respecto de las que se deriva.

2.1.3 OBJETIVO GENERAL

Reconocer los procesos de Derivacién e Integracién, sus aplicaciones y los conceptos
fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales.
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2.1.4 OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de las derivadas, describiendo
procedimientos asociados con las técnicas para el calculo de derivadas y comparando, mediante la
ejemplificacién, resultados de calculos de derivadas optimizando asi los distintos procedimientos
empleados.

B Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de la integracién conociendo los diferentes
métodos de la misma, para su posterior aplicacién.

B Determinar los conceptos fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales.

A continuacion, encontrard unos conceptos tedricos, algunos ejemplos y ejercicios para que resuelva, de dos temas de
suma importancia para el posterior desarrollo del mddulo, temas que utilizard con mucha frecuencia.

» FUNCION EXPONENCIAL
Es una funcidén de la forma y = a* y que cumple las siguientes condiciones:

e Dominio de la funcion » Dy = R, = (—, +)
e Rango de la funciéon - Ry = R = (0,+)

e FEsuna funciéon Continua.

e a+1

o Lospuntos (0,1)y (1, a)pertenecen a la grafica
e EsInyectiva (uno a uno)V,,4q

e [Esuna Funcién Crecientesia > 1,

su grafica esta dada por:
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T I I I T
| 2 -1 0 1 2. |
’
_4 - / 4 —
/,/
2 1 ‘// 2
P
.-//
|~ -
..—'-""f‘-‘
—0 f } 0
X
-z -1 0 1 727
| . . . ] . . . ] . . . ] . . . |

e FEsuna Funcién Decrecientesi0<a <1,

su grafica esta dada por:

[ [ | [ [ | [ | [ | [ | [ [ | [ [

| 2 -1 i 1 2
y
_4 \ - . 4 —_
I \\
\\\
2 “\ 4 2
\\\
.
""'\-...____HH\-_\-
—0 . [ 0
X

-2 -1 0 1 727

| | | | |
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KND 21 L '

e Las curvas

* y e ax )
1 o ,
*k Y = (E)x son Simétricas con respecto al eje OY

> Algunas propiedades de la potenciacion:

Recuerda algunas de las propiedades de la potenciacidn que te seran Utiles para la solucion de Ecuaciones
Exponenciales:

e a™mxa® = g™t

Ejemplos de Ecuaciones Exponenciales:
Resolver las siguientes Ecuaciones exponenciales:
1. 2*=16
Procedimiento
a. Pararesolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es:
2* = 24, por lo tanto, si tienen la misma base (2), sus exponentes son iguales:
x=4

b. Solucién: x = 4

2. *=243
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a. Pararesolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es:

3* = 35, por lo tanto, si tienen la misma base (3), sus exponentes son iguales:
x=5

b. Solucién: x =5

3. 25* =125
a. Pararesolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es:
52% = 53, por lo tanto, si tienen la misma base (5), sus exponentes son iguales:

2x=5 —3
N
x xX=3

L, 3
b. Solucién: x = 2

4. 2%%3 14741 _320=0,

a. utilizando las propiedades de la potenciacién, la ecuacién puede escribirse:

2%%23 +4% %41 —-320=0-2%%23+ (2%)%2%22-320=0

Haciendo #x 2% = ¢, se tiene:

t+23+1t%2%2%2—-320 =0 — 4t + 8t — 320 = 0 Dividiendo toda la ecuacién por 4: t? + 2t — 80 = 0
b. Factorizando:

t2+2t—80 =0 - (t+ 10) * (t — 8) = 0,cada factor a cero:

t+ 10 = 0 = t = —10 (no tiene solucién, recuerde que a>1)

t—-8=0-t=8

c. Secalcula x reemplazando en: #* 2¥ = ¢

2*=8-2"=23->x=3

Ejercicios
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Teniendo como modelo los ejemplos anteriores, resuelve para x:

* =256
9* =1029
6* =216

52% — 6+5%+5=0
2x+1 — 162x—3

exXtl = 3x

RN UVRWDNRE

Simplifica la siguiente expresion (e**1)(e**~>)
4x+1 x+1

[
o

. e =e

A\

Logaritmos

o DEFINICION: Dado un nimero R*, no nulo y diferente de 1 (a > 0,a # 0,a # 1) y un nimero
N positivo y no nulo (N > 0,N # 0), se llama Logaritmo en base a de N al exponente al que
hay que elevar dicha base para obtener el nimero.

Se escribe de la siguiente forma:
log, N = x, dénde:

a:Base

N: Numero

x: Exponente

Esta expresidn logaritmica también se puede expresar en forma exponencial:

log, N = x CaEEN

NOTACION

NOTACION LOGARITMICA NOTACION EXPONENCIAL

log, N = x a*=N

Ejemplos
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NOTACION LOGARITMICA NOTACION EXPONENCIAL
log,8=3 23=8
log; 81 =4 3% =81
logs 25 =2 52 =25
logg512 =3 83 =512

o PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

e log,a=1porquea'=1

e log,1=0porquea’=1

e log,a™ = mporque a™ = a™

e log,—N No existe

e log,0 No existe

e ElLogaritmo de un nimero N > 1 es positivo sia > 1
e Ellogaritmo de un nimero N > 1 es negativo sia <1
e log,(M*N)=1log,M +log, N

e log,(M/N)=1og,M —1log, N

e log,M" =nxlog,M

e log, VM = %loga M

1 , ,
lzz: (cambio de base de un logaritmo).

o log,N =

> Logaritmos Naturales: Llamados también Logaritmos Neperianos (John Neper), son aquellos que

tienen como base el nimero e (llamado nimero Neperiano), su valor es:

e ~ 2, T1828182845904523536028747135266249775724709369995...

Nota: Cumplen las mismas propiedades de los Logaritmos Decimales (Base 10).

EJERCICIOS
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1. Utilizando la notacidn Exponencial, encuentre el valor para x en cada uno de los siguientes ejercicios:
a. logz381=x
b. log; 625 =x
c. log,64=3
d. logi164=x
2

e. log;343 =x
2. Utilizando la definicidn de Logaritmo, resuelva los siguientes ejercicios:

a. log, 64 +1log;81log1256 +logs 125 —log, V2
4

1 1 1 1
b. log, P logs st log, i log, "

3. Utilizando las propiedades de los Logaritmos, resuelva las siguientes ecuaciones:

a. 3logx —log32 =logx —log2
Solucién: Se realizard el primer ejercicio como modelo.

1. Aplicando las propiedades de los logaritmos, se tiene:

3
3logx —log32 =logx —log2 — log:—2 = logg, como tienen la misma base (10), entonces:
¥ x x 32 16 .
—_—— = — = — = b
32 2 x 2
b. log(x—2)+1=1og(x—1) +log2
c. logx+1log50=3
d. 2logx —log(x+6) =3log2
e. In(x—1)—In(x*-1)=1In G)

x+1

f. In(==)+In2 =In(x +3)
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Nota: En cada ejercicio se debe comprobar la validez de cada solucidn obtenida.

2.2 TEMA 1 DERIVACION E INTEGRACION

A continuacidn se encuentran las diferentes formas de derivar y de integrar con ejemplos vy ejercicios de cada una
de ellas, realiza este repaso con responsabilidad (matematicas Il), ya que serd de mucha utilidad en el desarrollo
de este madulo.

a. Derivadas

ORDEN FORMAS DE REPRESENTACION
DERIVADA

La primera y' = f'(x) Q d[f (x)] D [f(x)]
derivada dx dx
La segunda y' =f"(x) d?y d?[f(x)] Derivadas de orden
derivada dx? dx2 superior
La tercera y" = f""(x) d3y d3[f(x)]
derivada dx3 dx3
La cuarta y* =4 (x) d*y d*[f(x)]
derivada dx* dx?
La derivada de y* = f*(x) ﬂ d"[f(x)]
ordenn dx" dxm

e Laderivada de una constante es igual a cero:

y = f(x) = c,donde c es una constante - f'(x) = 0
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2.2.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. y=f(x) =25
y=f(x)=0

2. y=g9kx) =-350

y=9'(x)=0

e Derivada de una potencia de x
y=f0) =" >y = (@) = na"!

2.2.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. sif(x) = x5, hallar f'(x)
Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:
f'(x) = 5x571 = 5x*

2. Sih(x) = x5, hallar h'(x)
Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

7 7 7 7-3 7 4 7
h’(X)=§x§_1=§xT:§x§=§3/x4

e Derivada de una constante por una funcién potencia:

y=f@)=cx" >y =f({x) =cxnx""?

Nota 1: para aplicar esta ley la variable debe estar en el numerador.

Nota 2: si hay radicales, para aplicar esta ley se deben llevar a potencia con exponente fraccionario, aplicar
la ley y luego volver a convertir a radical.
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'

2.2.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Siy = h(x) = 5x73, hallar b’ (x)
Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

15

h(x)=5%(-3)x31=—-15x"*=— pr

e Derivada de una suma (diferencia):
Si y=f(x)+ g(x) £ k(x) .., entonces:

Y =f®tg'x)+k'X..,

Esta ley dice que la derivada de una suma (diferencia) de funciones es igual a la suma (diferencia) de las

derivadas de cada funcidn; es decir cuando hay una suma, se deriva cada funcidn por separado y luego se juntan
los resultados con el signo correspondiente.

2.2.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. y=f(x)=3x*+5
Procedimiento
Se deriva cada uno de los sumandos:
ff(x)=3%2x*"1+0
F(x)=3+2x*1+0- f'(x) = 6x
2. g(x) =4x3—5x% +3x— 10, hallar g'""' (x)
Procedimiento

Para hallar la tercera derivada hay que partir siempre de la primera derivada y luego de la segunda.
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y g(x) 4x3 —5x2 4+ 3x—10
y' g'(x) 45x3x3 1 -5x2x27143x1-1_9 Primera derivada
=12x* -10x+ 3
y" g'(x) | 12x> -10x+3 = Segunda derivada
2%12x27 1 —10x1"1+0=24x-10
y'" g"(x) | 24x—-10=24x1"1—-0 Tercera derivada
=24

Derivada de un Producto
Siy = f(x) = g(x) = h(x), entonces:

y'=f'(®)=g'(x) x h(x) + h'(x) * g(x)

Derivada de un cociente:

— —9®
y=f®=33

y'x)=f'x)=

con h(x) # 0, entonces:

g’ (x) * h(x) — g(x) * h'(x)
[h(x)]?

2.2.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1.

Si

y=fx)=(GBx—-7)+(2x+9), hallar f'(x)

PROCEDIMIENTO

Se aplica la regla del producto:

19
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FUNCION DERIVADA FUNCION DERIVADA
g(x) g'(x) f) f()
5x—7 5 2x+9 2
Entonces:

y'(x) =5[(2x+9) + 2 « (5x — 7), realizando los productos indicados, se tiene:
y'(x) =10x + 45+ 10x — 14
Reduciendo términos semejantes:

y'(x) =20x+ 31

4x-5

2. Siy=f(x) = -3 hallar f'(x)
Procedimiento
Se aplica la regla del cociente:
4x —5
y_f(x)_x2—3x+2

> gx)=4x-5-g'(x) =4
> h(x)=x*-3x+2->h(x)=2x-3

Entonces:

4+ (x*—3x+2)—(2x—3) * (4x - 5)
(x%2 —3x+2)?

y'x)=f(x)=

Realizando los productos indicados:

4x%2 - 12x+ 8 —8x% + 10x + 12x — 15
(x%2 —3x +2)?

()=

Reduciendo términos semejantes en el numerador de la fraccién:

—4x2 +10x—7

fix = (x%2 —3x +2)?
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'

e REGLA DE LA CADENA (O REGLA DE LA POTENCIA)

Siy = f(x) = u™, donde u es una funcion escrita en términos de x, entonces:
Y =0 =numt
Otra forma de escribir lo mismo es:
fx) =[g(0)]" = f'(x) = n[gx)]* '+ g'(x)
Esta ley dice que si se tiene una expresion elevada a cualquier exponente, la derivada es igual al exponente

multiplicado por la misma expresién elevada al exponente menos uno y multiplicada por la derivada de lo que
estd dentro del paréntesis.

2.2.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Siy=f(x) = (3x* —5x+4)7, hallar f'(x)
Procedimiento
Se hace u igual a todo lo que estd dentro del paréntesis:

u=3x2-5x+4

Derivando u:
_)

En términos de u queda: u' = 6x—5
Setiene: y=f(xX)=w)’ ->y=fkx) =u’
Derivando en funcién de u:
y=f@x) =u" > f® =7u""1sxu =7u xu
Recuperando la variable inicial (reemplazando):
f'® =7(3x% - 5x +4)° * (6x — 5)

M Derivada de funciones exponenciales

Seau=f(x), a>0ya+1

TNy = a* > y' = a «u' *Ina
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Esta ley dice que la derivada de una funcién exponencial es igual a la misma funcidn exponencial multiplicada
por la derivada del exponente y multiplicada por el logaritmo natural de la base. El logaritmo natural del nimero
eesigual auno (lne =1)

2.2.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. si y=f(x) =53*10 Hallar la primera derivada
Procedimiento
y=f(x) =531y = f(x) =531 3%In5
2. Si y=f(x) =™ 54 hallary’
Procedimiento
y = e7*¥’-5x—4 _, y' = 754 (14x —5) *Ine
Perolne = 1, entonces
y = 7 -5x—4 _, y' = e7*’-5x—4 (14x — 5)

e Derivada de la funcién logaritmica

Si y=fx)=logpu—-y =f'(x)=

usInb
2.2.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Si y = f(x) = In(3x — 10), hallar f'(x)
Procedimiento
¥ = f@) = In(3x — 10) - f'(x) = %
y = 3:10, recuerde quelne =1
2. Si y =In(5x*+ 8x - 12), hallar y’
Procedimiento
. Dy(5x*+8x—12) , 20x3 + 8
Y “Gx*+8x—12)+ine  “5xt+8x—12
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Nota: en algunos casos para derivar funciones logaritmicas es necesario aplicar previamente una o varias de

las propiedades de los logaritmos. Dichas propiedades se enuncian a continuacion:

> Logaritmo de una potencia:

log, a™ =nx*log,a

2.2.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Ejemplo 1: Obtenga la primera derivada de:
y =In(3x — 4)*

Procedimiento

e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:
=In(3x —4)* =4In(3x — 4)

e Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo natural:

D,(3x — 4) 43 12
_ = =
Bx—4)+ne 2~ "(3x—4) 3x-4

!

y =4x

Derivada de las funciones trigonométricas:

y=f() y =f(x)
sinu cosu *u'
cosu —sinu *u’

4

cotu —csc’uxcotux u
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secu secu *tanu x u’
cscu —cscu * cotu xu’

2.2.10 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Halle la primera derivada de:
y=f(x) =sin(3x* + 5x — 1)

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosuxu'

Seau=3x*+5x—1->u =6x+5
e Derivando se tiene:
y =cos(3x>+5x—1)* 6x+5
e Ordenando la derivada:
y' = (6x + 5) * cos(3x? + 5x — 1) *

2. Hallar la primera derivada de:

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosuxu'
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S _3x41 o, 3(x-3)-2(3x+1) _ 6x-9-6x-2 _ 11
U =73 - (2x—3)2 T (2x-3)2 T (2x-3)2
, <3x + 1) 11

= cos * —
Y 2x—3) " (2x—3)2

e Ordenando la derivada:

, 11 (3x+1>
= ——F %
Y =T 2x—3)2 “°\2x—3

b. LEYES BASICAS DE INTEGRACION.
n+1

jx”dx:x+c; n+-1
. n+1

2.2.11 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Ejemplo 1:

3+1 4

jx3dx:x+c:x+c
3+1 4

Ejemplo 2:
/5+1
dx = | x*Pdx = +C= =8/x" +c¢
Jhax=] 2/5 +1 7/5 \ﬁ
Ejemplo3:
x 31 -4
—_j x3dx=" _ 4yc=2 4c=- i+c
a) ~3-1 -4 4x°

I%dx:jxldx:lnx+c

jdx=x+C
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KES. 288 M DE 19%

Ejemplo 4:

jdz:z+C

Ejemplo 5:

) jdy:y+C

b) Iexdx =e"+C

Iaxdx = iaX +C
<) Ina

Ejemplo 6:

jstx=i5X +C
In5

Ejemplo 7:

j?*dx:iw +C
In7

. JKFOJAx =k [ f (x)dx = kF(x)+C

Donde k es una constante.
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Podemos ver que se efectla la integral de la funcién, el resultado se multiplica por la constante k y al final sélo se escribe un
sola constante de integracion.

2.2.12 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Ejemplol:
Ilde = 1OI dx =10x+c
Ejemplo2:
1 dx=11llnx+c
X
Ejemplo3:

j_—4dy=—4ln y+cC
y

Ejemplos4:

Iidx=8j)l(dx=8lnx+c

Ejemplo 5:

Ix@dx = x@jdx =/3x+cC

Ejemplo 6:

2.3
j9xl'3dx = 9j xH3dx = X
2.3
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Ejemplos 7:

2+1
X

3
I6x2dx=6jx2dx:6—+c:6X—+c:2x3+c
2+1 3

8
Ejemplo 8: J.Asix
X

4

-4
jisdx:8jx’5dx:8x—+0=—£+c
X -4 X

Ejemplo 9:
[11e7dx =11[e*dx =11e" +C

Ejemplo 10:

3 3

I—exdx =—e"+¢

5 5

Ejemplol1:
j—8ezdz =-8e’+c¢C
Ejemplo12:
Iedx =eX+C Ya que € es una constante.

Ejemplol3:

jxedx=L+c
e+1
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j[f(x)i g(x)£h(x) +...] dx =j f (x)de_rJ.g(x)dxirjh(x)dxir...

Esto es: La integral de una suma (o diferencia) es igual a la suma (o diferencia) de las integrales.

Para aplicar la ley, se efectia cada derivada independientemente y al final escribimos una sola constante de integracién C.
2.2.13 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
Ejemplo 1

j(sz +6x—10}x = I5x2dx+j6xdx —Ilde = %-ngz —10x+c

3
5%+3x2 —10x+¢

Ejemplo 2
[ (7x* —3x* +8x—9)dx
SOLUCION
7[ x"dx—3[ x*dx +8[ xdx —9 dx

5 3 2
X _3x +8x x4 C
5 3 2

Simplificando:

5
7)5(—x3+4x2—9x+C

Ejemplo 3
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dx

.[ 4x° —6x3 +8x
2X

4x° —6x3 +8x
j dx =

4x° 6x° 8
o J‘Z—);dx—jz—);dwrj'z—);dx

5 4
_[2x4dx—.|.3x3dx+_|.4dx:2X——3X—+4x+c
5 4

Ejemplo 4
'[523dx
I523dx = 523Idx =52°x+¢

Esto debido a que se esta integrando X y no se estd integrando Z

Ejemplo 5
2
39°--q+5|d
j( q° -5 a+ j q
)2 ol 2y 2 _L0°_2¢°
J(Bq —§q+5}dq—3j'q dq—gfqdq+5j'dq—3?—§7+5q+c

:q3—%q2+5q+c

Ejemplo 6

[y?(y+3/2)ay

2 3 N 3 3, y“ 3y
+= |dy= oyl dy=|yldy+ [Syldy="—+>2-+c
Iy (y zjy I(y Zny Iy y jzy y 2 t573
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4 1 3
-y +=-y’+cC
4y 2y
Ejemplo 7
X X 2X
j3*2 dx=3j2 dx=3*°_4¢
In2
Ejemplo 8
5 1 5
j 2 _dx == j 5% dx > _4c
7 In 5

e Integracién con condiciones iniciales. Las condiciones iniciales nos permiten determinar el valor de la

constante C. Es decir entre muchas funciones, nos permite determinar una Unica funcidn.

2.2.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Ejemplol

si. T'(xX)=5x,y f(1)=4. Determine: f(x)

NOTA: El procedimiento a seguir para este y para cualquier otro ejemplo es el siguiente:

1. Escriba una notacidn para la derivada que permita visualizar las dos variables.

d[f (x)]
dx

f'(X). También se puede escribir como: —= esto es.

d[f ()] _dy dl

f 1
()= dx

dx . Se utilizara la notacion:. dX

2. Laecuacidn dada se llama una Ecuacidn Diferencial (porque es una ecuacién que incluye derivadas).
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dy _ g
dXx

3. Seindependizan las dos variables. Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el dX) y todo lo que tenga
y = f(X) al lado contrario.

X

Separando variables queda:

dy = 5xdx

4. Integrando en ambos lados. No es necesario colocar dos constantes de integracion.

jdy=j5xdx

5. Resolviendo la integral:

~ 5x?
2

\Y/ + C

Recuerde que yes lo mismo que f(x) ( y — f (X) )

6. Luego se utiliza la condicidn inicial o valor en la frontera para hallar C.
Para este caso la condicién inicial es f (1) = 4. Esta condicién quiere decir:
Parax=1, y=4

Se va a la funcién obtenida y se reemplaza tanto x como y, resulta una ecuacidn con una incégnita que es C,
Despejando se tiene:

Parax=1, y=4 Reemplazando x ey en el modelo se tiene:

2
4:5(1)+C:4:5+C:>4—5:C:8_5:C:>3:C
2 2 2 2 2
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La funcién queda:

Se ha contestado la primera pregunta.

a. Con lafuncién obtenida se pueden encontrar valores de x o de y segun se necesite.

5x* 3
fX)>y=—+_
5 X)—>y > 15
. (3
. 2
2 2 2 2 2
o 1O
2
(-0, 3_20 3.2

2 2 2 2 2

e. ¢Qué valortiene laxcuandoy=7?

2 2
7:5X+3—>2*7=2*5;+2*2

14 =5x* +3

14 -3 =5x*

11=5x%> = x* =151

11
X ==+ |=7=
N\ 5
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Integrales Trigonométricas

Sen x dx = —cosx+C
Cos x dx = Senx + C
= —In|Cos x| +C

Tanx dx

In|Csc x+ Cot x| + C

Sec x dx In|Secx + Tan x|+ C

J
J
J
J
J
J

Cot x dx = In|Sen x| + C
Sec? x dx = Tanx + C
szcx.Cotxdx —Cscx+C
fSecx.Tanxdx = Secx+c
= —Cotx +c

f Csc’x dx

Integrales Trigonomeétricas Inversas
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= 1
—+C
f arc Sen x dx T
= -1
arc Csc x dx |x|\/xz—
= L i
f arc Cos x dx 21
= 1
f Arc Sec x dx |x|\/ﬂ+c
) LI
farc Tan x dx 1422
= -1
=3
farcCotxdx 1422
Integrales Trigonométricas Hiperbdlicas
fSenhxdx = coshx+C
fCoshxdx = senhx+C
jTanhxdx = In(coshx) + C
- X
f Cschxdx - tan(senhh (E)) +C
JSechxdx = tan(sen hx) + C
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J-Cothxdx = In(sen hx) + C

PASOS PARA LA INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS
Para la integracidn de expresiones trigonométricas, se debe tener en cuenta los siguientes aspectos.
Nota: No necesariamente este es el orden a seguir.

1. Determine inicialmente si la integral presenta la forma de alguna de las férmulas bdsicas; Si es asi
efectuamos la integral.

2. Cuando hay una sola expresién trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo que esta
dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo.

3. Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de variable se hace
tomando una de las expresiones trigonométricas.

4. Lleve las expresiones trigonométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y del coseno.
(Esto a veces funciona).

5. Sies necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas.

2.2.15 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE:

Ejemplol:
IBXZ cos x3dx

SOLUCION

u:x3:>du:3x2dx:>3duzzdx
X

Reemplazando en la integral:

j3x2 cos x>dx = J3X2 cosu dL12 = Icos udu = senu +C
3X
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j 3x% cos x°dx = senx® +C

Ejemplo 2:
X
J o dx
sen (3x + 2)
SOLUCION
) du
U=3X"+2=du=6xdx = — =dx
6X
» Reemplazando en la integral:
X x ,du 1, 1
j 2(nu2 X:j ilirwie j , du
sen (3x + 2) sen“‘u 6x 67 sen‘u
> Utilizando la identidad:
1 2
CSCU=—=CSC U= 5
senu sen-u

> Laintegral queda:

X 1 1 1 1
Isen2(3xz " Z)dX =5 ooz U= 6jcsc2 udu = _(~cotu)+C

j X
sen?(3x? + 2

)dx = —écot(sz +2)+C
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Ejemplo 3

dx

J- senx
cos® X

Aca el cambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigonométricas, en este caso por coseno.

du
U=cosX=du=-sendx = —— =dx

— Senx

Reemplazando en la integral:

[ g [ X julSdu:—j AN,

c0s’ X 1’ -senx -4 4
jcf)zrlxx X = 4cols4x+c = jsec“ X+C
Ejemplo 4:
j tan(5x — 7 )dx

U=5x— 7:>du_5dx:>ol|5u dx

du

- 1
.ftan(5x — 7)dx = _ftan u*_ =g Injsec(u) + C
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_[tan(5x —7)dx = jtan u* ng = élnsec(Sx ~7)+C

Ejemplo5:
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell

Resolver:

sen X — CcOS X
J‘ dx
sen X
jsenx—cosxdx :I(senx B Cosxjdx:_[ﬂdx—jcosxdx
senx senx  senx senx senx

_fdx—.[:c;%dx
jdx = X

COS X du du

j—dx—>u =SeNX - — =C0SX > —— =X
Senx dx COS X

Edu = Inju| +C = Injsenx| + C

fcosx ICOSX du :Ju

—ix =
Senx U CosX

J'COSX

dx = In|senx| + C
senx
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J'SEH1)(——(XDSIX
sen X

dx = X+ In'senx + C

2.2.16 EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

Halle la primera derivada para cada una de las siguientes funciones.

1 f(x)=9x3—5iz+4\/H+x
2. f(x)=(4x-3)-(7-3x?)
3. f(x)=(x-3)°(7-2x)

(x)

;. =7x—2
5x+3
6. _ 4X+2
(3-2x)°
5x+2
7. h(x)=
(x) in—4

(
10, f(x)=sec(5x—2")

11. h(x)= In[ilXJrBJ
X" +2x-9

12. g(x)=+/3" ¢
13. f(x)=senx-Inx
)

14. f

Resolver las siguientes integrales utilizando los métodos vistos:

. J‘5X4 —6x% +8x%+9x+10
X+2

) dx
2, fxz‘{/3x+1 dx
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I?xsen(x2 +35)jx
4. jtan3 xcot? dx

J' 3x+1

2/3x% +2x+3
2.3 TEMA 2 DEFINICION ECUACIONES DIFERENCIALES

Definicion:

Es aquella que relaciona, de manera no trivial*, a una funcion desconocida y una o mas derivadas de esta
funcion desconocida con respecto a una o mas variables independientes.

ECUACION CARACTERISTICA
Ecuacion Diferencial ordinaria Cuando la funcién desconocida depende de una sola
variable.
Ecuacion Diferencial Parcial Cuando la funcién desconocida depende de mas de mas ¢

*Cuando se hace referencia a la “Manera no Trivial”, se tiene como propdsito descartar ecuaciones diferenciales
que satisfacen la definicién, son siempre verdaderas sin importar cual sea la funcidon desconocida (realmente
son identidades, por ejemplo:

ECUACION CARACTERISTICA
Sen? (dy) + Cos (dy) 1 Esta ecuacion la satisface cualquier funcion que
d dx sea derivable en una variable.
(ﬂ!y ) 2 3 (d‘y) 2 ) dy N (ﬂ!y) 2 Es claro que corresponde al Producto Notable:
dr 7 dr Yz dr (x—y)2=x2—2xy+y2
Por lo cual la funcidn la satisface cualquier funcién
derivable.
dy Es claro que corresponde al Producto Notable:

(—+y)3—( )3+3( )2 *y+3 *y +y3

(x+7y)3=x3+3x%y +3xy* +y3
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Por lo cual la funcidn la satisface cualquier funcién
derivable

> dy _ 2 dy Esta ecuacion la satisface cualquier funcidon que
1+tan dx) ~ sec (a) sea derivable en una variable.
dy Esta ecuacion la satisface cualquier funcidon que
5——-6y=6 vabl )
dx sea derivable en una variable.
(x3 — yz)dx + (x* + y"3)dy =10 Esta ecuacidn la satisface cualquier funcién que
sea derivable en una variable.

DEFINICIONES FUNDAMENTALES

En este aparte, el trabajo se centrard en las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Se entiende por Ecuacion Diferencial Ordinaria aquella que tiene:

y como Variable Dependientey x como Variable Independiente

Se expresa en de la forma:
F(x’ y’ y(l)’ y(z), r ) y(n) — 0

Dada para algun entero positivo 1 . Despejando de esta ecuacion la derivada mas alta, se

obtienen una o mas ecuaciones de orden M de la forma:

y(n) = G(x, y}y(l),y(z), "_,y(n_l)

Lo anterior lo podemos mirar a través de un ejemplo que mostrara claramente lo que se pretende mostrar:

(%)2+x( ——)—x2=0

Esta ecuacion es equivalente a las Ecuaciones Diferenciales:

dy _ Jx*+4y-x dy _ —J/x*+4y-x

dx 2 dx 2
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e ECUACION DIFERENCIAL LINEAL:

Es aquella de primer grado en la variable dependiente y sus derivadas, por lo tanto la Ecuacidn lineal (ordinaria)

general de orden M (se puede decir que una ecuacién diferencial es lineal si lo es en todas sus derivadas y
también en su Variable dependiente), estd dada por:

d
PGy + v Poy () (52) + Pu(@)y = 1)

Nota: Una ecuacidn diferencial que no pueda expresarse de esta forma no es lineal.

Ejemplo 1: dy .
jemp Los términos 3X (d_) y SII1 X, no alteran el hecho
2 X
d y dy . de que la ecuacion sea lineal, ya que, por definicion dicha
qo2 3x|{—| + Y = SIN X | condicién viene determinada Gnicamente por la manera de
dx dx relacionarse entre si la variable dependiente y sus
derivadas.

Ejemplo 2: Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal de primer orden.
dy
—+4xy =0

dx

Ejemplo 3: Ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal de segundo orden.
d’y dy 0

— t+txX—— y =

dx? dx

ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES
Ejemplo 4: Es no Lineal ya que aparece en uno de sus términos la

variable y multiplicada por una de sus derivadas:

d’y dy 2y (dy)
Zy( )+y=cosx dx

dx? dx

Ejemplo 3 Es no Lineal, ya que en ella interviene la funcion S€M Y,
dz la cual es una funcién no lineal de y

A2 +seny =0

OTRAS ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES
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%y e @3 g
. dx2+5(dx) 4y = x

d
. y(d—i')—2x=2
x+y)dx+(x—y)dy=0

(.n-hyJNH

dy
n — - ey
dx y
ﬂ = COS
" ix Yy = Yy

e Orden de una ecuacion Diferencial

El orden de una Ecuacion Diferencial es igual al de gue aparece de manera no
determina el orden de los factores de la

trivial en la ecuacién, en otras palabras,
Ecuacion Diferencial.

Ejemplos:
ECUACION ORDEN
y Ecuacion Diferencial de primer orden.
1 ——4xy =0
dx
dzy dy Ecuacion Diferencial de segundo orden.
2. xy+—=-—
Y dx? dx
d4y 5d3y Ecuacidn Diferencial de cuarto orden.
3. =12
dx*  dx3

e Grado de una Ecuacion Diferencial

Escriba aqui la ecuacion.
El grado de una Ecuacion Diferencial estd dado por el exponente entero positivo de la derivada mas alta

presente en la ecuacion.

Ejemplos:
ECUACION ORDEN y GRADO
dZy y 3 Ecuacién Diferencial Ordinaria de segundo orden y de primer grado.
1. —5 -5 (—) +4y=x
dx? dx Y
dy > Ecuacién Diferencial Ordinaria de primer orden y de segundo grado.
2 (a) —+ 3xy =0
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KND 21 L '

e Algunas Aplicaciones

1. Para la Sicologia surge una Ecuacidn Diferencial que representa un modelo de aprendizaje:
dy 2p 3 3

——=—=y2(1-y)2

dt +/n

Ddénde:

> La variable 'Y representa el nivel de habilidad del individuo como una funcién del tiempo t

> Las constantes p y T dependen del individuo considerado y de la naturaleza de la tarea que se esté
aprendiendo.

Nota: Esta Ecuacién Diferencial es:

v De primer orden,

v" No lineal, y

v No homogénea.

2. Esta ecuacion diferencial surge en el estudio de circuitos eléctricos que consisten de:

» Uninductor L,
» Corriente (,

» Un resistor R, y
>

Un capacitor C, al cual se aplica una fuerza electromotriz E(t) .

Nota: Esta Ecuacién Diferencial es de:

v' Segundo orden,

v Lineal con coeficientes constantes, y

v" No homogénea.
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3. Otras Ecuaciones Diferenciales

ECUACION CARACTERISTICA

y3 _|_y2_5y=0 Es de:
> Orden 3,

> Lineal con coeficientes constantes,
» Homogénea.

d Es de:

2 y > Primer orden
+—=2Cos (x 2

(dxz) dx ( y) > Nolineal, y

» No homogénea.

2

(22 +1)(

4y =
) oS 2 | )| e A = aF e > Segundo orden,

> Lineal con coeficientes variables,

» No homogénea.

Nota: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales como se muestra en los

siguientes ejemplos:

ECUACION CARACTERISTICA
ou 2 *u Se conoce como la ecuacién de calor y es de:
at ax

> Primer orden en t,
> Segundo orden en X.

azu N azu 0 gglconoce como la ecuacion de Laplace y es

» Segundo ordenen X, y

> Segundo orden eny.
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aZu aZu aZu Se conoce como la ecuacion de onda y es de:
2 —
£ dx2 + ayz  9t? > Segundo orden en X,

> Segundo ordeneny,y

> Segundo orden en €.

Nota 1: Como aplicaciones, las ecuaciones tienen un
enorme significado para la Fisica Teorica y su estudio ha estimulado el desarrollo de
muchas ideas matematicas relevantes.

Nota 2: Las ecuaciones diferenciales parciales aparecen en problemas relacionados
con:

Campos eléctricos,
Dinamica de fluidos,
Difusion, y

> Movimiento ondulatorio.

Su teoria es muy diferente de la de las ecuaciones diferenciales ordinarias y
notablemente mas dificil en casi todas sus facetas.

Ejercicio de Aprendizaje: El siguiente ejemplo es tomado del libro Ecuaciones
diferenciales de Moisés Villena Muioz, capitulo I.

4

x
Determinar si la funcién de primer orden Y = f(.X') = 1_6 es solucion de la ecuacion
dy i
——xy2 = 0.
dx y
Procedimiento:
e
1. Se obtiene la derivada de la funciéon y = f(x) = Tor esto es:
dy _ 4 et dy _ x°
— = ——, Simplificando se tiene: — = —
dx 16’ P dx 4

d 2
2. Reemplazando esta derivada en d_z — Xyz = 0, se tiene que:
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w
—//
=
R
~—
N
PO
w
pO)
N >
=
w
<)
NS

4 1 ~s
. V16

3 2

X x

o X (Z) 0, Efectuando el producto indicado, se tiene
* B 0 0=0
— — —_———— =

4 4

x4
Por lo tanto, la funcion y = f(x) = 1o’ ©S soluciéon para la Ecuacién Diferencial
1

dy =
— — Xy2z2 = U.

dx y

Dadas las siguientes Ecuaciones Diferenciales, determine: su orden, si es Ordinaria o
Parcial y si es Lineal o no Lineal:

2.3.1 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

*Ecuacion Diferencial Caracteristicas

1 @—4‘”
" dx2?

+ 2y =x*

dzy
2. e + (a + bcos 2x)y = 0

d? y
" dx2

3 +6 +5 +2y—e

dty  _dy 2 _
4.dx4+xdx+y =0

a(x3%)
5.d—; +xy=0

6.(x+y)dy =(x—y)dx
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Zu Jdu
7.a25 5 =u"
a x> at
%u %u a%u
8. =@(x vz
ax2+ay2+az2 (P( 'Y )

*Taller tomado de C. Ray Wylie, paginas 7y 8.

PISTAS DE APRENDIZAIJE

Traer a la memoria:

Recuerde que:
Se entiende por Ecuacion Diferencial Ordinaria aguella que tiene:

* y como Variable Dependiente, y
* x como Variable Independiente

Recuerde que:
El grado de una Ecuacion Diferencial estd dado por el exponente entero positivo de la derivada mas alta

presente en la ecuacion.

Recuerde que:
El orden de una Ecuacién Diferencial es igual al de la derivada de mas alto orden que aparece de manera no
trivial en la ecuacion, en otras palabras, la derivada de mas alto orden determina el orden de los factores de

la Ecuacidén Diferencial.

Recuerde que:
El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales.

Tenga presente que:

Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda tienen un enorme significado para la
Fisica Tedrica y su estudio ha estimulado el desarrollo de muchas ideas matematicas relevantes.

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi
www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' ECUACIONES DIFERENCIALES | 50
O e e e oM INGENIERIA DE SISTEMAS

3 UNIDAD 2 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Pegue la direccion de un video que ayude a la comprension de la unidad

3.1.1 RELACION DE CONCEPTOS

ECUACIONES DIFERENCIALES

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
|

Tales como
ORDINARIAS DE PRIMER LINEALES CON COEFICIENTES
ORDEN CONSTANTES LINEALES SIMULTANEAS
Aplicaciones

B Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden: Una ecuacién diferencial ordinaria de primer
orden es una ecuacion diferencial ordinaria donde intervienen derivadas de primer orden respecto a una
variable independiente.

B Ecuaciones Diferenciales lineales con Coeficientes Constantes: La resolucién de ecuaciones y sistemas
de ecuaciones diferenciales se simplifica mucho si las ecuaciones son de coeficientes constantes. En el
caso de una ecuacion de primer orden la busqueda de un factor integrante nos lleva en la mayoria de los
casos a una ecuacién en derivadas parciales. Si la ecuacion es de orden superior, a no ser que sea una
ecuacion de Euler o similar, tendremos que proponer una soluciéon que no viene dada, en general, por
funciones elementales.

B Ecuaciones Diferenciales Lineales simultaneas: Las ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas
consisten en dos o mas ecuaciones con derivadas de dos o mas funciones desconocidas de una sola
variable independiente.

3.1.2 OBJETIVO GENERAL

e Solucionar Ecuaciones Diferenciales:
o Ordinarias de Primer Orden.
o Lineales con Coeficientes Constantes.

o Lineales Simultaneas.
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3.1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden.

e Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales con Coeficientes
Constantes.

e Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales Simultaneas.

3.2 TEMA1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER
ORDEN

Definicion:

Una Ecuacion Diferencial ordinaria de primer orden, es una donde intervienen

respecto a

Se pueden expresar, junto con su condicion inicial, en forma:

a. Explicita:

dy

y(xo) = Yo
b. Implicita:

dy
f (x,y,a)=0, Cony(xO)zyO

Ejercicios enunciados tomados de: B, Gonzalez, D, Hernandez y otros; Matematica Aplicada y Estadistica.

Ejercicio de Aprendizaje 1: Variables Separadas:

Resolver la siguiente Ecuacién Diferencial de Primer Orden
(1 + ex)y dy = e*dx Hallar Ia solucién gue pasa por (0, 1)

Procedimiento
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ECUACION OPERACION
(1 + ex)y dy = e*dx Despejando
y dy se tiene
ex Integrando a ambos lados,
dy = ——dx
yey 1+ e*

Efectuando la integracion

Despejando y se tiene,

e
fydyz f—1+exdx
yZ
7=ln(1+e")+c
y2 =2 111(1 + ex) +c Sacando raiz cuadrada a ambos lados

Vy* =y2In(1+e*) +c

y = i\/Zln(1+ex) +c

Se obtiene,

b. Para obtener la solucién particular que pasas por el punto (0, 1) , se considera la solucién
positiva de la ecuacion:

y=42In(1+e¥) +c*

Como esta pasara por el punto (0, 1), se tiene que y(O) — 1 Por lo tanto y
reemplazando los valores en la anterior ecuacién * se tiene que:

+y(0) =y2In(1+€% +¢ =1-

V2In(1+1)+c =1-2In(2)+c =1

Elevando al cuadrado a ambos lados de la ecuacion se tiene:

2
J2In(2)+c¢ =1?2-> 2In(Q)+c=1->¢c=1-21In2

Entonces, la solucién particular esta dada por:
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y=\/21n(1+ex)+c —>y=\/2[ln(1+ex)—ln2]+1 -

A
Recuerde que: InA—InB = In (E) Propiedades de los logaritmos, entonces:

1+e*
y = 1+2]HT

Ejercicio de Aprendizaje 2: Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Resolver la siguiente Ecuacién Diferencial de Primer Orden:

d xX—
d_;))cl = Ty, Setiene que: (1) =1

Solucion:

a. Separando denominadores en la segunda parte de la igualdad se tiene:

dy x 'y dy y N g
—_—= - * — = 1 — —y Otra forma de escribir la ecuacion
dx X X dx X

b. Realizando cambio de variable se tendria: ** Z = % — Y = XZ, por lo tanto:

dy N dz
dx 2" Nax

dy
c. Reemplazandoen * — = 1 — = setiene:
dx b

dz dz

z+xa=1—z**—>xa=1—2z
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d. Reuniendo las variables iguales a un mismo lado de la ecuacidn, se tiene:

dz dx
1—2 — — Multiplicando el numerador y el denominador del primer término de la
—4LZ X
igualdad por —2 se tiene:
2)
- = d —, Integrando a ambos lados de la igualdad se tiene:

2 1

1
—Eln(l — 2z) = Inx + ¢ — Aplicando la siguiente propiedad de los logaritmos:
Inx? = alnx, se tiene que:

1 1 1
In1-2z) 2=Inx+InC->1In(1-2z) 2=InCx > (1—-2z) z=Cx

= = =Cx - a =+/1 — 2z, Elevando al cuadrado ambos lados de la

C
__2_)

2
Ecuacion (1) =(VI=2z) > (1-22)=Cx > —2z=Cx2~1-z=

N | =

Nota: Aparentemente se pierde el 2 que multiplica o divide a C, pero este pasa a ser
parte de la constante.

Pero Z = %, Entonces:

y 1 C x C
== >— =, despejandoy: > y = x— - x >, Simplificando: ** y = = — -
X 2 2 X
e. Calculando la solucién particular que verifica y(l) =1,
x C
Reemplazando en ** y = P
e = — — = - = — — -
y 21 y
L . %%, X C .
f. La solucion particular buscada, reemplazando en y = E — ; estd dada por:

NIR
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Ejercicio de Aprendizaje 3: Ecuaciones Diferenciales Lineales

Resolver la siguiente Ecuacidn Diferencial Lineal

dy
* dx

Procedimiento

+4y=x3—x

a. Dividiendo por X ambos miembros de la igualdad, se tiene:

b. Se multiplica la ecuacién por un factor integrante dado por:

fx SRR
€’ x , realizando la integral indefinida indicada:

= e4 lnx, aplicando las propiedades de los logaritmos:

4

Inx , por propiedades de los logaritmos se obtiene:

e

:x4

4 4 2

X

d 4
* d_::f’ + x4 * ;y =X X" — x4 * 1 Efectuando los productos indicados

d
x¥ x d_i' + 4x3y = x% — x4, Que se puede expresar como:

d
E (x4y) = x6 — x4, integrando a ambos lados:
d 4 6 4 4 x’ x5 e o ge 4 .
J 2 (x*y) = [(x® —xM)dx > x*y == — =+ C ,dividiendo por x* ,se tiene:
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Ejercicio de Aprendizaje 4: Ecuaciones Diferenciales Exactas
Resolver la siguiente Ecuacién Diferencial:
B +xy)+(x2y+y3) =0
a. Tomando:
— +3 2
« M(x,y) =x>+xy°,y
— o 3
e N(x,y) =xy+y
Se cumple entonces que:

oM a(x3 + xy?) d(x’y +vy3) N
2xy = =

E (x,y) = dy = ox ax x,y5)

Como ambas ecuaciones coinciden, se trata entonces de una Ecuaciéon Exacta, entonces:

4 2.2
u(x,y) = fM(x,y)dx +C(y) = j(x3 + xy®)dx + C(y) = xz +

b. Para calcular C(y):

u
a—y(x,y) =. +C'(y) =N(x,y) =. +y}->C'(y) =y

c. Integrando a ambos lados:

[cm=[y-em=2+

d. Lasolucién general sera:
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4 2.2 4
Recuerdeque:xI-l-% + C(y)yC(y) = y: +C

Reemplazando se tiene que:

Xt x%y? oyt
ulx,y) =C- — 1t—— 1757 =C (CConstante)
Multiplicando por 4:
4 x4+4 x2y2+4 y4 4 x C
* — * * — = 4 %
4 2 4
Nota: Aparentemente se pierde el 4 que multiplica a C, pero este pasa a ser parte de la
constante.

x*+2x%y  +yt=C> (x* +y*) =C (C Constante)

Ejercicio de Aprendizaje 5: Ejercicio de Aplicacion:

Tomado el enunciado de: B, Gonzdlez, D, Herndndez y otros; Matemdtica Aplicada y Estadistica

Problema: inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después
de 6 horas su masa disminuyd en un 3%. Si en un instante cualquiera la rapidez de

desintegracion es proporcional a la cantidad de sustancia presente, determinarla cantidad
gue queda después de 24 horas.
Procedimiento
Datos del problema:
Sustancia radiactiva = 100miligramos (inicialmente)
C(t) = Cantidad de sustancia radiactiva en el instante t
a. Sesabe que al cabo de 6 horas quedan:

C(6) = (100 — 3)mg = 97 mg : Condiciones iniciales del problema.

b. Larapidez de desintegracién es proporcional a la cantidad de sustancia presente, es decir:
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dc

E = kC, donde Kk es la constante de proporcionalidad.

c. De acuerdo a los planteamientos tedricos, tal ecuacién admite por solucion:

C(t) =x A ekt, donde A y k son constantes para determinar su valor.

d. Enelinstante inicial £ = 0 quedan 97 miligramos de la sustancia, reemplazando en C(t) =

A e"t , setiene:

C(0) =+ A e*® > C(0) = 4e® = 100 — HEN100

e. Enelinstanteinicial £ = 6 y se cuenta con 100 miligramos de la sustancia, reemplazando en

C(t) =+A ekt , se tiene:

97
C(6) =+ 100e®* = 97 — ebk = = Too » S3cando Ln a ambos lados de la

ecuacion, se tiene:

97 97
In e®* = lnma 6k Ine= lnm Pero lIne=1,

97
E : ln —_— =
ntonces: 6K = 100 - k==-xIn 100

f. La cantidad de sustancia radiactiva en el instante £, esta dada por la ecuacion:

1*ln 97
C(t) = 100e6""100

g. Lacantidad remanente, transcurridas 24 horas seria:

24*ln 97
C(24) = 100e6 ""100 = 100e~ %12 = 88.5 mg
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PISTAS DE APRENDIZAIJE

Traer a la memoria:

Recuerde que: Una Ecuacion Diferencial ordinaria de primer orden, se puede expresar de dos formas:

c. Explicita:

d
d. Implicita: f (x' y, d_i) =0, con y(xo) = Yo

3.3 TEMA 2 SOLUCIQN Y USOS DE LA ECUACION DIFERENCIAL
LINEAL HOMOGENEA CON COEFICIENTES CONSTANTES.

e Forma General: Una Ecuacion Diferencial Homogénea de Orden Superior se
presenta de la siguiente forma:

()Y + ap 1Oy + -+ a0y + a;(X)Y + ag(X)y = f(x)

Nota 1 Ecuacion Diferencial Homogénea
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Nota 2 Ecuacion Diferencial No Homogénea

e Solucion general: Esta ecuacion Diferencial tiene como solucion general la

funcion:
— mx
y=e€

Por lo tanto la Ecuacion Auxiliar esta dada por:

a,m"+a,_ m* 1+ +a,m?*+am+aq

® oOtra Forma General de presentacién de una Ecuacién Diferencial Homogénea
de Orden Superior:

ay' + by + cy = f(x)

Cumple con las mismas condiciones dadas por:
a.

Ecuacion Diferencial Homogénea

Ecuacién Diferencial No Homogénea

b. Para ser combinada en una solucién completa tiene como solucion general la
funcion:

yzemx

En esta, MM es una constante por determinar, todas las derivadas de esta funcion
son semejantes, salvo en el coeficiente numérico.

MX sea una solucidn se debe verificar que:

e™ (am? +bm+c) =0

Paraquey = €

Pero €™* nunca sera cero, por lo tanto se tiene que cumplir que:
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am? + bm + ¢ = 0 *x

X >k amZ +bm+c=0 Es una Sus raices determinan las Unicas soluciones posibles

- . : m
ecuacion  algebraica  conocida  como | de la supuesta forma €
Ecuacion Caracteristica o Auxiliar.

Nota: En la practica no se obtiene sustituyendo Y = e™ en la ecuacion diferencial dada
y luego simplificando, sino sustituyendo, en la ecuacion dada:

> vy por m?

> y' porm

> ypor1l

Como es una funcién Cuadratica, sera satisfecha por dos valores de M , por lo tanto

Se tendrian las raices 1M1 4, M3, con sus respectivas soluciones:
y1=e™* y y;=e"?*

Ejercicio de Aprendizaje 1:

Encuentre la solucién completa para la ecuacién diferencial:

y'—4y' -5y =0

Procedimiento

a. Laecuacion Caracteristica o Auxiliar seria:
—4m-—-5=0
b. Factorizando:
(m-5(m+1)=0
c. lgualando cada factora 0:
(m-5)=0-m=>5
(m+1)=0-m=-1

Por lo tanto sus raices serian:
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m; =25 y m, = -1
d. Como los valores de M son diferentes, una solucién completa seria:
y = cie°* +ce*
Ejercicio de Aprendizaje 2:
Encuentre la solucién completa para la ecuacién diferencial:
y'+4y' +4y=0
Procedimiento

a. La ecuacién Caracteristica o Auxiliar seria:

m>+4m+4=0

b. Factorizando:
(m+2)(m+2)=0
c. lgualando cada factora 0:
m+2)=0-m=-2
m+2)=0-m=-2
Por lo tanto sus raices serian:
my; = —2 y m, = —2
d. Como los valores de M son iguales, una solucién completa de la ecuacién dada:

y= cie"?* + ce ¥

Después de3 analizar la teoria al respecto y los ejercicios anteriores, se puede determinar
el siguiente esquema:
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ECUACION DIFERENCIAL:
ay”" +by' +cy=0

ECUACION CARACTERISTICA:
am?+bm+c=0

Naturaleza de las raices de la Ecuacion Condicién de los Solucion completa de Ia
Caracteristica coeficientes de la Ecuacién | Ecuacién Diferencial
Caracteristica
Reales y Desiguales b%* —4ac >0 Y= e cpet
mq Fmo
Reales e Iguales b? —4ac=0 Zo o Cr
mq; =m,
**Comple]‘as Conjugadas bZ —4ac <0 y = eP*(Acos qx + Bsen qx)
my; =p+iq
m; =p—iq

Tomado de C. RAY WYLIE. Pagina 56

**complejas Conjugadas: En este médulo solo se haréa la referencia de este tema y no se
profundizara en el mismo.
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PISTAS DE APRENDIZAIJE

Traer a la memoria:

* Recuerde que: una Ecuacién Diferencial Homogénea de Orden Superior
se presenta de la siguiente forma:

an(X)Y" + @y ()" + -+ @z (X)y" + a;(X)y' + ag(x)y = f(x)

Recuerde que: Si f(x) = 0 es una Ecuacién Diferencial Homogénea.
Recuerde que: Si f(x) # 0 es una Ecuacion Diferencial No Homogénea

Recuerde que: Este tipo de ecuaciones tienen como solucion general la
funcién:

y = eMm*

Recuerde que: |la Ecuacion Auxiliar, para solucionar este tipo de
ecuaciones diferenciales, esta dada por:

a,m"+a, m" !+ +am?+am+a,

3.4 TEMA 3: ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES SIMULTANEAS

¢ Generalidades

En muchos problemas de matematicas existen varias variables dependientes y no solo
una, cada una de ellas en funcién de una sola variable independiente, por lo tanto, el
planteamiento de este tipo de problemas conduce a un sistema de Ecuaciones
Diferenciales Simultaneas, que se forma por un niumero de Ecuaciones igual al nUumero
de variables dependientes que existan.

Un ejemplo ilustrativo de este tipo de ecuaciones esta dado en la ILeyes de Newton:
2

d X1

dt?

4 4 !
m x = F1(x1x3 X3,t,X7,X5,X3)
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dle ! ! !/
m * Az - Fy(xqx3 X3,t, %1, X3, X3)
dle ! ! !/
m * Az - F3(xqx3 X3,t,%x9,X3,X3)
Dénde:
CONCEPTO EQUIVALENCIA
m Masa de la particula.
(xl xZ x3) Coordenadas espaciales.
) )
Componentes de la fuerza actuante sobre la particula en
(Fl’ Fz, F3) dicha posicidn (pueden ser en funcidn de: La posicidn, La
velocidad y del Tiempo.

e Conceptualizacion teodrica de los Sistemas Lineales de Ecuaciones de
Primer Orden

Tomando un sistema de N Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden, como se
da a continuacién:

X7 =Pp11(t) *x1 + P12(t) * x5 + -+ P () * x5, + q1(T)
Xy = P21(t) * x1 + P (t) * x5 + -+ P21 () * x,, + q2 (1)

Xp = Pn1(®) * X1 + P2 (t) * x2 + -+ + P () * x5, + q, ()

Utilizando un Sistema Matricial, quedaria:

x =P (t) *x+ q(t)

Doénde:
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O La Derivada:

/

X1

/

x = [*2
4

xn

P11(®) P12(®) ... P1a(D)
o P(t) = P21:(t) Pzz:(t) pz,:(t)

Pai® Pra® . Punl®

q.(t)
o q= qu'(t)]
qn(t)
Nota: Esta notacion permite:
» Simplificar la escritura.
» Enfatizar el paralelismo entre los sistemas y las ecuaciones Diferenciales Lineales

de Primer Orden.

e Solucion del Sistema:

Se dice que un vector X con componentes X = {@, t}, es solucion para el sistema si sus
componentes satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

En forma general:

Suponga que P Yy @ son continuos en un intervalo a& < t < f3.
a. Se estudia la ecuacién Homogénea dada por:
x' = P(t) * x (Ecuacion 1)

Nota: Una vez esta ecuacidn esté resuelta se resuelve la ecuacién No Homogénea.

b. Sea:
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x4 ()]
_ | x2i(®) . o g ,
b. Sean X1 = . Soluciones especificas de la ecuacion Homogénea,
_xnj(t)_

entonces:

Si X1y X2 son soluciones del sistema 1 (ecuacion 1), entonces:
Cq * x1 + C5 * x5, también serian solucién, donde:

C; y C, Son Constantes Arbitrarias.

Este es el principio de SUPERPOSICION que se comprueba nada més que diferenciando la solucién propuesta y
se sustituye en 1 (ecuacion 1).

Conclusiones

» Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe cuestionar
entonces acerca del niumero minimo de soluciones independientes que generan
todas y cada una de las soluciones del sistema.

> Se puede afirmar que existiran M soluciones:

Sean X1, X3, ..., X, considerando la matriz formada por estos vectores columna -
cada columna es uno de estos vectores -

x11(8) x12(8) ... x9,(F)
X(t) = x21.(t) xzz.(t) xZn.(t)
1 (®) Xn2(®) .. Xpn(®)

e Estas soluciones seran Linealmente Independientes en cada punto t del intervalo:
a <t < f Siy sélo si el determinante es diferente de CERO en ese punto. Al
Determinante de X se le llama Wronskiano de las M soluciones.

Ejemplo: Dada la derivada:
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, 1 1 , , . .
X = [4 1] Encontrar las raices, los vectores vinculados y las respectivas soluciones.

Procedimiento

a. Se supone que: X = et.a

b. Se obtiene: [i ﬂ Z;] =T Z;]

c. Realizando las operaciones indicadas (recuerde operaciones entre matrices), se
obtendria:

[1;7‘ 1ir]=0

d. Solucionando la matriz, se tiene:
— 2 _ A —
1-7r+*1-1r)—1%x4=0-1-2r+r“—-4=0
v' Reduciendo términos semejantes y ordenando el polinomio:

r?—2r—-3=0,
v Factorizando, (r —3)(r+1) =0

v' Igualando cada factor a cero:
r—3=0->r=3
r+1=0-r=-1
v Las Raices serén: 1 = 3 y r, =-1

e. De acuerdo a lo anterior los vectores asociados son:

o r1=3—>—2a11+a21=0—>a1=[;]

—1->2a,+a, =0-a, = [_12]
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f. Las soluciones son:
Xy = [;] e3t y Xy = [;].e‘t

g. El Wronskiano es: W(x1,Xx5) = [; _1 ] e?t

h. Solucionando el determinante:

W(xq,x2) = [(1) * (=2) — (1) * (2)].€** >
W(xq,x;) = —4e?
i. como—4e%t # 0 — la solucién general esta dada por:
— 3t 1 -t 1
x=10C.e [2] + Cj.e™". [_2]

Que también se puede escribir de la forma:

X1 = Cl.e?’t S Cz.e_t y X = 2.C1.€3t — Z.Cz.e_t

3.4.1 EJERCICIO DE APRENDIZAJE

El siguiente ejercicio, tomado de J. Albizuri, J.J. Anza, C. Bastero y M. Martinez: Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales Lineales, se realizarda como un complemento de lo visto
anteriormente, pero no se profundizard en el tema, es una ilustracion de lo que es un
sistema No Homogéneo.

e Seaelsistema x' = P(t).x+ Q(t),
e Resuelto el sistema homogéneo: x' = P(t).x, y

e Tomando y(t) como la matriz fundamental de las soluciones

Se manejardn varios casos:

A. Si P(t) = A, Matriz Constante Diagonizable
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a. Sellamard T ala matriz de los vectores propios de A realizando el cambio de
variable, se tiene: X = T.y

b. Resulta, entonces: T . y’ =A.T. y + Q(t) ,pero T es No Singular.

Actividad: Consultar que significa el término No Singular, en matematicas.
Entonces: ' = T1.A. T.y+ T-1. Q(t), pero:
T-1.AT=D, (Matriz Diagonal de los Valores Propios)
Porlotanto, ' = D.y + T~ 1. Q(t) y sus componentes:
y1 = 11.Y1 + hy(t) (No hay suma en indices repetidos)
c. Lluego: Y1 = e”.fe_”. hl(t). dt + Cl e

d. Deshaciendo el cambio de variable: X = T. y

B. Variacion de los Parametros
a. Conocidax = y(t).u

Nota: U Debe ser determinada de modo que el vector X sea solucién del sistema.

sea X' = P(t).x + Q(¢),

b. Sustituyendo, se tiene:

Y').u+y).u =P).y(t).u+ Q(t)

Pero:

y'(t) = P(t).y(t) ya que las columnas de j son solucién de la homogénea, luego:

u= [l . eldr+c
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c. La solucién general sera:

% =¥ (D). f (D). Q@©)]de +y(®) .C

3.4.2 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Determine el tipo de ecuacion diferencial y encuentre una solucién completa para
cada una de las siguientes Ecuaciones Diferenciales dadas a continuacién:

a. y'+y -2y=0
b. y-3y=0

c. 10y"+6y'+y=0
d. y"+5y' +4y=0
e. y'+5y'=0

f. y'+10y'+26y=0

2. Encuentre la solucién particular de cada una de las ecuaciones diferenciales
siguientes de forma que satisfagan las condiciones dadas:

a. y'+3y' —4y=0-> y=4, y'=-2, cuandox =0
b. y”_4y:0—> y=1, y':—l, cuandox =0
3. Resuelva los siguientes problemas de aplicacion:

Enunciados tomados de Benito J. Gonzalez Rodriguez y otros. Ecuaciones
Diferenciales de primer orden: Problemas resueltos.

a. Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la Ley de Newton. Una
pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20°C, se deja caer en un
recipiente con agua hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra tardara en alcanzar
los 90°C, si se sabe que su temperatura aumento 2°C. éCudnto tardard la barra en
alcanzar los 98°C ?

Nota: Dados los siguientes elementos, solucionar el problema determinado:

La Ecuacién Diferencial que modeliza dicho fendmeno esta dada por:
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T'(t) = K[T(t) — T,] Y su solucién general esté dada por:

T(t) =T, + CeXt
T, = Temperatura Ambiente

b. Un tanque estd lleno de 100litros de agua en los que se han disuelto 20 kilogramos
de sal. Otra mezcla que contiene 1 kilogramo de sal por litro es bombeada al tanque
a razon de 7 litros por minuto. La solucién mezclada es bombeada hacia el exterior
a razon de 8 litros por minuto. Determinar la funcién que da la cantidad de sal en
cada instante. ¢Se vaciara totalmente el tanque?

c. La rapidez con que cierto medicamento se disemina en el flujo sanguineo se rige por
la ecuacién diferencial:

%:A—BX, X(0) =0

pénde A y B son constantes positivas. 1a funcien X(t) describe la
concentracion del medicamento en el flujo sanguineo en un instante cualquiera €

Encontrar el valor limite de X cuando t — ©0. ¢Cuanto tarda la concentracion en
alcanzar la mitad de este valor limite?

4. Encuentre un sistema de Ecuaciones diferenciales que tenga como solucién:

x=cet + cye?t,y

y = ciet + 3c,e?t

5. Encuentre un sistema de Ecuaciones diferenciales que tenga como solucion:

e x=cie '+ cet +c3e?t,y

e y=c,et—cyet +3c e?t + 2c5e?t
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S 2641 NEN JUND 21

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

* Recuerde que: Aparentemente se pueden encontrar infinitas
soluciones, se debe cuestionar entonces acerca del nimero minimo de
soluciones independientes que generan todas y cada una de las
soluciones del sistema.

* Recuerde que: Se puede afirmar que existirdn M soluciones:

Sean X1, X2, ..., Xp, considerando la matriz formada por estos vectores
columna - cada columna es uno de estos vectores -

x11(t) xlz(t) v X1n(L)
x(e) = |*1® x2(8) .. x2q(8)

X1 (®) Xnz(®) .. Xun(®)

Recuerde que: Estas soluciones seran Linealmente Independientes en
cada punto L del intervalo: @ < t < B Si y sélo si el determinante es

diferente de CERO en ese punto. Al Determinante de X se le llama
Wronskiano de las 7 soluciones.
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4 UNIDAD 3 APLICACIONES DE LA ECUACIONES
DIFERENCIALES

Crecimiento y desintegracion

Agua pura Mezcla
3 gal/min 1 gal/min

www.tareasplus.com

3 gal/min

Mozcla
4 gal/min

Aplicacion sistema de ecuaciones diferenciales parte 1 (problema de mezclas) Enlace
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4.1.1 RELACION DE CONCEPTOS

ECUACIONES DIFERENCIALES

EDUCACION DE CONTINUIDAD SOLUCION Y APLICACIONES TRANSFORMADA DE LAPLACE
] T
Ecuacion diferencial ¥ s|u5
de Bernoulli .
Propiedades
~————————————— Tales como
OPERADORES / OPERADORES J I -
INVERSOS APLICACIONES A LA FiSICA
ECUACION DIFERENCIAL DE
NG VACIADO DE TANQUES
LEY DE ENFRENTAMIENTO LEY DE ABSORCION CRECIMIENTOS
DE NEWTON DE LAMBERT POBLACIONALES PROBLEMAS DE DILUCION

I Ecuaciéon de Continuidad: En fisica, una ecuaciéon de continuidad expresa
una ley de conservacion de forma matematica, ya sea de forma integral como de
forma diferencial.

I Ley de Enfriamiento: Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su
medio ambiente no es demasiado grande, el calor transferido en la unidad de tiempo
hacia el cuerpo o desde el cuerpo por conduccion, conveccidon y radiacion es
aproximadamente proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el
medio externo.

D Ley de Absorcidn: En Optica, la ley de Beer-Lambert, también conocida como ley
de Beer o ley de Beer-Lambert-Bouguer es una relacién empirica que relaciona
la absorcién de luz con las propiedades del material atravesado.

D Crecimiento Poblacional o crecimiento demografico: es el cambio en
la poblacion en un cierto plazo, y puede ser cuantificado como el cambio en el
numero de individuos en una poblacién por unidad de tiempo para su medicion. El
término crecimiento demografico puede referirse técnicamente a cualquier especie,
pero refiere casi siempre a seres humanos, y es de uso frecuentemente informal
para el término demografico mas especifico tarifa del crecimiento poblacional, y es
de uso frecuente referirse especificamente al crecimiento de la poblacién del mundo.
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4.1.2 OBJETIVO GENERAL

Resolver Ecuaciones Diferenciales en sus diferentes aplicaciones.

4.1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Aplicar las ecuaciones Diferenciales en la solucién de problemas con diferentes
aplicaciones.

2. Aplicar la Transformada de Laplace en la solucidon de problemas.

4.2 TEMA1 APLICACIONES
« ECUACION DE CONTINUIDAD
En fisica, una ecuacion de continuidad expresa una ley de conservacion de forma matematica, ya sea de

forma integral como de forma diferencial; con esta ecuacién se construyen modelos en diferentes areas del
conocimiento que dependen del tiempo dando como resultado una o varias Ecuaciones Diferenciales.

La ecuacién de continuidad determina que la Tasa de Acumulacién de una variable X en un tanque, en su forma mas
sencilla (pude ser una ciudad, un érgano humano, un banco, entre otros) es igual a la tasa de entrada menos la tasa de
salida (estas pueden ser constantes o variables), resumiendo, se tendria:

Ta = te - tS , donde:
T,:Tasa de acumulacion
t,: tasade entrada

t,: tasade salida

Ahora, asumiendo que la Tasa de Acumulaciéon de una variable es X y que la tasa de entrada en funcion del tiempo es

E (t)ylatasadesalidaesS (t), latasa de acumulacién estd dada por la siguiente ecuacién:

dx
E= E(t)—S(t)

Ejemplo: El siguiente ejemplo es tomado del libro Ecuaciones diferenciales con aplicaciones en Maple de Jaime
Escobar A. (Profesor titular de la Universidad de Antioquia).
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La concentracion de glucosa en la sangre aumenta por ingesta de comidas ricas en azlcares, si se suministra glucosa
a una razon constante R (en mg/min). Al mismo tiempo, la glucosa se transformay se elimina a una tasa proporcional
a la concentracidn presente de Glucosa. Si C(t)representa la concentracion de glucosa en un instante t, entonces
E(t)=R yS(t) = kC(t), la ecuacidén Diferencial que rige este fenémeno, dada por la ecuacion de continuidad,
es:

dc(t)
dt

e ECUACION DIFERENCIAL DE BERNOULLI

=E({)— S(£) =R — kC(t)

La ecuacidn diferencial de Bernouilli es una Ecuacidn diferencial ordinaria de Primer Orden, formulada por Jacob

Bernoulli. Esta ecuacién fue transformada, por Gottfried Leibniz en 1693 y por Johann Bernoulli en 1697, en una
1-n _ ,,1
=D

ecuacion diferencial lineal de primer orden, mediante la sustitucién, y , que se caracteriza por

adoptar la forma:
dy

TPy =0)y°

Donde P (x) y Q (x), son Funciones Continuas en un intervalo abierto:

(a, b)contenido en Re y & es un numero real cualquiera.

> Solucién General para la ecuacion de Bernoulli:

!/
a. Omitiendo los casos particulares a = O y a = 1 y dada la ecuacién y_a +
P(x .,
y(i_i) — Q(x) EcuaClon 1 se tiene que:

1 _
Al definir Z(x) = “(a—1) sy equivalente x Z = yl @ se obtienen las siguientes igualdades:
y

!

Z'(x) = ——y - 7Z'(x) =— (;’—a) (a — 1), despejando (;") se obtiene:

y® _
y* a—-1

/ ., -
x Z (.X') , por lo tanto la ecuacién 1 se puede escribir como:

Zx)+(1-a)*P(x)*Z(x) = (1 —a) xQ(x)
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Solucionando esta ecuaciéon como una Ecuacion Diferencial Lineal, se obtiene

(1—0()fQ(x)e(l‘“)fP(x)dxdx+C
e(1-a) [ P(@B)dx

Z(x) = ,C € R, Constante

b. Como: #+ Z = yl_“ , entonces,

y(a_l) =

e(l—a) [ P(x)dx a1 e—(a—l)fP(x)dx
g X) =
A=) fewetar@igy ¢ Y P = A= a) emet-olP@irgy 4 ¢

c. Lasfunciones que satisfacen la Ecuacién Diferencial se pueden calcular utilizando la ecuacion:

e [ P(x)dx

y(x) =

con C € R, y el factor integrante se puede definir en el intervalo: 0 < X < 00

» Casos Particulares de la Ecuacion de Bernoulli

Se dan dos casos particulares:
> Cuando@@ = 0

La ecuacidn se reduce a una Ecuacién Diferencial Lineal cuya solucién esta dada por:

y(x)= e~ [P@ix([ Q(x) e/ PPxdx + €

> cuando@ = 1

Se tiene una Ecuacién diferencial Lineal (Ecuacion con Variables Separables) cuya solucion esta dada por:
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Iny(x) = j[Q(x) — P(x)]dx + C

Ejercicio de Aprendizaje
Resolver la siguiente Ecuacién Diferencial:

xy' +y = x*y3 Ecuaciéon 1

. . . N L
a. Serealiza el cambio de variable, se hace Z = y y se reemplaza en la Ecuacion 1:

1

1
2 ! ! e
y:=_-2yy 7 Ecuacién

2y
b. Multiplicando la ecuacién 1 por: = se tiene:
X

2y
(xy' + y) * — . = (x y3) * — , realizando las operaciones indicadas:

2xyy’ L2y 2yxty3
X X —

Simplificando,
2 .,
2yy’ + ;yz = 2x3y* Ecuaciéon 3

C. Sustituyendo la ecuacion 2 en la ecuacion3:

zZ 2 1 23 zZ 2 2x3
—_—t k- =— D ——= 4 — = —~ » multiplicando la ecuacién por &=,
z

zZ 2 2x3
Setiene: | — = +—) * =\—=)* , realizando el producto indicado y
z Xz z

simplificando, se tiene:
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zZ — 7 = —-2x Que es Ecuacién Diferencial Lineal

d. Para resolver la Ecuacidn Diferencial anterior, se calcula, primero, el Factor Integrante tipico de la
Ecuacion de Bernoulli:

2
el P(Odx — ef —x4% — g—2Inx _ —
X

€. Resolviendo la ecuacion:

2
xiz)lz_zx3*xl2:_2x ) x%:f—Zxdxz—fodx=—2%+C1=—x2+C1

f. Deshaciendo el cambio de variable, se tiene:

—=—x24C; > z=Cyx*—x*

x2

. . . — a2
g. Teniendo en cuenta que el cambio que se realizd fue: Z = y :entonces:

1 +1
=C xz — x4 , despejando X ) se obtendrias X) = ——
y(x)z 1 y( ) y( ) ,C1x2—x4

e Operador Diferencial

Un Operador Diferencial es un operador lineal definido como una funcién del operador de diferenciacion. Ayuda, como
una cuestidon de notacion, considerar a la diferenciacién como una operacién abstracta, que acepta una funcién y
regresa otra.
Se puede dar con una variable o varias variables, acontinuacidn se analizardn cada uno de estos casos:

e Operador con una Variable

Realizar la derivada en si misma es el uso mds comun del operador, su notacidén esta

dada por:

NOTACION CARACTERISTICA
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d Se utilizan cuando se quiere hacer explicita una variable respecto a la cual se
—_ toman las derivadas ordinarias.
dx
D,
D Sélo se utiliza cuando esta clara la variable respecto a la
cual se deriva (sin necesidad de explicitarla).
n Para las derivadas de Orden Superior (Enésimas).
n pn
dxn ) X

+*» Operadores Lineales Ordinarios

La utilizacién de la notacidn Dk para la derivada k — ésima se debe al matematico Oliver Heasivide, quién
consideraba los Operadores Diferenciales Lineales de la forma:

e {£:C1(Q) - C°(Q),conQ c R}
.« {8:(HK) = XFoax(x)D*f(x),conx € R, }

Dénde:

a,(x): Funciones definidas sobree | dominio ) .
ct (ﬂ): Funciones diferenciales con continuidad en el dominio Q.

C°: Funciones continuas en el mismo dominio.

Nota: En el estudio de las Ecuaciones Diferenciales:

e laderivada simple es, como se ha dicho, un operador diferencial lineal sobre el conjunto de

funciones reales de variable real.

e Una ecuacidn diferencial ordinaria se puede expresar mediante un operador lineal en la

forma {,, = f, donde y es la funcién incognita.

v" Propiedades de los operadores diferenciales
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v' La Diferenciacién es Lineal, esto es:

D(f+g)=(Df)+(Dg), D(af) = a(Df)

f v g son funciones y a es una constante

Cualquier polinomio en D con funciones como coeficientes, es también un Operador Diferencial. También se

pueden componer operadores diferenciales con la siguiente regla:

D, 0 D,(f) = D1(D2(f))

Nota: Esta propiedad dota al conjunto de los operadores lineales, sobre un cierto espacio de funciones reales,

de estructura de espacio vectorial sobre R,y de médulo izquierdo sobre el mismo conjunto de funciones. Eso

ultimo implica a su vez que el conjunto de operadores constituyen un algebra asociativa.

@,

%+ Operadores inversos

Dado un operador diferencial lineal sobre un espacio de funciones reales de una sola variable real

con condiciones de contorno homogénea, en el que todas las funciones que intervienen son continuas, existe

un operador inverso que es un operador integral, este esta dado por la funcién de Green. En forma explicita una

Ecuacidn Diferencial de orden n sin constante, esta dada por:

e 8{y(x)} =f(x), donde y(x)eD

Cuando se da de esta forma existe un operador integral k que esta dado por la siguiente funcion:

Para lo cual se cumple que: K O Q{Z} =R ok {Z} = Z(.X'), VzeD
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4.2.1 CASO CON VARIAS VARIABLES

De igual forma, al caso de una variable, cuando se consideran derivadas respecto a variables diferentes, las
Derivadas Parciales, pueden escribirse de la siguiente forma:
an n

dx; = 0; [ — )
t u xj1..0%in Xi1.x; =01...in

9 -
ax,-_

Un operador lineal en derivadas parciales de orden n tiene la siguiente forma:
n
k
L= Z RTACILNTIO)
k=0

Nota: Uno de los operadores diferenciales mas frecuentes es el operador laplaciano, que
se expresa en coordenadas cartesianas de la siguiente forma:

% Se tomdé como referencia para estas aplicaciones: Ecuacion de cauchy-euler, por
WikiMatematica.org

4.2.2 ECUACION DIFERENCIAL EULER - CAUCHY

La misma facilidad relativa, con la que fue posible encontrar soluciones explicitas de
ecuaciones diferenciales lineales de orden superior con coeficientes constantes o
en general, no se consigue con las ecuaciones lineales con coeficientes variables. Cuando
una Ecuacién Diferencial tiene coeficientes variables, lo que se puede esperar es
encontrar una solucion en la forma de una serie infinita, pero en este caso no se realizara
de esta forma ya que la Ecuacién Diferencial que se resolvera tiene coeficientes variables
cuya solucidn puede expresarse en términos de potencia de x,sen,cos y funciones
logaritmicas.

Nota: El método de solucidon es bastante similar al de las ecuaciones con coeficientes
constantes.

La Ecuacion Diferencial de Euler - Cauchy, estd determinada en una ecuacion lineal de
la forma:
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dny dn—ly dy
1
a,x" T +a,_1x" T 1 + -+ alx—d + apgy = g(x)

Dénde los coeficientes @y, @y, _1 A1, Qg son constantes, la caracteristica de este tipo de
ecuacion es que el grado: kn,n—l,...,l,O de los coeficientes XK coincide con el orden 1 de

o dly
diferenciacion ﬁ

> Solucién Ecuacion Diferencial Euler - Cauchy

La solucion de ecuaciones de orden superior se obtiene de la misma forma; asimismo la
Ecuacién no Homogénea ax?y’’ + bxy' + cy = q(x)

Se resuelve mediante una variacién de parametros, una vez determinada la funcion

complementaria Y
.. — m ’
Se prueba una solucién de laforma Yy = X, donde M es un valor a calcular

. mx o . .
Cuando se sustituye € en una ecuacion lineal con coeficientes constantes, en forma

analoga sucedera cuando se sustituye X cada término de una ecuacidn se convierte en

un polinomio en M multiplicado por xm,

Ya que:

akxk%= axksms(m—-1)*m—-2)*..x(m—k+1)
=gm+(m—-1)x(m—-2)*..x(m—k+ 1)x™

o — A . .. . . .
Alsustituir Y = X, se da una solucién para la Ecuacién Diferencial, siempre que T

sea una solucion de la ecuacion auxiliar.

Se deben considerar 3 casos diferentes en la solucidn de la ecuacion cuadratica que se
presenta:

o Si las raices son Reales y diferentes.
o Si las raices son Reales e iguales.
e Si las raices son Complejas (las raices aparecen como un par conjugado).

Se analizaran cada uno de los casos, a partir de un ejemplo determinado:
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e Caso 1: Si las raices son Reales y diferentes.

Sean M4 Y M, raices de la ecuacidon dadaconMq F MMy entonces,
Y1 = x™ Yy Y2 = x™2 Forman un conjunto fundamental de soluciones.

4.2.3 EJEMPLO DE APRENDIZAJE

d? d
Resuelva la siguiente Ecuacion Diferencial: x2 d_x;’ + 2x d_ic] — 4-_’)7 =0

a. Se diferenciara dos veces, se obtiene:

b. Se sustituye en la Ecuacién Diferencial:

d’y
X 4 Zxd—z —4y = x*m(m— Dx™ 2 - 2xmx™ 1 —4x™ =0 =

c. Algebraicamente se tiene:

x"(m?*-3m—-4)=0

d. Factorizando:
m>*-3m—-4=(m+1)(m—-4)=0

e. Igualando cada factor a cero:
m+1=0=>m= -1
m-4=0=>m=4

f. De acuerdo con las raices, la solucién esta dada por:

y=Cix 1+ Cyx?

e Caso 2: Si las raices son Reales e iguales.
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Cuando m; = m,, se obtiene una sola solucién y = x™

Por lo tanto el discriminante de los coeficientes es cero y de la férmula cuadratica se deduce
gue las raices deben ser:

—(b-a
. 2a

Nota: se puede escribir una segunda solucién Y2 pero antes debe escribir la ecuacion de

my

cauchy en la forma estandar, esto es:

d’y b dy c
=0
dx?2 ax dx T ax? y

% Realizando las identificaciones, se tiene que:

- & [ ()i -

< Por lo tanto:
—g Inx

b
— 4Mm — 4Mm T a2Mm
y2 =X 1f ledx=>)’z—x 1jxax ldx

b b—a
Y2 = x™ fx aX a« dXx, realizando las operaciones indicadas:

_b,ba “b+ba
Yo =x™ [x & adx =y, =x™ [x « dx, simplificando:

—a _ dx
Y, =x™ [xadx =y, =x™ [x 1dx=>y2=xm1f7=>
yy =x™ Inx

% La solucién general esta dada por:
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y=0C1x™ 4+ C,x™ Inx

® TRANSFORMADA DE LAPLACE

La transformada de Laplace de una funcién f(t) definida (en ecuaciones diferenciales,
o0 en analisis matematico o en andlisis funcional) para todos los numeros positivos £ = 0,
es la funcién F(s), definida por:
+00
FO) =2 @) = [ e f o
0
Nota: Se da siempre y cuando la integral esté definida.

cuando f(t), no es una funcién sino una distribucién con una singularidad en cero (0),

esta dada por:

F(s) = L2 ()} = lim J +ooe_“f (B)dt

Notal: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se refiere a la
version unilateral.

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se define:
+ o0

Fy(s) = 2{f (D)} = j et (t)dt

— 00

Nota 3: La transformada de Laplace F(S), existe para todos los nimeros reales § >

a , donde @ es una constante que depende del comportamiento de crecimiento

de f(t),

L Es llamado el operador de la transformada de Laplace.

< Propiedades
a. Linealidad:
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L{af(t) + bg(t)} = al{f (1)} + bL{g(t)}

b. Derivacion:

LU (0} = s8{f (1)} — £(0)
&{f" (O} = s*&{f(O)} — £(0) — £'(0)

En general (para la derivacién):

) = s"e{f (O} - s"1f(0) — - = f"7D(0)

2™ @} = s"2{f (O} - ) s"f1(0)
i=1

88

c. Integracion

z{ tf(r)dr} = (7}
N

d. Dualidad:

L{tf(t)} = —F'(s)

e. Desplazamiento de la frecuencia:

L{e”f(t)} = F(s — a)
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f. Desplazamiento Temporal

L{f(t — au(t — a)} = e"F(s)
L Ue BF(s)}=f(t—a)u(t—a)

Nota: La funcién U (t) es la Funcién Escalén unitario.

g. Desplazamiento Potencia n — ésima

L{t"f(1)} = (—=1)"Dg[F(s)]

Convolucion: En matematica, el teorema de convolucidn establece que bajo
determinadas circunstancias, la Transformada de Fourier de una convolucidon es el
producto punto a punto de las transformadas. En otras palabras, la convolucién en un
dominio (por ejemplo el dominio temporal) es equivalente al producto punto a punto en
el otro dominio (es decir dominio espectral).
Sean J y 9 dos funciones cuya convolucién se expresa con f*g, (Notar que el
asterisco denota convolucion en este contexto, y no multiplicacién; a veces es utilizado
también el simbolo (&2).

Sea JF el operador de la transformada de Fourier, con lo que f[f] y f'[g] son las
transformadas de Fourier de f y g, respectivamente.
Entonces:

Ff * g = V2r(F[f]) - (Fg])

donde " indica producto punto. También puede afirmarse que:

Fip - g) = ZULx Fld
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i . - T .
Aplicando la transformada inversa de Fourier F , podemos escribir:

fxg=V2rF ' [F[f]- Flg]

Esto es un extracto del articulo Teorema de convolucion de la enciclopedia libre Wikipedia.
En Wikipedia hay disponible una lista de los autores.

Tomado de:www.cyclopaedia.es/wiki/Teorema-de-convolucion

En general: 2{f + g} = F(s)G(s)

h. Transformada de Laplace de una funcién con periodo:

p

1
L{f} = m[ e "t f(t)dt

0

i. Condiciones de Convergencia

Q etz e fe A —st : t2
: Crece mas rapido que € ", no pueden ser obtenidas por Laplace porque €

es una funcion exponencial de angulos.
e Tablas de propiedades de la transformada de Laplace

A continuacion encontrara las tablas que le permitiran resolver problemas sobre Laplace:
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Tabla de propiedades de la Transformada de Laplace

v'lu_f (f)]: al'(s) Teorema del valor imcial fim F(r}y=lim sF(s)
Lincalidad l[f;UH j':u)]= Fs)+ Fis) Teorema del vakor final fim [(6) = lim sF(x)
Desplazamiento en el tempo i[/‘(/ — Tl — r)]= e TF(x) Tiempo por una funcién o )l s dl (s)
. 1'[\'
donde F(5)=1[f(1)]
Impulso doinl=1 Y | s
P 6] ,[,w,,lz_,.{i]
a \a
Desplazamiento de frecuencia ¢l f(1)|= Fis +a) X cd"Fos
I‘ g ] ‘ 'L'-’(”]‘(“”‘ If\)
dy
if (¢ X /
Detivada f[fi‘—’] = sF(s)~ f{0) e[,/[-{ ]] = al'(as)
| dt a
i ']_T,
¢ j_“!)«‘l’ll '[%]:J‘I‘(.\')vh
i ([J.f'm‘l']= il R A '
. X g
Pares de Transformadas de Laplace
I F(s) Jw Fes)
| Impulso unitano | | (vl 1
{n-11 s
u(l) Escalon umtano ! e’ Rampa amortigusda !
X (n-l] [(;‘.l?)“
Escalon | = |
a L a (l = ~ J
5 a s{s+a)
al Ram, : ;
“ o ", l,(ul-lvt"') - :
L a” "(.x+u]
Py Exponencial 1 ! (‘ at _ ) |
sta h-a ! (s+aXs+h)
sen ox Seno ® I (b e ) 5
W ¢ —ae
s rw h-a (s+als+b)
Cos ¥ Coseno Ky 1 : 1
3 : 3 1+ (ht.' e qe™ )
8T 4@ ab a-b ss+alfs+b)
e " senex Seno amortiguado w shox @
(s+af +&’ sf -’
¢ cosan Coseno amortiguado s+a chay 5
(staf +o 5 -
" | R 2
! ’,’:, @. e ™Msenw, 1-§°1 - .
Es 1.9k b4
1-¢ 5°+28m, 5+ :
t'e™ n! | . 1-& 5
T £l " 3 3
Gray” - & e "™ sen| @, 1 =& r—arctan z s + 2,5+ 0
s
rcosoN s -w ] i - = ;’: w,;
(“_; e I I- s e ™ sen|l @, 1= 1+arcran g “(“: + 2w, +w_:)
t v ‘ s - wz{]l e " co;_(ﬁf +8) I\ esuan o’ u)_(];)h;u_—;\' 4 I R KX
2w (> +0° ) st~ sto+fi
2,‘[\'%‘. “eos(fr+6) Kesunn® complejo - K g K . ) &
(s+a —ﬁ]f (.v+(l‘rl&)"
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4.2.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

A continuacion se mostraran ejemplos de algunas de las propiedades de la transformada
de Laplace.

Los ejercicios fueron tomados de:
www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/tmad.htm

1. Determine (usando la propiedad de Linealidad):

2{4t — 3 + 2 cos (5t)}

Procedimiento
a. Utilizando la propiedad de Linealidad, se tiene:

{4t —3+2cos (5t)} =42 (t) — 32{1} + 28{cos(51)}
b. De acuerdo a la tabla de Transformadas:

42 (t) —32{1} + 28{cos(5t)} = 4}2 -3 % + 2

c. Algebraicamente (determinando el M.C.M):

s2 4+ 52

41 31+2 s 4(s®+25) —3s(s* + 25) + 2s°
s2 s Tsz4+52 s2(s2 + 25)

d. Realizando las operaciones indicadas:

4(s% 4+ 25) — 3s(s* + 25) + 25> 4s* + 100 — 35° — 755 + 25°
s2(s2 +25) B s2(s? + 25)

e. Simplificando:

4s* +100 — 3s° — 75 +2s° 100 — 755 + 45> — 5°
s2(s? + 25) B s2(s%? + 25)

f. La solucion esta dada por:

100 — 755 + 4s% — s3
s2(s? + 25)

{4t — 3+ 2 cos (5t)} =

2. Determine (Utilizando el primer Teorema de Translacion):

Actividad: Consulte los conceptos tedricos del Teorema de Translacion.
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L = {sen (2t)e3'}

Procedimiento

a. Para utilizar el primer teorema de translacién, se reconoce que:
f(t) =sen (2t) y e* = e3t
b. Entonces:
£ = {sen (2t) e3!} = L{sen (2t)}| cuandos > s — 3

c. Utilizando la tabla de transformadas , se tiene que:

L{sen (2t)}| cuandos - s — 3 = cuandos - s — 3

s% + 22
d. Reemplazando, se tiene:
2 d 3 2
—| cuando s > S —o =
s2 + 22 (s — 3)2% + 22

e. Resolviendo el polinomio y simplificando:

2 B 2 B 2
(s—3)2+22 s2—-65s+9+4 s2—6s+13

f. Por lo tanto la solucion seria:

_ 3ty _
2 = {sen (2t)e’'} Z—6s+ 13

3. Determine (Utilizando el primer la Transformada de la Derivada):

Enunciado del problema: Sabiendo que y (0) = 3 y que y'(0) = —1 , simplifique el
siguiente polinomio:

L{y"(®) +3y'(t) — 4y(t)}
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Procedimiento

a. Aplicando la propiedad de Linealidad, se tiene:

L{y"(®) + 3y’ (t) — 4y(0)} =+ {y" ()} + 3L{y' ()} — 4L{y(0)}
b. Por el teorema de la transformada de la derivada:

L{y" (O} +32{y'(®)} — 42{y(O)} = s*’L {y(®)} — sy(0) — y'(0)
c. Reemplazando los valores conocidos, se tiene:

s’2 {y([®)} — sy(0) —y'(0) = s*2{y(t)} - s(3) — (-1)
d. Ademas:
LY O} =sL{iy®)} —y(0) =sL{y(t)} -3
e. Retomando la expresién ** y reemplazando los valores:
Ly" ()} +32{y' ()} - 42{y(®)} = s’ {y(O)} - 3s + 1+ 3 (s {y(O)} — 3) — 4L {y()}
f. Algebraicamente (agrupando términos):

s28{y(®)} —3s+1+3 (s€{y(®}-3)—-48{y®)}=(s>+3s—4){y()} -3s—8

g. Por lo tanto la solucién seria:

L{y"®) +3y' (1) —4y(t)} = (s*+3s—-4) 8 {y(t)} - 358

4. Determine (Utilizando el primer la Transformada de la Integral):

o= {s@z—lm}

Procedimiento
a. Se reconoce que:
F (s) 1
s  s(s2+4)
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b. Multiplicando por S los dos miembros de la igualdad y simplificando se tiene:

F (s)

*(s) = *(s) = F(s) =

(s? + 4)

c. Aplicando el teorema de la Transformada de la Integral, se tiene:

e {5(32—14—4)} = f’l {s@z—i@} dt

d. Utilizando la tabla de Transformadas:

jotﬁ‘l {5(52—14)} dt = fot% Sen (2t)dt

e. Desarrollando la integral definida:

[4 sencanac=1[
2 e ~ 2

s(s? +4)

Sen (2t)dt = l——cos (2t) + 5 -

0 2
5 l——cos (2t) + 2] —— —cos(Zt)
f. La solucion, entonces, esta dada por:
a-1 { 1 } 1 1 20
=\ —— —CO0Ss
s(s’?+4)) 4 4

5. Determine (usando el Teorema de Convolucion):

L {ftet sen (t — a)da}
0

Procedimiento

a. Para este caso:

{jtetsen(t—a)da}:f*g
0
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Dénde: f(t) = ety g(t) = sen(t)

b. Utilizando el teorema de Convolucion, se tiene:

fo ¢! sen (t — o)do = L{F(D)} * L (g (D)

c. Pero:

200 = 2e) = 7 v B9 = Ssen() = 25

d. La solucion esta dada por:

1 1 1
X =
s—1  s2+1  (s—1)(s%2+1)

L {fot el sen (t— a)da} =

4.2.5 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Resuelva los siguientes ejercicios justificando cada uno de los procesos realizados
(recuerde se anexd la tabla de Transformadas de Laplace, la cual necesitara para el
desarrollo de los mismos):

1. Determine:

a. g1 {:Zs:} (Por la propiedad de Linealidad).

N Un {(si:)s} (Por la propiedad de Translacién).

o

c. £ {&520} (Por el teorema de la Transformada de la Integral).

Q.

. g1 {ln(;—i)} (Por el teorema de Derivada de la Transformada).

®

-1 1 } y
{s(s2+1) (Por el Teorema de Convolucion).

2. Para cada una de los siguientes conceptos de aplicacion:

- Ley de Enfriamiento de Newton.
- Ley de Absorcién de Lambert.

- Crecimientos poblacionales.

- Problemas de Dilucion.

- Vaciado de tanques.

- Aplicaciones a la Fisica.
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a. Definicion matematica concreta de cada uno de ellos.
b. Un ejemplo, desarrollado, de cada uno de ellos, justificando cada uno de los pasos realizados durante el
proceso (Si necesita apoyo solicitelo al respectivo tutor y utilice la bibliografia recomendada).

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Recuerde que: Se deben considerar 3 casos diferentes en la solucion de la
ecuacion cuadratica que se presenta en la Ecuacion de Euler - Cauchy

Si las raices son Reales y diferentes.
Si las raices son Reales e iguales.
Si las raices son Complejas (las raices aparecen como un par

conjugado).

Recuerde:

Notal: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se
refiere a la version unilateral.

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se define:

+0o
Fy(s) = 2{f()} = f e-Stf(t)dt

Nota 3: La transformada de Laplace F(S’), existe para todos los nimeros

reales S > @, donde @es wuna constante que depende del

comportamiento de crecimiento de f(t),

£ Es llamado el operador de la transformada de Laplace.
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5 PISTAS DE APRENDIZAJE

Recuerde que:
Se entiende por Ecuacién Diferencial Ordinaria aquella que tiene:

e ycomo Variable Dependiente, y
e xcomoVariable Independiente

Recuerde que:

El grado de una Ecuacion Diferencial estd dado por el exponente entero positivo de la
derivada mas alta presente en la ecuacion.

Recuerde que:

El orden de una Ecuacion Diferencial es igual al de la derivada de mas alto orden que
aparece de manera no trivial en la ecuacion, en otras palabras, la derivada de mas alto
orden determina el orden de los factores de la Ecuacion Diferencial.

Recuerde que:
El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales.

Tenga presente que:

Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda tienen un enorme
significado para la Fisica Tedrica y su estudio ha estimulado el desarrollo de muchas ideas
matematicas relevantes.

Recuerde que: Una Ecuacion Diferencial ordinaria de primer orden, se puede expresar de

dos formas:
c. Explicita:
dy
y(xo) = Yo
d. Implicita:

0, cony(xo) =1y

/(2
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Recuerde que: una Ecuacion Diferencial Homogénea de Orden Superior se presenta de
la siguiente forma:

an()Y" + a1 ()Y + -+ az(0)y" + a ()Y + ag()y = f(x)
Recuerde que: Si f(x) = 0 es una Ecuacién Diferencial Homogénea.
Recuerde que: Si f(x) # 0 es una Ecuacioén Diferencial No Homogénea
Recuerde que: Este tipo de ecuaciones tienen como solucion general la funcion:
y — emx

Recuerde que: la Ecuacion Auxiliar, para solucionar este tipo de ecuaciones
diferenciales, esta dada por:

am"*+a, m"1+. +am?+am+a,

Recuerde que: Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe
cuestionar entonces acerca del nimero minimo de soluciones independientes que generan
todas y cada una de las soluciones del sistema.

Recuerde que: Se puede afirmar que existirdan M soluciones:

Sean X1, X3, ..., X, considerando la matriz formada por estos vectores columna -
cada columna es uno de estos vectores -

x11(8) x12(8) ... x9,(F)
X(t) = x21.(t) xzz.(t) xZn.(t)
1 (®) Xn2(®) .. Xpn(®)

Recuerde que: Estas soluciones seran Linealmente Independientes en cada punto t del
intervalo: @@ < t < B Siy sélo si el determinante es diferente de CERO en ese punto. Al

Determinante de X se le llama Wronskiano de las M soluciones.

Recuerde que: Se deben considerar 3 casos diferentes en la solucién de la ecuacién
cuadratica que se presenta en la Ecuacién de Euler - Cauchy

o Si las raices son Reales y diferentes.
o Si las raices son Reales e iguales.
e Si las raices son Complejas (las raices aparecen como un par conjugado).

Recuerde:
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Notal: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se refiere
a la version unilateral.

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se define:

Fp(s) = S(f(t)} = f e St (D)dt

Nota 3: La transformada de Laplace F(S), existe para todos los numeros

reales § > @ , donde A es una constante que depende del comportamiento

de crecimiento de f(t),

L Es llamado el operador de la transformada de Laplace.
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6 GLOSARIO

Calculo: En general el término calculo (del latin calculus = piedra)! hace referencia al
resultado correspondiente a la accion de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste
en realizar las operaciones necesarias para prever el resultado de una accién previamente
concebida, o conocer las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente
conocidos.

No obstante, el uso mas comun del término calculo es el l6gico matematico. Desde esta
perspectiva, el calculo consiste en un procedimiento mecanico, o algoritmo, mediante el
cual podemos conocer las consecuencias que se derivan de unos datos previamente
conocidos debidamente formalizados y simbolizados.

Derivacion: La derivacion numérica es una técnica de analisis numérico para calcular una
aproximacion a la derivada de una funcién en un punto, utilizando los valores y propiedades
de la misma.

Integracion: La integracion es un concepto fundamental del calculo y del analisis
matematico, basicamente, una integral es una generalizacion de la suma de infinitos
sumandos, infinitamente pequefios.

El calculo integral, encuadrado en el calculo infinitesimal, es una rama de
las matematicas en el proceso de integracion o antiderivacién, es muy comudn en la
ingenieria y en la ciencia también; se utiliza principalmente para el calculo de areas y
volumenes de regiones y solidos de revolucion.

Fue usado por primera vez por cientificos como Arquimedes, René Descartes, Isaac
Newton, Gottfried Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este ultimo y los aportes de
Newton generaron el teorema fundamental del calculo integral, que propone que la
derivacion y la integracion son procesos inversos.

Ingenieria: La ingenieria es el conjunto de conocimientos y técnicas cientificas aplicadas
al desarrollo, implementacién, mantenimiento y perfeccionamiento de estructuras (tanto
fisicas como teodricas) para la resolucién de problemas que afectan la actividad cotidiana
de la sociedad.

Para ella, el estudio, conocimiento, manejo y dominio de las matematicas, la fisica y
otras ciencias es aplicado profesionalmente tanto para el desarrollo de tecnologias, como
para el manejo eficiente de recursos y/o fuerzas de la naturaleza en beneficio de la
sociedad. La ingenieria es la actividad de transformar el conocimiento en algo practico.

Otra caracteristica que define a la ingenieria es la aplicacién de los conocimientos cientificos
a la invencion o perfeccionamiento de nuevas técnicas. Esta aplicacidn se caracteriza por
usar el ingenio principalmente de una manera mas pragmatica y agil que el método
cientifico, puesto que la ingenieria, como actividad, estd limitada al tiempo y recursos
dados por el entorno en que ella se desenvuelve.
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Su estudio como campo del conocimiento estd directamente relacionado con el comienzo
de la Revolucién Industrial, constituyendo una de las actividades pilares en el desarrollo
de las sociedades modernas.

Ecuacion Diferencial: Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que
intervienen derivadas de una o mas funciones desconocidas. Dependiendo del nimero de
variables independientes respecto de las que se deriva.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden: Una ecuacion diferencial
ordinaria de primer orden es una ecuacién diferencial ordinaria donde
intervienen derivadas de primer orden respecto a una variable independiente.

Ecuaciones Diferenciales lineales con Coeficientes Constantes: La resolucion de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales se simplifica mucho si las ecuaciones
son de coeficientes constantes. En el caso de una ecuacién de primer orden la busqueda
de un factor integrante nos lleva en la mayoria de los casos a una ecuacion en derivadas
parciales. Si la ecuacion es de orden superior, a no ser que sea una ecuacion de Euler o
similar, tendremos que proponer una solucién que no viene dada, en general, por funciones
elementales.

Ecuaciones Diferenciales Lineales simultaneas: Las ecuaciones diferenciales
ordinarias simultaneas consisten en dos o mas ecuaciones con derivadas de dos o mas
funciones desconocidas de una sola variable independiente.

Ecuacion de Continuidad: En fisica, una ecuacion de continuidad expresa una ley de
conservacion de forma matematica, ya sea de forma integral como de forma diferencial.

Ley de Enfriamiento: Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su medio
ambiente no es demasiado grande, el calor transferido en la unidad de tiempo hacia el
cuerpo o desde el cuerpo por conduccion, conveccién y radiacién es aproximadamente
proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio externo.

Ley de Absorcion: En optica, la ley de Beer-Lambert, también conocida como ley de
Beer o0 ley de Beer-Lambert-Bouguer es una relacion empirica que relaciona
la absorcidén de luz con las propiedades del material atravesado.

Crecimiento Poblacional o crecimiento demografico: es el cambio en la poblacién en
un cierto plazo, y puede ser cuantificado como el cambio en el nimero de individuos en
una poblacion por unidad de tiempo para su medicidn. El término crecimiento demografico
puede referirse técnicamente a cualquier especie, pero refiere casi siempre a seres
humanos, y es de uso frecuentemente informal para el término demografico mas especifico
tarifa del crecimiento poblacional, y es de uso frecuente referirse especificamente al
crecimiento de la poblacién del mundo.
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