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1 MAPA DE LA ASIGNATURA

MATEMATICAS lI

PROPOSITO GENERAL DEL MODULO

El calculo es una herramienta de uso cotidiano en la elaboracidn de disefos y 1a implementacion y desarrollo de
proyectos, El manejo de la conceptualizacién y aplicacién de este modelo permitird un ejercicio versatil de la accidn
en las diferentes dreas del conocimiento.
El propdsite que se busca con el MATEMATICAS 1l (CALCULD DIFERENCIAL) es ¢ estudio de la derivada, su Interpre-

tacidn y su aplicacion en las diferentes dreas del conocimiento, entendiéndose |a derivada como una raxdn de

cambio,

El estudiante conocerd las diferentes téenicas para derivar funciones y su aplicacién en L solucidn y planteamiento
de situaciones problémicas. Desarrollard, asi mismo, competancias que tienen gue ver con andlisis de situaciones

donde la herramienta fundamental serd el cilculo,

Con este modulo se pretende entregar al estudiante las herramienta necesarias que le permitan desenvoliverse de

la mejor manera en todas las dreas del conccimiento,

OBJETIVO GENERAL<

Estudiar comprensivamente los elementos geométricos, algebraicos y analiticos asociados al modelo de representacion

.. de situaciones problémicas propuesto por el cdlculo en su aproximacién diferencial, identificando las caracteristicas de

este modelo con una claridad suficiente que le permitan al estudiante el desarrollc de fa habllidad y |a destreza de discre-
tizacién de situaciones problémicas de su cotidianidad que se pueden simular con este esquema de pensamiento.

"--'\
»

OBJETIVOS ESPECIFICOS

o Analizar el concepto de funcidn y sus diversas representaciones, ¢omo una aproximacion a la medelacién de situaciones
problémicas mediante el lenguaje matemdtico.

* Entender el concepto de limite y su aplicacidn como una aproximacion al estudio de la derivada,

|« Analizar los conceptos bisicos de la derivada, asi como las diversas reglas para el cdlculo y algunas aplicaciones de la misma. |

v
UNIDAD 1

Funciones
Explica fos conceptos de: funcién, notacidn
de funcidn, dominio, rango, imagen de una
funcidn, continuidad, crecimiento y decreci-
miento, tipos de funciones.
Explica las diferantes operaciones que
pueden ser realizadas con funciones; el con-
cepto de intercepto y la forma de determinas
los interceptos de una funcién,

Explica la clasificacion de las funciones, la
forma de identificar cada familia de funcio-
nes, cémo se determina su dominio, cémo se
realiza su represantacion grifica
Aplicaciones

Muestra la forma de modelar, con funciones,
diferentes situaciones que permiten solucio-
nar problemas uttlizando |as propledades de
dichas funciones.

i
N

UNIDAD 2

Limites

Realiza una descripcidn breve del concepto
de limite, desde el concepto mismo del
limite sin profundizar en su definicidn riguro-
0.

Explica Ia forma de evaluar un limite utilizan-
do las diferentes leyes, |3 forma de estimar
limites al infinito y la forma de eliminar inde-
terminaciones de I3 forma cero sobre cero
Infinito menos infinito utilizando la factoriza-
clan y 12 racionalizacion

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia Sig
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UNIDAD 3

Derivada
Explica el concepto de razdn de cambio pro-
maedio y razdn de cambio instanténeo como
una aproximacidn al concepto de derivada.
Explica fa forma de calcular la derivada de
funciones utilizando fa férmula del limite de
un cociente incremental, Explica las diferen-
tes notaciones utilizadas para la primera
derivada, asl como 13 notacion utilizada para
las derivadas de orden superior.
Explica las diferentes férmulas utilizadas
para derivas, no se realiza ninguna demostra
cidn de estas
Se explica el concepto de derivada como la
razdn de cambio instantanea de una funcidn
y se aplica este concepto para soluclonar
situaciones probiémicas de razon de cambio
en geometria, economia (Ingreso marginal,
cOSto marginal) maximaos y minimos relativos
de una funcién, puntos de Inflexidn, trazado
de curvas y miximos y minimos aplicados,

www.uniremington.edu.co
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PROPIEDADES
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2 UNIDAD 1 FUNCIONES

FUNCION

Funcion Enlace

2.1.1 MAPA CONCEPTUAL

2

1
CONCEPTO
1
la
1
DEFINICION Y NOTACION

|

r 1

Sus 'l'f
ELEMENTOS CLASIFICAN
1
en
— DOMINIO i
FUNCION
RANGO
CONTINUIDAD — LINEAL
——{ CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO —  CUADRATICA
INTERCEPTO — RACIONAL

——  IRRACIONAL

——1 EXPONENCIAL

—— LOGARITMICA
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2.1.2 OBJETIVO GENERAL

Analizar el concepto de funcidn y sus diversas representaciones, como una aproximacion a la modelacién de
situaciones problémicas mediante el lenguaje matematico.

2.1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Comprender el significado de funcién y de los conceptos de dominio y rango, crecimiento, decrecimiento
y continuidad, evaluando la funcidn para diferentes valores de la variable independiente.

e |dentificar los diferentes tipos de funciones, determinando el dominio, el rango, elaborando graficas de
algunas funciones y partiendo de ellas.

e Modelar diferentes tipos de situaciones problémicas y solucionarlas utilizando funciones.

2.2 TEMA 1: CONCEPTOS Y DEFINICIONES

CONCEPTO DE FUNCION:

Asesoriasdematematicas.com

Concepto de funcion Enlace
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Matemdtica educativa Especial de funciones Enlace

“Una funcion es una regla que describe la forma en que una cantidad depende de otra; por ejemplo, al
estudiar el movimiento, la distancia recorrida es una funcién del tiempo.”
(Stewar, Lothar, & Watson, 2001, p.130).

Se puede decir, sin entrar en detalles, que una funcidn es una expresién algebraica que indica la relacién que
existe entre dOos 0 mas variables.

En el calculo diferencial se estudian las funciones que relacionan dos variables.

TIPO DE VARIABLE ‘ ASIGNACION Otras asignaciones

Otras letras que se utilizan para la

Generalmente se le asigna la | variable independiente son:

Variable independiente >
P letra X. cuando se trata de produccidn,

t para el tiempo.

No quiere decir esto que no se le
puedan asignar otras letras, esta
letra Y. asignacion se realiza de acuerdo a los
elementos que se estén trabajando.

Por lo general se le asigna la
Variable dependiente
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I NOTACION DE FUNCION

Para indicar que la variable dependiente Y esta escrita en términos de la variable independiente X (o lo que
es lo mismo, depende de la variable independiente X), se utiliza |a siguiente notacién:

y=fx)

Que se lee: Y es una funcion de X.

Nota: también se pueden utilizar otras letras:

y=9gx), y=f2), y=ci), y=c(q)

Nota: la variable independiente es la que estd dentro del paréntesis.
B DOMINIO Y RANGO

> DOMINIO: el dominio para cualquier funcidn esta constituido por todos los valores que puede tomar

la variable independiente (X) de los numeros reales.

> RANGO: el rango para cualquier funcidn estd constituido por todos los nimeros que puede tomar la

variable dependiente (y) de los numeros reales.

Nota: al rango también se le conoce como la imagen de la funcion.
A raiz de las definiciones anteriores surge una pregunta:
¢Qué numeros o qué cantidades o qué expresiones no pertenecen a los nimeros reales?

La respuesta es que a los nimeros reales NO pertenecen (ver campo numérico):

v Ni la divisién entre cero,
v"Ni los nimeros imaginarios (raiz par de un numero negativo),

v Ni el logaritmo de nimeros negativos o de cero.

Para ampliar mds sobre estos temas puede consultar las siguientes paginas en internet:

Los siguientes enlaces corresponden a videos donde se puede ver el concepto de funcién desde otra dptica.
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FUNCIONES QUE FUNCIONAN

TV EDUCATIVA-MATEMATICAS FUNCIONES 1 Enlace

Unregistered MyperCam 2

Funciones

Por: Juan Beltran

Funciones (Parte ) Enlace
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Dominio Codominio

Funciones - Dominio y Codominio Enlace

I REPRESENTACION DE LAS FUNCIONES
Se tienen cuatro maneras posibles para representar una funcidn:

e Verbalmente: con una descripcion de palabras.
e Numéricamente: con una tabla de valores.

e Visualmente: con una gréfica.

e Algebraicamente: con una férmula explicita.

“Si una sola funcién se puede representar de las cuatro maneras, a menudo resulta Util pasar de una
representacion a otra, para adquirir un conocimiento adicional de esa funcién.” (Stewart, 1999, p.15).
Para entender mejor el concepto de funcién vy las diferentes formas de representarlas, analizaremos, a

continuacién, las siguientes situaciones conceptuales cotidianas.

Situacion 1:

Para la relacién de nota definitiva en matematicas generales y los 40 estudiantes de Contaduria Publica que
finalizaron el primer semestre en la CORPORACION UNIVESITARIA REMINGTON, determine:
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PREGUNTA

1. ¢Qué valores puede asumir la variable
nota definitiva en  matematicas
generales?

2. ¢Qué valores puede asumir la variable
estudiante?

3. éLa nota depende del estudiante o el
estudiante depende de la nota?

4. Si se llama Dominio a todos los
valores que puede tomar la variable
independiente (X), ¢cudl es el dominio
en esta situacion?

5. Si se llama Rango a todos los valores
que puede asumir la variable
dependiente (Y), ¢cudl es el rango en
este caso?

6. ¢Es posible que un estudiante tenga
dos o mas notas diferentes en
matematicas generales?

7. éEs posible que una misma nota
corresponda a dos o mas estudiantes
diferentes?

MATEMATICAS Il
TRASVERSAL

SOLUCION

Cualquier ntimero entre 0 y5

| 15

Cualquier namero entero entre 1 y 40.

a. Lanota depende del estudiante, ya que si conozco el
nombre del estudiante puedo saber cual es su nota
mirando en la planilla.

b. Pero si lo tomamos al revés, conociendo una nota, no
puedo saber a qué estudiante pertenece, por ejemplo, la
nota 3.5 ¢a qué estudiante pertenece? La respuesta es que
la pueden tener varios estudiantes.

Si se asume que en un saldon hay 40 estudiantes entonces el
dominio corresponde a todos los nimeros enteros entre 1y 40, es
decir:

Dom x € [1, 40]

El rango corresponde al valor de todas las notas que puede
obtener un estudiante, es decir, cualquier nimero entre 0 y 5:

Rangoy € [0,5]

No es posible, ya que la nota en Matemadticas y en cualquier
materia es Unica.

Si, es posible, ya que, puede suceder que dos o mas estudiantes
tengan la misma nota de 5.0 o 3.0, o 2.5, o cualquier otra nota
igual.
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Situacion 2:

En una fabrica se tiene que hay en total 835 empleados, los sueldos que se pagan mensualmente oscilan entre
1y 12 salarios minimos legales.

PREGUNTA SOLUCION

1. ¢Cudles variables se relacionan en esta situacion ~ Variable independiente: empleado.

problémica? Variable dependiente: salario del empleado.

2. iEs posible que un empleado tenga dos o mds No es posible, porque a ninguna persona le pagan dos
sueldos diferentes? ¢ Por qué? 0 mas veces por realizar el mismo trabajo.

Si, es posible que un mismo sueldo corresponda a dos

3. ¢Es posible que un mismo sueldo corresponda a , o
o mas empleados, porque pueden desempefiar la

dos o mas empleados diferentes? éPor qué?

misma labor.
4. iCudl es la variable dependiente? Salario o sueldo de cada empleado.
5. éCual es la variable independiente? Empleado o trabajador.

6. s Cual es el dominio? Cualquier numero entero entre cero y 835, son 835
. ¢ 4 .
trabajadores.

Cualquier nimero entre 1 y 12 salarios minimos, el

7. éCual es el rango? , .
numero puede ser decimal o entero.
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La siguiente es una adaptacién de una situacion planteada por los autores (Uribe & Ortiz, No especificado, p.169)

En cierto pais el costo del correo se rige por la siguiente tabla

Peso en gramos Costo

Hasta 20 g

Entre20gy 50 g

Entre50gy 110 g

Entre 100 gy 250 g

Entre 250 gy 500 g

Entre 500 gy 1000 g

Entre 1000 gy 2000 g

U.S.$0.20
U.S.$0.26
U.S.$0.39
U.S.$0.85
U.S.$1.70
U.S.$2.35

U.S.$3.20

Carlos y Manuela le escriben a sus amigos José, Natalia, Lina y Sebastian. La carta de José pesa 15 g, la de Natalia
pesa 85 g, la de Lina 90 g y la de Sebastian pesa 525 g. Contesta:

1. ¢ Cudnto cuesta poner cada carta?

La carta de José cuesta U.S. $ 0.20
La carta de Natalia cuesta U.S. $ 0.39.
La carta de Lina cuesta U.S. $ 0.39.

La carta de Sebastian cuesta U.S. $ 2.35.

2. ¢Es posible que a dos cartas les corresponda el
mismo valor?

Si, es posible. Lo podemos ver con las cartas de
Natalia y Lina, ya que ambas cuestan U.S S 0.39
aunque tienen diferentes pesos.

3. éA una misma carta le puede corresponder costos
distintos?

No es posible, ya que no seria légico pagar dos veces
por una misma carta.

4. iCual de las dos siguientes afirmaciones es
correcta? Justifica:

a. El peso de la carta depende del costo de la
misma.

El costo de una carta depende de su peso, ya que
como lo podemos ver en la tabla, la tarifa para el
costo de cada carta esta dada en términos de su peso.
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b. El costo de la carta depende del peso de la
misma.

5. ¢Qué valores puede asumir la variable costo de
envio?

Cualquier valor entre U.S. $0.20y U.S. $ 3.20.

Cualquier valor entre 0 g y 2000 g, obviamente cero
gramos no seria un valor que se incluya, ya que,

6. éQué valores puede asumir la variable peso de la corresponde a no enviar una carta, y usted no pagaria
carta? por no enviar una carta.

Entonces, la respuesta correcta es: de cero gramos en
adelante (sin incluir el cero) hasta 2000 gramos.

Situacion 4:

La siguiente situacién es una adaptacién de una de las experiencias de los autores (Uribe & Ortiz, No

especificado, p.170)

Carlos tiene una lamina rectangular de carton de 30 cm de largo por 20 cm de ancho. Recorta cuadrados de lado
X cm en las cuatro esquinas para construir una caja sin tapa, como lo muestra la secuencia en la figura 1

siguiente:

x | 30-2Zx | x
| x x
20 cm |
‘ 20 - Zx
x x
30 em ——
X X
30 -2Zx |
N D x
T i T =
! || zo-2x - 20-2x
1 | -
— 3D0-2Zx

Figura 1: Disefio de una caja

(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 11 de 2011)
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De la grafica se puede ver que:

DIMENSIONES DE LA CAJA

ALTO X cm
ANCHO 30 —2xcm
LARGO 20— 2xcm

Contesta las siguientes preguntas:
1. ¢Cudl es la expresion para el volumen de la caja?

Solucion:

El volumen de la caja se obtiene multiplicando entre si las 3 dimensiones, esto es:

Volumen = alto * ancho * largo

Sea: V(X) el volumen.

Tenemos que:

v(x) = x (30 — 2x) = (20 — 2x)

Efectuando las multiplicaciones correspondientes y reduciendo términos semejantes:
v(x) = (30x — 2x?%) = (20 — 2x)
v(x) = 600x — 60x% — 40x?% — 4x3

El volumen seria (en este caso depende del valor de x):

v(x) = 4x3 — 100x% + 600x cm?
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2. ¢Qué variables intervienen en esta situacion problémica?
Solucién:
Intervienen diferentes variables que son:

e Altura, ancho, largo y volumen de la caja.
e Ellargo, el ancho y el volumen de la caja dependen de la altura de la caja.
e También podemos ver que el volumen depende del ancho, el largo y la altura de la caja.

Observando la funcidn anterior, podemos afirmar que el volumen depende de la altura de la caja.
Las variables de la situacion problémica son:
Variable independiente: altura de la caja (o lado del cuadrado a quitar).
Variable dependiente: volumen de la caja.
a. ¢Cudl eslavariable independiente?
Altura de la caja.
b. ¢Cual esla variable dependiente?
Volumen de la caja.
c. ¢Cudl es el dominio?
Procedimiento para determinar el dominio:
Realicemos la siguiente tabla en Excel.

Plantilla para determinar el dominio y el rango de la funcion:
v(x) = 4x3 — 100x? + 600x cm3

En la columna valor de X ingresamos NUMeros positivos, en este caso, nUmeros del cero al veinte.

En la columna correspondiente a v(x) se escribe la férmula para el volumen.
=4*A2/"3-100*A2/2+600*A2.

Desplegando se obtiene la informacion de la tabla.
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A B
Valor de x | Valor de v(x)
0 0
1 504
2 832
3 1008
4 1056
5 1000
6 864
7 672
8 448
9 216
10 0
11 -176
12 -288
13 -312
14 -224
15 0
16 384
17 952
18 1728
19 2736
20 4000

Solucion:

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: el dominio consiste en todos los valores que puede asumir la variable independiente,
es decir la x.
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Para este caso particular, se debe dar valores a x que permitan que se pueda fabricar una caja con la ldmina de
cartén de 30 cm por 20 cm.

No sobra indicar que:

e Con una de las dimensiones igual a cero, no puede haber caja, y
e No es posible construir una caja con dimensiones negativas, es decir, la altura, el largo y el ancho de la
caja solo pueden asumir valores positivos.

Para contestar esta pregunta observemos los resultados de la plantilla en Excel, dando valores a X y observando
que valores toma v(x).

Se puede ver que para X =0, se obtiene v(x) =0, porlotanto, X = 0 no pertenece al dominio de v(x).
También se observa que el V(X) es positivo:
Desde X =1hastax =9,

Nota:enX =0yenx=10- v(x) = 0.

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tenga presente: no puede suceder que una de las dimensiones de |a caja sea negativa.

Tomemos algunos valores entre 15y 20 y reemplacemos en cada una de las dimensiones de la caja:
Se puede ver que si x = 16:

El alto de la caja seria: x = 16 cm

El ancho de lacajaseria: 30 —2x =30—-2%16 =30 —32 = —2cm

El largo de lacajaseria: 20 —2x =20 —-2*16 =20—-32=—-12cm

Esto sucede si se toman valores de 16 en adelante.

Actividad: Reemplaza y verifica lo que ocurre con 17, 18, 19 y 20. Completa cada uno de los esquemas:
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e SepuedeverquesiX=17:

El alto de la caja seria: x = 17cm=
El ancho de la caja seria: 30 — 2x =

El largo de la caja seria: 20 — 2x =
e SepuedeverquesiX=18:
El alto de la caja seria: x = 18cm=

El ancho de la caja seria: 30 — 2x =

El largo de la caja seria: 20 — 2x =
e SepuedeverquesiX=19:
El alto de la caja seria: x = 19cm=

El ancho de la caja seria: 30 — 2x =
El largo de la caja seria: 20 — 2x =
e Sepuede ver que si X = 20:
El alto de la caja seria: x = 20cm=
El ancho de la caja seria: 30 — 2x =
El largo de la caja seria: 20 — 2x =
Nota: las dimensiones negativas no son permitidas.

Por lo tanto el dominio de v(x) es: X € (0, 10)

El paréntesis quiere decir que no se incluyen los extremos (es un intervalo abierto en ambos extremos), en este
caso ni el valor x = 0 ni el valor x = 10, pero si los valores de x, de cero en adelante, hasta el 10 sin incluir el 10.

d. ¢Cudlesel rango?

Solucion:
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Traer a la memoria: el rango consiste en todos los valores que puede asumir la variable dependiente.

En este caso la variable dependiente es el volumen de la caja v(x)
Recuerde que: el volumen de la caja no puede ser ni cero ni negativo.

Para determinar el dominio y el rango utilizando el Excel:

Para el rango observe la columna correspondiente a V(X) para los valores de X entre 0 y 10, podemos ver que
V(X) toma valores desde 0 hasta 1056 y luego vuelve a llegar a 0, por lo tanto el Rango: y € (0,1056]

Nota: el corchete en un intervalo quiere decir que se incluye el extremo (intervalo cerrado en dicho extremo),
es decir, el volumen puede alcanzar los 1056 cm3.

e. ¢Elvolumen depende del tamafio del cuadrado a quitar o el tamafo del cuadrado a quitar depende del
volumen? Justifique.

Solucidén:

Se puede ver que el volumen depende del tamafio del cuadrado a quitar, ya que dependiendo de este la altura,
el largo aumenta o disminuye, lo mismo sucede con el volumen.

Situacion 5:
Un mayorista tiene la siguiente promocién del dia:
Vende pifias a 2000 pesos la unidad y ofrece un descuento de 10 pesos por pifia comprada.

Contesta las siguientes preguntas.
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PREGUNTAS SOLUCION

1. Si vende una pifia ¢ Cudl es su ingreso?

2. Si vende dos pifias ¢Cual es su ingreso?

3. Si vende 10 pifas ¢Cual es su ingreso? ¢Cudl es el
precio de venta de cada pifia?

4, iQué variables intervienen en la situacidn

problémica?

5. éCual es la variable dependiente?

6. ¢Cual es la variable independiente?

7. éiEs posible representar esta situacion problémica
utilizando un modelo?

8. Encuentre un modelo o expresiéon matematica que
represente el ingreso del mayorista.

Precio = 2000 — 10(1) = 1990.
Ingreso = 1990(1) =1990.

Precio = 2000 — 10(2) = 1980. Pesos.
Ingreso = 1980(2) = 3960 pesos.

Precio = 2000 — 10(10) = 1900.

Ingreso = 1900(10) = 19000 pesos.

Sea (: Numero de pifias vendidas.

Seay=Tr (q): Ingreso obtenido por la venta de las
q pifias.

Ingreso obtenido por la venta de ] pifias.

Cantidad (] de pifias vendidas.

Si.

Para construir la funcién de ingreso en la venta de la
g pifas, tenga en cuenta que:
Ingreso (1) = precio de venta (PV) multiplicado (*)
por la cantidad vendida (CV).

I =PV xCV
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En la siguiente tabla se observa mejor la construccién de la funcién de ingreso para la venta de (] pifias.

1 2000 - 10(1) [2000 - 10(1)]*1
2 2000 - 10(2) [2000 - 10(2)]*2
3 2000 —10(3) [2000 —10(3)]*3
4 2000 - 10(4) [2000 - 10(4)]1*4
Q 2000 —10q (2000 — 10q)*q

Como Y = r (q) es el ingreso obtenido al vender q pifias:
r(q) = (2000 — 10q)q = 2000q — 104>
r(q) = 2000q — 10g>

Para contestar las preguntas 9, 10, 11y 12 se hace la siguiente plantilla en Excel.

Cantidad vendida Ingreso obtenido
0 0
10 19000
20 36000
30 51000
40 64000
50 75000
60 84000
70 91000
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80 96000
90 99000
100 100000
110 99000
120 96000
130 91000
140 84000
150 75000
160 64000
170 51000
180 36000
190 19000
200 0

210 -21000
220 -44000
230 -69000
240 -96000
250 -125000
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PREGUNTA SOLUCION

Cuando vende 100 pifias, ya que de esta

¢Bajo qué condiciones es esta promocién

9 . manera su ingreso es de 100.000 pesos y es

rentable para el mayorista? C
el maximo ingreso que puede obtener.

o . - . ., Cuando vende 100 pinas a un precio de 1000
éBajo qué condiciones el mayorista obtendra . (.

10 ol MAximo ingreso? pesos cada una, con un ingreso maximo de

greso: 100.000 pesos.
11 ¢Cudl es el domino de la expresién anterior? Dom. q € [0,200]
12 éCudl es el rango de la expresidn anterior? y €[0,100000]

Nota: después de analizar las situaciones problémicas anteriores aparecen algunos conceptos en los que se
debe formalizar y profundizar; tales conceptos son:

e Imagen de una funcion.

e Tipos de funciones y su clasificacién.
e Determinacidn del dominio.

e Grafica de las funciones.

Imagen de una funcidn. Consiste en reemplazar en la funcién a X por el valor indicado y obtener la respectiva

Ejemplo 1:
Si y=f(x):4x—3x2—6

alle: (1), F(=2), £(0), [F&)

Solucion
e (Calculo de f(l):

Cundo se pide hallar f(l) , se pide determinar el valorde Y, cuando X = 1 esto es:
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cuandox =1, y=f(1)=4(1)-3(1)> -6=4-3—-6=-5
Interpretando el resultado, tenemos:

f(l) = —5, implica que si:

x =1,entonces y = —5

e (Calculo de f(—Z):

Cuandox = =2, y = f(—Z) = 4-(—2) - 3(—2)2 -6 =
—-8—-12-6=-26

f(=2) = —26 quiere decir que si:

x = —2 entonces y = —26

® (Calculo de f(O):

Cuandox =0, y = f(0) =4(0) —3(0)2—-6=0—-0—6=—6

Entonces f(0) = —6, quiere decir que si:

x = 0 entoncesy = —6

® (Cilculo def.:
2
cosex B, < B B -2 () e

8 12 8+3-12+x1-6+x9 24-12-54 42 14

3 9 N 9 9 9 3
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Entonces, si:

B 2 B 14
*=3 Y=3
Ejemplo 2:
s, y=fm)= ;‘;—‘11
Hatlar: (1), f(=1), f(4), f(E3)
Solucidn:
1-4 3 3
D=2
1-4 5 5
cfED =57 =5="%
PISTAS DE APRENDIZAJE @
Traer a la memoria:

Tener en cuenta: |a division entre cero no pertenece a ninglin campo numeérico, por lo tanto, menos uno (-1)
no pertenece al dominio de la funcion (x = -1 no pertenece al dominio de f(x)).

-t
=4 -7 7
* f(B=5a=%72

Ejemplo3:

Si, Y = g(x) = \/m
HaIIar:g(].O), g(O), 9(5)» g-
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Solucion

e g(10)=V10—6=+v4 =2
e g(0)=vV0-6=+v-6

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tenga presente: |a raiz par de un nimero negativo no pertenece a los numeros reales, por lo tanto, x=0no
pertenece al dominio del modelo matematico.

e g(5) =V5—6=+v—1(Raiz par de un nimero negativo), por lo tanto,

x = 5 no pertenece al dominio de la funcion.

. J@-v-6=+V2=1,414213562 ...

Enlaces evaluacidn de funciones:

Videos FMAT - Evaluacion de Funciones [1/7] Enlace
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Videos FMAT - Evaluacién de Funciones [2/7] Enlace

Videos FMAT - Evaluacién de Funciones [5/7] Enlace
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Videos FMAT - Evaluacion de Funciones [7/7] Enlace
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Intercepto en X

InterceptoenyY

Interceptos en x y precalculo 01.072 Enlace
Un intercepto es un punto donde la gréfica de la funcidn corta cada uno de los ejes.

Para obtenerlos se procede de la siguiente forma:

1. Lasintersecciones con el eje X (silos hay) se obtienen haciendo Y = 0 y despejando la X.

Nota: a partir de una gréfica las intersecciones con el eje X corresponden a los puntos donde la grafica corta

el eje X.

2. Llasintersecciones con el eje Y (silos hay) se obtienen haciendo X = 0 y despejando la Y.

Nota: a partir de una grafica, las intersecciones con el eje Y son los puntos donde la grafica corta el eje Y.

NOTA:

Si al buscar las intersecciones con los ejes se presenta una de las siguientes situaciones, quiere decir, que en
ese caso no hay intersecciones con el respectivo eje.
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La ecuacidn no tiene solucion.

Una igualdad falsa.

Raiz par de un numero negativo.
Divisidn entre cero.

Cualquier expresion falsa.
Logaritmo de un numero negativo.

Un exponencial igualado a cero.

2.2.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determine las intersecciones con los ejes de cada una de las siguientes funciones.

1. Determine los interceptos de la funcion:
y=f(x)=x*-7x+6
Procedimiento:

d. Para encontrar el intercepto con el eje X, se hace y = 0

Siy = 0, entonces:
0= xz —7x + 6, que se puede escribir también x2 —7x+6=0

b. se despeja x:

Nota: como es una ecuacién cuadratica se procede a solucionar, bien sea, factorizando o utilizando la férmula
general.

Factorizando:
x2-7x4+6=0->(x—6)x(x—1)=0

C. Seiguala cada factor a 0 y se despeja X:

O x—6=0-x=6 querepresenta el punto (6,0) enel plano cartesiano.
o x—1=0-x=1querepresenta el punto (1,0) en el plano cartesiano.

Solucion:
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Las coordenadas de estos interceptos son: (1, 0) y (6, 0)
d. Para encontrar el intercepto con el eje Y, se hace X = 0
six =0
y=f(0)=(0)*-70)+6=6
Por lo tanto, este punto tiene coordenadas: (0, 6)

Actividad: realiza la grafica utilizando los interceptos encontrados, recuerda que es una funcion cuadratica:
¢ queé tipo de curva obtienes?

2. Halle los interceptos de la funcidn:

y=f(x)=5x+3

Procedimiento

a. Intercepto con el eje X:se hace Y = 0

si, ,=0,0=5x+3 -5x+3=0

oll

Despejando X:
3
X =——=
5
3
c. Lascoordenadas del intercepto: | — E ) 0

d. Intercepto con el eje Y: se hace X = 0
Si,x=0, y=5(0)+3=3

e. Lascoordenadas del intercepto: (0, 3)

f. Su gréfica seria:
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3. Hallelos interceptos de la funcidn:

y = h(t) = V5t —10
Procedimiento

a. Conelejet, eneste caso la coordenada (eje X): se hacey = 0

Si, y=0-0=+v5t—-10->+V5t—10=0

b. Seelimina la raiz:

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Traer a la memoria: para destruir la raiz cuadrada se eleva, en ambos lados de la ecuacion, al cuadrado:
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(5t — 10)% = 02

Eliminando la raiz, tenemos:
5t—10=0
c. Despejando t:
10
5t=10—)t=?—>t=2

d. Elintercepto seria el punto: (2, 0)

e. Elintercepto conelejeY:sehacex =0

s,x=0-y=,5(0)—10

y =V —10 : Esta raiz no existe en los nimeros Reales, por lo tanto, no hay
intercepto con el eje y.

4. Halle los interceptos de la funcién:

6x + 2
x24+6x+5

y=fx) =

Procedimiento

d. Se halla el intercepto con el eje Y: se hace X = 0

Si, X = O, entonces:

6(0) + 2 2
= - = —
Y=o tr60)+5 2”5

2

La coordenada del intercepto con el eje Y seria: (O, E)

b. sehallael intercepto con el eje X: se hace Y = 0

Siy = 0, entonces:

6x+2 6x+2

= - =
x2+6x+5 x2+6x+5
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C. Multiplicando la ecuacidn resultante por: xz + 6x + 5 gueda:

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: si se multiplican los miembros de una igualdad por una misma cantidad, la igualdad se
conserva:

6x + 2

2 _ 2
x2+6x+5)*(x +6x+5)=(0)*x“+6x+5

(

d. Simplificando en el primer miembro y multiplicando por cero en el segundo, tenemos:
6x+2=0
€. Despejando X:

2 1
6X+2=0-6x=-2>x=———>x=—=
X — 0X - X 6—>x 3

1
La coordenada del intercepto con el eje X seria: (— 5 , 0)

5. Halle los interceptos de la funcién:
— — 22x—-1
y=fx)=2
Procedimiento:

d. Se halla el intercepto con el eje Y: se hace X = 0

1
— 22*0—1 — 2—1 —
Y 2

1
El intercepto con el eje Y es el punto de coordenadas: (0, —)
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b. sehallael intercepto con el eje X: se hace Y = 0

22x—1 =0

Esta ecuacién no tiene solucién, ya que un exponente nunca es igual a cero.

6. Halle los interceptos de la funcidn:

y=g(x) = log 38

Procedimiento

d. Se halla el intercepto con el eje Y: se hace X = 0

1
y=10g3°8 =log38 = log 38

PISTAS DE APRENDIZAJE @
7~ N
Traer a la memoria: U

Tenga presente: el logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos el

logaritmo del denominador: log( g') = logA = logB

\ y

De acuerdo a la anterior propiedad, tenemos que:

1 8
log§=logl—lo‘93
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PISTAS DE APRENDIZAJE @
7~ N
Traer a la memoria: U

Traer a la memoria:

1. Ellogaritmo de len cualquier base es igual a C€ro0:

log,1 =0, conaeR, # de 0ydeniumeronegativo.

2. Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente de la potencia por el logaritmo de la
base de la potencia:

. WV

Con las propiedades anteriores tenemos entonces:

1
log §=log1—10938=0—81093=—81093
Calculando: Iog 3=0.4771212...
—8log 3=-8%*0.4771212 = - 3.816969696...

El intercepto con el eje Y es el punto de coordenadas. (0, -3. 8169696)

d. Se halla el intercepto con el eje X: sehace Y = 0

0=1log3* 8 >log3*8=0
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PISTAS DE APRENDIZAJE

1
Traer a la memoria:
Tener en cuenta: la logaritmacion es el proceso inverso de la potenciacion, por lo tanto, una
potencia se puede expresar en funciéon de un logaritmo o viceversa:
\ S
Ejemplo: 23 =8¢ 10928 =3
Utilizando esta definicién o aplicando exponencial en ambos lados de la ecuacidn, tenemos:
x2-8 0 _ plog3* 8
log 3 =0-3"=3"9
PISTAS DE APRENDIZAJE
. i
Traer a la memoria:
Tenga presente:
30 =
x%-8
31093 —x2—-8
2
x“-8
Ya que: 31993" 77 = (x2 — 8) x 3093 y
31093 -1
i J
Entonces, la ecuacion queda:
x2-8=1

Igualando a 0, tenemos:

Factorizando:
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x+3)x(x—3)=0
Se iguala cada factor a 0:
x+3=0->x=-3
x—3=0-x=3
Solucion: las coordenadas de estos interceptos con el eje X son:

(=3,0) y (3,0)

d. Su grafica seria:

I I I | 1
= ‘1 o 1 z
=X
B . i
— — 2+, -+ e
., Py
B . - i
= "'\-\.\_ .-__.- -
e -
| — —3 4 - —3 —
— T
[ = —1 0 1 F=
1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1

Nota: se observa en la grafica claramente el intercepto con el eje Y, prolongando la grafica también se notaran

los cortes o interceptos con el eje X.
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P ) o01/519

2.1.3 continuidad de una funcion Enlace

Se dice que una funcién es continua en todo su dominio, cuando se puede recorrer toda la grafica sin tener que
levantar la mano, cuando no hay huecos o espacios entre sus graficas, si algo de esto se llega a presentar se
dice que la funcién es discontinua.

La funciony = f(.X') mostrada en la figura 2 €S continua, porque podemos recorrer toda su grafica sin
necesidad de levantar la mano.

La funciony = g(X) mostrada en la figura 3 es discontinua (no es continua), porque al recorrer su
grafica hay que levantar la mano para continuar, o porque hay un espacio entre sus graficas. Esta funcién es

discontinua en el punto X 1.

Para indicar puntos de discontinuidad se debe nombrar la X del punto.

S~

w=TC=]

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co



https://www.youtube.com/watch?v=wuAdn84VSoc
https://www.youtube.com/watch?v=wuAdn84VSoc

UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 45

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
KES. 2641 MEN JUNID 21 DE 199 TRASVERSAL
Figura 2. Funcion continua
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
=
- |
WEZL
I ==
=1

Figura 3. Funcion discontinua.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

e Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento de una funcion:

Funciones Matemdticas Enlace

o CRECIMIENTO: se dice que una funcidn es creciente cuando al aumentar la X, la'y también aumenta (o

viceversa).
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o DECRECIMIENTO: se dice que una funcién es decreciente cuando al aumentar la X, la Y disminuye (o

viceversa).

Entiéndase por X a la variable independiente, entiéndase por Y a la variable dependiente.

X T =Y T (aumentan las dos)
FUNCION CRECIENTE o
X | =Y | (disminuyen las dos)

Funcién decreciente:

X 1T —-Y | (creceX, decrece?Y)
FUNCION DECRECIENTE o
X |l =Y T (decrece X, creceY

Graficamente puede determinarse facilmente si una funcion es creciente o decreciente, recorriendo la grafica
de la funcién de izquierda a derecha, sila sensacion es que se sube por la gréfica, quiere decir que en este tramo
la funcidn es creciente, y si la sensacion es de bajada, quiere decir que en este tramo la funcidn es decreciente.

Para determinar intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento siempre se toma como limites del

intervalo el valor de X del punto y los intervalos pueden ser abiertos o cerrados.

Para la figura 4 se tiene que los intervalos de crecimiento y de decrecimiento son:

o~ Crecimiento: X € (—00, x1) y (le + OO)
~ Decrecimiento: X € (xl,xz)

(X1,Y1) .

Y=F (X)

(X2,Y2)
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Figura 4. Crecimiento y decrecimiento de una funcion
(Autor. Elkin Ceballos Gémez).

FUNCIONES
Crecimiento y decrecimiento

VIDEO 1

Funciones: crecimiento y decrecimiento Enlace

D OPERACIONES CON FUNCIONES

Este tema también recibe el nombre de: ALGEBRA DE FUNCIONES:

Dadas dos funciones f "8 se pueden combinar para formar nuevas funciones asi:
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e Suma de funciones (f + g)(x) — f(x) + g(x)
e Resta (diferencia) de funciones (f _ g) (.X.') — f(x) _ g(x)
e Producto de funciones (f % g) (x) — f(x) " g(x)

e Cociente de funciones (f/g) (x) = f(x) /g (x)

La funcién compuesta de f Y 8 se denota comof O ( vy se define como:

(fog)(x) = flg(x)
e Funcién compuesta o composicién de funciones
o (fog)(x) = flg(x)
o (gofHx)=g(f(x)

nota: (f 0 g)(x) # (g o f)(x)
2.2.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1Lsif(x)=2x*-3x+1 y gx)=4x-3
a. f(x) + g(x):

Procedimiento

Se coloca un polinomio a continuacién del otro (precedidos del signo mas +) y se eliminan los
paréntesis:

- frt@ =f(x)+gx)=2x*-3x+1+(4x—3) =

2x2—-Bx+1+4x -3
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Se reducen términos semejantes:

f+g9)(x)=2x*+x—-2

2. sif(x)=3x*-1y gx) =7x—9
a. Halle: f(x) + g(x):

Procedimiento

Se coloca un polinomio a continuacidon del otro (precedidos del signo mas +), se eliminan los paréntesis:

F+g@x)=fx)+gx)=3x>—-1+((7x—9)=3x>*—-1+7x—-9

Se reducen términos semejantes:
f+9)x)=3x>—-1+7x—9
f+9)(x)=3x*+7x—10
3.5if(x) =5x+3 y g(x) = x?
Halle:
a.(f — g)(x),
b.(f * g)(x),

c. (%) @

Procedimiento

a. (f —g)(x):

Se coloca el minuendo y a continuacién el sustraendo precedido del sigho menos, se eliminan
paréntesis:

F-9x) = f(x)—gx) = 5x+3— (x%) =5x+3 — x2

Se reducen términos semejantes y se ordena el polinomio en forma descendente:
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f(x)—gx)= —x*+5x+3
b. (f * g)(x):

Se indica en forma de producto:
(f*g9)(x) = f(x) » g(x) = (5x + 3) *(x®)
Se aplica la propiedad distributiva de la multiplicacién y se reducen términos semejantes (si existen).
f(x) x g(x) = (5x + 3) = (x?) = 5x3 + 3x2
f(x) x g(x) = 5x3 + 3x?
9
c. @)

Se indica en forma de cociente o de fraccion (division) :

G N
- a/Hw =L = =

Se factoriza el numerador y el denominador de la fraccion (si es posible) y luego se simplifica si es del

caso.
En este ejercicio no es posible factorizar, por lo tanto queda:

g P
@/INW =15= 53

4.Sif(x)=x* y glx) =x-3

Halle las funciones compuestas:

a. (f o g)(x):

Procedimiento

(fog)(x) =f(gx) =f(x—3)=[(x—3)>
b. (g o f)(x):

Procedimiento
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a. (go N =g(f(x) =g@®) = (x*) -3 =x*-3

P » ) o00/6E2

Tutorias en Matemdticas- Operaciones con Funciones Enlace

Tutorias en Matemdticas- Operaciones con Funciones 2 Enlace
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Dede) by puone) ’f(x):%‘% y §6)=3:12 alwdy fm‘ 7 30{

» bl W) ooy

Composicion de funciones Enlace

2.2.3 TALLER DE ENTRENAMIENTO

1. En una fabrica hay en total 352 empleados, los sueldos que se pagan mensualmente oscilan entre 1y
8.5 salarios minimos legales. Estudie la relacidn que existe entre los trabajadores y el salario mensual
de cada uno de ellos, para ello determine:

a. Variable independiente
b. Variable dependiente
c. Dominio
d. Rango
x2
son3, 5, 7, 8 ylafunciénes f (x) = 2 , encuentre los respectivos valores de

ll ”

2. Silos valores de

y” (Coloque en el paréntesis la letra correspondiente).

VALORES DE X VALORES DE f(x)
a 3 () 3
b. 5 ( ) 32
¢ 7 () .
d. 8 () 2
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3. Determine los interceptos de las siguientes funciones:

FUNCIONES INTERCEPTOS

INTERCEPTO EJE Y: (0, —4)
2
INTERCEPTOS EJE X: (—2,0) y (E' 0)

2
f(x)=5x> +8x—4 Realiza el célculo y responde:

Si No éPor qué?

Justifique su respuesta

INTERCEPTO EJE Y: (0,0)

INTERCEPTOS EJE X: (0,0) y (4,0)

g(x) = +/20x — 5x? Realiza el calculo y responde:

Si No éPor qué?

Justifique su respuesta

Realiza el calculo correspondiente y encuentra:
h(x)=2*"* INTERCEPTO(s) EJE Y:

INTERCEPTO(s) EJE X:

Realiza el calculo correspondiente y encuentra:
2

i(x)= w INTERCEPTO(s) EJE Y:
X +9

INTERCEPTO(s) EJE X:

4. Para las siguientes funciones realice las operaciones indicadas
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f(x)=5x*—-3x+4 y gx)=2x*-"7x

OPERACIONES DESARROLLO OPERACIONES Y SOLUCION

f —9)(x)

a

b. (f * )

. H)oOr-9@
d. (f 0 9) (%)

5. Enlafigura 5 se observa la grafica de una funcién f (x)
Y

'3

N1

$-2

Figura 5. Grdfica de una funcion f (X)

(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 12 de 2011)
Teniendo en cuenta la figura 5, determine:

a. Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
b. Las coordenadas de los interceptos con una cifra decimal.
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c. Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.
d. Indique sila funcidn es continua o discontinua, explique.

2.3 TEMA 2 : CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES

Se trataran los siguientes temas: Identificar el tipo de funcién, determinar su dominio, representar graficamente
la funcién (utilizando alguna aplicacidn en linea), determinar intervalos de decrecimiento e intervalos de
crecimiento y determinar continuidad y discontinuidad de funciones (Observando la grafica).

FUNCION POLINOMICA
Una funcidn polindmica es toda funcién de la forma:

y=f(x)=ax"+a _X"'+----+ax+a,
Se identifica porque:

e No tiene variable en logaritmos,

e No tiene variable en el denominador,
e No tiene variable dentro de una raiz,
o No es exponencial,

o No es trigonométrica.

Ejemplos de funcién polinémica:
y=9gx)=7x—-3
y=nh(x)=7x3—-10x+2
f(x) =2x*—-5x+6
e DOMINIO:

El dominio de las funciones polinémicas esta formado por el conjunto de todos los nimeros reales, es decir:

D= R, =(~c0,+c)

e CONTINUIDAD: las funciones polindmicas son continuas en todo su dominio.
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e REPRESENTACION GRAFICA: la forma de graficar las funciones polinémicas depende de cada tipo de
funcion.

Las funciones polindmicas se clasifican a su vez en:
FUNCION LINEAL O FUNCION DE PRIMER GRADO:

Es una funcion de la forma:

y=f(X)=mx+Db

Donde M vy b son constantes gue pertenecen a los numeros Reales:
Mm: la pendiente de la linea recta.

b: el intercepto o punto de corte de la linea recta con el eje Y.

PISTAS DE APRENDIZAJE @
i Traer a la memoria: u i
Tener en cuenta:
La pendiente da informacion acerca del dngulo de inclinacién de la recta con el eje positivo de
“X” (ox*)ast:
e Cuando el dngulo de inclinacién es menor de 90° (dngulo < 90%:dngulo agudo),
la pendiente (m) tiere signo positivo y i« funcion es creciente

e Cuando el angulo de inclinacién es mayor de 90" (angulo >
90°: ingulo obtuso), la pendiente (m) tiene signo negativo y i

funcion es decreciente. [Var gréfica :
e Cuando el angulo de inchnacion es igual a 90'(éngulo =

90°: sngulo recto) la pendiente no existe, esto se asocia con

division entre cero, en este caso se tiene una recta vertical cuya ecuacion es X =
ic (Es una recta paralela al eje y). _

e Cuando el dngulo de inclinacidn es igual a cero (éngulo =
0°:angulo plano o llano) » pendiente es igual a cero, en

este caso se tiene una recta horizontal cuya ecuacion es

mEs una recta paralela al eje X). _).
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De acuerdo a la anterior pista se determinan las siguientes ecuaciones para la linea recta (se ilustra graficamente
cada una de ellas:

EDFUNCION LINEAL CRECIENTE con m > 0 (positiva)(Grafica 1):

7

Grafica l

""PFUNCION LINEAL DECRECIENTE con m < 0 (negativa) (Gréfica 2)
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M T ¢ 1 k2
.
Grafica 2
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T T T | T
—— -1 o 1 a4 |
B Ay i
_2 —a 2_
—a } } > o —

x
| —2 1 A —
T —2 —1 1 2
| | ' | | |
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I I I I I
[ —2 0 + 2 |
- Jh}__ -5
| 1 1 1 —
— 0 | | o —
- I -
| —1 4 —_1 ]
E! —2 u] 2 3o

| | \ | | |

X = +c x=0
Grafica 4
e GRAFICA:

Para graficar una funcién lineal es suficiente con dos puntos.

Los paso a seguir son:

Se seleccionan dos valores de X arbitrariamente, ya que el dominio de la funcidn son los nimeros

Reales.

Cada valor de X seleccionado se reemplaza en el modelo para obtener la respectiva Y.

Las parejas obtenidas se ubican en el plano cartesiano.
Unimos los dos puntos obtenidos mediante una linea recta.
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2.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Paralafuncisn Y = f(x) = 3x — 5.

a) Halle su dominio.
b) Realice su grafica.
C) Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

d) Indique si la funcién es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento

a. Dominio X € Re , por ser una funcién polinédmica.
b. Gréfica:

Seleccione dos valores de x (los que desee) por ejemplo x =0y x =4, con estos valores se obtiene la respectiva
y reemplazando en la funcion.

Haciendo una tabla de valores queda:

vaoresPARAX | f(x) = 3x — 5. VALORES PARA Y PAREJA ORDENADA

x=0 3%(0)—5 —5 (0,—5)

x=4 3%(4)—5 7 (4,7)

Parejas ordenadas para representar en el plano cartesiano.

Se ubican estos dos puntos en el plano cartesiano y se unen mediante una linea recta. La grafica se muestra en
la siguiente figura:
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[ ! ! ! [ ! ! ! [ ! ! ! [ ! ! ! [
- —2 —T1 a 1 2 1
L5 5 —
L0 i i " —/ 0 —
= I -
-1 i —5 —
— —12 —+ —12 —
[ —2 —1 a 1 2 ]
] . . . ] . . . ] . . . ] . . . ]

Figura: Grdfica de y="f(x)=3x-5
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
Ejemplo:
Para utilizar el applet anterior para graficar:
y=f(x)=3x-5
Debe digitar: 3*x-5 y dar la opcion graficar.

http://www.luventicus.org/articulos/03U004/index.html

Ejemplo:
Para utilizar el applet anterior para graficar

y=f(x)=3x-5

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co



http://www.luventicus.org/articulos/03U004/index.html

UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 3

coa?oué_snés UNIVERSITARM .T'EMDNGYON TRASVERSAL

Debe digitar: 3x-5 y dar la opcién graficar
c. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Observando la grafica de la figura se puede ver que la funcién es siempre creciente.

Creciente:(—OO, +00)

d. Continuidad: la funcién es continua en todo su dominio.

2. pParalafuncisn:y = f(x) = —4x + 10

a) Halle su dominio.
b) Realice su grafica.
C) Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

d) Indique si la funcidon es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento

a. Dominio X € Re , por ser una funcién polindmica.
b. Gréfica:

valoresPARAX | f(x) = —4x + 10 VALORES PARA Y | PAREJA ORDENADA

x=2 —4 % (2) +10 2 (2,2)

x=25 —4 % (5)+ 10 —10 (5,—-10)

Parejas ordenadas para representar en el plano cartesiano.

Six=2 y="f(2)=-4(2)+10=-8+10=2.
Six=5 y=f(5)=-4(5)+10=-20+10=—10.

La grafica se muestra en la siguiente figura:
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| I I I | I ] I | I I I | I I I |
| -2 -1 0 1 2|
—24 .-l-.}. e -
L 15 4 16 —
-1 4 8
— 0 : : b 0 —
- I -
T -2 -1 0 1 2
| | | | | | ] | | | | | | | | | |

FIGURA: Graficade Y = T (X) =—4x+10

(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

c. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Como la pendiente es negativa, la funcién es decreciente, esto también se puede observar en la figura.

d. Indique si la funcidn es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

La funcién es continua en todo su dominio.
3. Paralafuncién: Y = g(X) =2

a) Halle su dominio.
b) Realice su grafica.

C) Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 65

CORPORA.:CION UNIVERSITARIA REMINGTON TRASVERSAL

KES. 2641 NEN JUNID 21 DE 199

d) Indique si la funcién es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento

a. Dominio: X € Re , por ser una funciéon polindmica.

b. Gréafica.

Se puede ver que para cualquier valor de X, la Y siempre tendra el mismo valor. La grafica se ve en la siguiente

figura:
x | -8 | 8
y 2 2
T T T T T
| 2 —1 0 1 2, |
- .ih}__ -
2.5 - 2.5 —
1.5 4 1.5 |
T 2 —1 0 1 21
| ' ' ' | ' ' ' | ' ' ' | ' ' ' |

FIGURA: Grdfica de Y = g(X) = 2
(Autor: Elkin Ceballos Gémez)

c. Crecimiento o decrecimiento.

Como la pendiente es igual a cero, la funcidén no crece ni decrece, es una funcién constante.
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No crece, no decrece, es una recta paralela al eje X que pasa por el punto Yy = 2.
d. Continuidad. Es siempre continua.

Los siguientes enlaces tratan la funcién lineal.

>l o) 0:49/558

Problema de aplicacion de la funcion lineal Enlace

Funcion lineal

Presentado por: Cristian
Hernandez portela para el colegio
toberin

Funcion lineal Enlace
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P P W) 1:44/647

TV EDUCATIVA-MATEMATICAS FUNCIONES 2 Enlace
FUNCION CUADRATICA O FUNCION DE SEGUNDO GRADO
Es una funcién de la forma:
y=f(x)=ax*+bx+c
Donde 4, b, C son constantes con a diferente de cero(a + 0)
o DOMINIO:

Por ser una funcidén polindmica, su dominio corresponde a todos los nimeros reales:

x€R, = (—0,+00)

e GRAFICA:

Esta funcion corresponde a una parébola y su grafica depende del valor de a.
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a LA PARABOLA VERTICE | FIGURA
Positiva (a > 0). abre hacia arriba minimo 9
Negativa (a < 0). abre hacia abajo maximo 10

Nota 1 : Ver figuras 9 y 10 a continuacién.

Nota 2: El vértice de una pardbola es el punto en el cual la pardbola pasa de crecer a decrecer o de decrecer
a crecer.

- -
Vertice
Figura 9. Pardbola que abre hacia arriba

(Autor. Elkin Ceballos Gémez. Mayo 11 de 2011)
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Figura 10. Pardbola que abre hacia abajo.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 11 de 2011)

Para graficar una parabola se debe tener en cuenta los siguientes pasos:
1. identificar los valores de las constantes a, b, C:
a es el coeficiente de xz
b es el coeficiente de: X
C es el término independiente, nimero que no tiene variable.

2. Dependiendo del signo del nimero a se identifica hacia donde abre la parabola.

3. Encontrar las coordenadas del vértice: el vértice tiene coordenadas (h, k), donde:

h = b k=f(h
=5 ¥ k=fM)
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Nota:
Decrece (—x, h)
*a>0 { Crece (h,+) }
Crece (—x, h)
<0 ’
*a {Decrece: desde h hasta — oo}

4, se pueden ubicar los interceptos.

5. Este paso es opcional: se dan valores a X alrededor del vértice aproximadamente 3 a la izquierday 3 a la
derecha. (Estos puntos incluyen el vértice). Obtenga la respectiva Y reemplazando en la funcién.

6. Ubique los puntos anteriores en el plano cartesiano y Unalos mediante una curva.
NOTA:

Una funcidn cuadratica es siempre continua

2.3.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. paralafuncién: y = f(x) =x2+6x+8

Determine: dominio, grafique, determine intervalos de crecimiento y de decrecimiento, determine sila funcion
es continua o discontinua (indique en qué punto):

Procedimiento

a. Dominio de la funcion: Df =XE€ Re = (—00, +00), es una funcion polindmica.

b. Grafica: se toman los valores de los coeficientes:

a=1, b = 6, c=8

o comoaespositiva (a =1, 1 > 0). Laparibola abre hacia arriba.

o Se determina el vértice:
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k=fh)=f(-3)=(-3)?*+6+(-3)+8=9-18+8=-1-
k=-1
El vértice tiene coordenadas (—3, —1)

o Puntos alrededor de la X del vértice (o sea alrededor de -3):

Asuizquierda VERTlCE A suderecha

~6,-5,—4 -3 ~2,-1,0

Se elabora la tabla con estos valores:

. X y=f(x)=x*+6x+8 y (X,Y)
| —6 (-6)?+6(—6) +8 = (—6, —8)
z 36-36+8
Q -5 (=5)%+ 6(-5) + 8 = (-5,3)
]
|

—4 (-4)*+6(-4)+8= (—4,0)
E

16-24+8

R
D
A

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 72

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON

BES. 264 MEN JUNID 21 DE 1996 TRASVERSAL

(-3)2+6(-3)+8=

(-2)2+6(-2)+8=

(-1)*+6(-1)+8=

(0)2+6(0)+8 =

o Ubique estos puntos en el plano cartesiano y los unimos mediante lineas.

La grafica se muestra en la figura 11.
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FIGURA 11. Grdfica de: Y = f(X) = X* +6X+8
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

o De lagrafica de lafigura 11 se tiene que la funcién es:

Creciente en el intervalo:(—3, +0); Decreciente en el intervalo: (—o0, —3)

o Lafuncidn es continua, por ser una funcién polinémica.

2. Paralafunciény = f(.X') = —3x2 +4x+5

Determine: dominio, grafique, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, si la funcion es continua o
discontinua (indique en qué punto):

PROCEDIMIENTO

a. Dominio: Df = XE€ Re = (—00, +00), es una funcién polindmica.

b. Grafica:
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a=-3, b=414, c=5

o Comoaeshegativa(a = —3,—3 < 0). Lapardbola abre hacia abajo.
o Se determina el vértice:
b 4 4 4 2
T2 M T T e s
2 2\2 2
k=rmw=1(3)=-3(3) +4(3)+5~
12 8
k=—3*—+—+5—>k=—?+§+5
4 8 —4+8+ 15 19
k=—§+§+5—>k= 3 —>k=?
2 19
Las coordenadas del vértice: (5 ) ?)
o Puntos alrededor de la X del vértice (o sea alrededor de g):
Asuizquierda VERTICE Asuderecha

0,-1,-2 1,2,3

2
3
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Se elabora la tabla de valores:

. X y=f(x)=-3x*+4x+5 vy (x,y)
| -3(-2)2+4(-2)+5=
7 -12-8+5
Q —3(-1)2+4(-1)+5 =

-1 —-1,-2
0 s e
[
E
R (0)2+4(0)+5 = e

0 0,5
5 0+0+5
A
Y —3<E)Z+4<E)+5=
) 3 3
E

12 8
— +5+8=
R 2 19
| —3t3zts
C
. —4 4+ 8+ 15
3
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-3(1)?+4(1)+5=

—3(2)>+4(2)+5 =

-3(3)2+4(3)+5=

Se ubican estos puntos en el plano cartesiano y se unen con una curva.

La grafica es la mostrada en la figura 12

! 1 T 1 ! | I T 1 T 1
—2 =1 [n] 1 2
[— 2 '",'_l' 23 —
- ded___._ — ___‘_'—h-____ .
=0 I ----__d_ = > 0=
g, Xx
- H\"\\.

I — - . | \ZE —
e 1 —44 —
r —=2 —1 ] i 2 T

| . ' . | . ' . 1 ' . ' 1 ' . ' 1

2
FIGURA 12 Grdfica de: Y = T(X) =—=3X" +4x+5
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
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o Delagréfica de la figura 12 se tiene que la funcion es:

. 2 . 2
Crecienteenel intervalo:(—OO, 5) ; Decreciente en el intervalo: (5, +00)

o Lafuncidn es continua, por ser una funcién polindmica.

P »l o) 005/846

Andlisis de Funciones Cuadrdticas - Ejercicio 1 Enlace

4) 007/451

Funciones Cuadrdtica Enlace
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Enlaces funcién cuadratica

Cuadvraticas

P » &) 000/357

Funcion Cuadrdtica |Graciela Alvarez Enlace

AREA DE
MATEMATICAS

P > o) 003/639

La funcion cuadratica Enlace
Funcion cubica:

Es una funcion de la forma:

y = f(x) = Ax3 + Bx?> + Cx + D.
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con:A, B, C, Dconstantesy A# 0.

Para graficar estas funciones y funciones de grado superior a tres, se utilizan otras técnicas que se veran mas
adelante.

Como ejercicio de entrenamiento intente realizar con el applet la grafica de las siguientes funciones:
f(x)=3x® —10x* +2x+5
4 3 2
g(x)=x"+2x> -15x" +x-3

Funcion Racional

Es una funcion de la forma:

y= f(x)
g(x)

,cong(x) #0

e La funcion racional: es la funcién cociente de dos funciones polinémicas.

Se identifica porque la funcién tiene X en el denominador.

¢ DOMINIO:

Estan formados por todos los nimeros reales menos las asintotas verticales y/o huecos de la funcion.
Nota: una asintota vertical es un valor de X donde el denominador se hace cero.

Un hueco es un valor de X donde el numerador y el denominador son iguales a cero.

Para determinar las asintotas verticales y/o los huecos de una funcién racional (si tiene) se procede de la
siguiente manera:

1. Seiguala el denominador a cero.
Se soluciona la ecuacidn resultante. Sila ecuacion no tiene solucién, quiere decir que la
funcién racional no tiene ni asintotas verticales ni huecos.

3. Los valores de X obtenidos se deben eliminar del dominio de la funcion.
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2.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determine el dominio de cada una de las siguientes funciones:

5x
2x-5

1. y=wx) =
Procedimiento

a. Seiguala el denominador a cero y se despeja el valor de X:

5
2x—5=0—>2x=5—>x=§

5

X = E es una asintota vertical; se debe excluir del dominio.

b. El dominio de la funcidn se puede expresar de la siguiente forma:

0=k~ (]
5

5
. Df = (—00, E) U (E ) +00), un intervalo abierto en 5/2. Por lo tanto este no se incluye.

o Df:x:/:;

c. Sugrafica es la siguiente:
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4x-7
2. ¥ = f(x)_szxx6

Procedimiento

a. Seiguala el denominador a cero y se despeja el valor de X, en este caso se debe factorizar e igualar

cada factor a cero:

2x2 —x—6=0

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: u

Tenga presente: para factorizad un polinomio de la forma ax? + bx + ¢, se debe multiplicar el

polinomio por el coeficiente @ y dividir por el mismo.

sz — X — 6 = 0 en este caso multiplicamos el polinomio por 2 y dividimos por 2:

—1(2x)—12
> _

2o _x_6) =
*Z(Zx x—6)=0
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(2x—4)(2x+3)
2

2(x-2)(2x+3)
2

(x — 2)(2.7(.' + 3) = (), igualando cada factor a cero:

= 0, simplificando:

(x—2)=0->x=2
3
(2x+3)=0—>x=—§
a. El Dominio de la funcién seria:

3
Df = Re - {2, — E}' también se puede expresar de la siguiente forma:

MATEMATICAS Il
TRASVERSAL

=0 , sacando el factor comun 2enel primer paréntesis, tenemos:

3
Dex+2yx+——=
f y 2
c. Su grafica es la siguiente:
| I ] ] I
| =2 |—1 0 1 2 |
- | .ih}.. —
= | -
| |I |
—12.5 |III - 12.5 —
: \ | :
., |
R \\\_________ - ______”'Il 4
] I 1 o —
T T T .-"/___
B "““H\\ III x| i
- .".'.l..I | -
L —12.5 IIII'II 4 —12.5 —
= || -
- —= I —1 ] 1 55
| | | | |
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2 y=f(x) =
x2-1
PISTAS DE APRENDIZAJE /\
r : B
Traer a la memoria:
Traer a la memoria: para factorizar un polinomio de la forma xz — 1 se procede como una
diferencia de cuadrados: X2 — y2 = (x + y) (x - y)
\ J

Procedimiento
a. Se factoriza el denominador de la fraccién xz -1 y se iguala cada factor a cero:
x>-1=0->(x+1D*(x-1)=0
x+1)=0->x+-1
x-1)=0->x+1
b. El Dominio de la funcién seria:
Df = Re - {1, —1}, también se puede expresar de la siguiente forma
Dipx+#1yx+—1

c. Su grafica es la siguiente:
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I I T I T
| =z —1 0 1I c2e |
B | - v -
| o575 I| 1 || 26.75 —|
B I| | |I |
| I'.
i .-'I i "‘- .
i — = A N~ i
— |:| — I i B —— |:| —
——t *
» .I_.-// ,\x\
| / | \ |
2675 | 1 ll —26.75 —]
| | —_n3.5 |
—Iz -1 0 1 z
| ' . ' | ' ' ' | ' ' ' 1 |
3x2—6x+7
a. y=k(x) =————
y ( ) x243x+3

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador de la fraccién xz +3x+3 y se iguala cada factor a cero:

No es posible factorizarlo, se utiliza entonces la férmula general para buscar las posibles raices, esto es:

PISTAS DE APRENDIZAJE @
3 ™\
Traer a la memoria: u

Tener en cuenta: La fdrmula general estd dada por:
-b+Vb*—-4ax+c
2a
. 7

x =

Reemplazando, tenemos:

—3+,/32-4(1)+(3) -3+vV9-12 -3+4=3
2(1) B 2 B 2

X =
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r, . L] .
Peroy/—3 €S un numero IMaginario, por lo tanto esta ecuacién no tiene solucién en los nimeros
Reales, quiere decir que la funcion no tiene ni asintotas verticales ni huecos, asi qué, el dominio son todos los
nlimeros reales.

Ds:xeR,

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tenga presente: una funcion racional presenta discontinuidad en cada asintota vertical y en cada hueco.

a. Su grifica es la siguiente:

T T T T T
—z - 0 1 2
= 83 25 —
- J'A.}.. -
L 5 a4 55.5 —|
. a4 2775 —
B . J
I \\\ _
— 1T
— O I I o —]
x

— —= =1 0 1 —2F S

| | ' | ' ' ' | ' ' |
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> > &) 0:02/220

Dominio de una funcion racional Enlace

Dominio de una funcion racional Enlace

B Grafica de funciones racionales

Nota: se recomienda hacer estas gréficas utilizando algun applet en linea.
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Procedimiento:

1. Se determina el dominio de la funcion.

2. Seasignana “x” valores gue se encuentren a la izquierda y a la derecha de cada asintota vertical y/o
hueco. Por cada asintota vertical y/o hueco que haya, asigne como minimo cinco valores a su izquierda
y cinco a su derecha. Tenga en cuenta que a “x” no se le pueden asignar ni los huecos ni las asintotas
verticales.

Se obtiene la respectiva Y reemplazando en la funcion.
Se ubican estos puntos en el plano cartesiano.

5. Se ubican las asintotas verticales en el plano cartesiano. Las asintotas verticales son lineas rectas
verticales que se trazan por cada valor de X que haga cero el denominador de la funcién.

Las asintotas verticales dividen el plano cartesiano de tal manera que los puntos que se encuentren
a la derecha de una asintota vertical no se pueden unir con los puntos que se encuentren a su
izquierda.

6. Ubique las asintotas horizontales. Para ello identifique cual es la “x” de mayor exponente en la
fraccion y divida el coeficiente del denominador entre el coeficiente del numerador, el valor obtenido

gy n , . . o, ,n . .
corresponde ala 'Y y es la asintota horizontal. Trace una recta horizontal en Y igual a dicho

valor.
7. Una los puntos resultantes con lineas curvas; pero dichas lineas no pueden tocar las asintotas.

8. Sise quiere una grafica mejor, se puede ubicar también los interceptos.

2.3.4 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Paralafuncién: Yy = f(x) = i
x+6
Determine el dominio.
Determine intersecciones con los ejes
Grafique.
Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

™ o o T o

Determine si la funcidn es continua o discontinua, en caso de que sea discontinua, indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento

a. Dominio: como es una funcion racional se toma el denominador, se iguala a cero y se despeja la X.

xX+6=0-x=-—6,entonces:
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Df = xeR, — {—6}

b. Grafica: para graficar se debe dar valores a X a la izquierda y a la derecha de menos seis y

reemplazando en la funcién se obtiene la respectiva Y. Los valores se pueden ver en la siguiente

tabla:
5x
5x  5(-11) | 11
x+6 —-11+6
Y4
Q —-10 5x  5(-10) 12.5
x+6 —-10+6
U
_9 5x  5(-9) 15
' x+6 —-9+6
E
_8 5x  5(—8) 20
R x+6 —-8+6
D —7 5x  5(=7) 35
A x+6 -7+6
ASINTOTA | —6 5x  5(—6) oo | (Asintota vertical)
x+6 —-6+6
D -5 5x  5(-5) -25
x+6 -5+4+6
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5x  5(—4)
xX+6 —-4+6
5x  5(=3)

x+6 -3+6

5x  5(-2)
x+6 -2+6

5x  5(-1)
x+6 —-1+6

, . uy,n o . .
Para hallar la asintota horizontal, la "X de mayor exponente es “x elevada a la potencia 1”. El coeficiente de
“x” en el numerador es 5 y el coeficiente de “x” en el denominador es 1, se dividen, entonces la asintota

5
horizontales: Y = I =5

y = 5 Asintota horizontal

La grafica de esta funcion tiene la forma mostrada en la figura 13.

—6

S5X
FIGURA 13. Grdficade: Y = f(X) = 16
X+

(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

@ PBX:322 1000/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 & Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemingtor

www.uniremington




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | Q1

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
TRASVERSAL

c. Crecimiento:

Crece:(—OO, —6) y (—6, +00)

d. Lafuncién es discontinuaen: X = —6
100x

2. Paralafuncion: Yy = f(x) = x2-10x+9

Determine el dominio.
Determine intersecciones con los ejes.

a
b

c. Grafique.
d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.
e

Determine si la funcidn es continua o discontinua, en caso de que sea discontinua, indique los puntos
de discontinuidad.

Procedimiento

a. Dominio:

Como es una funcidn racional se toma el denominador, se iguala a cero y luego se despeja la X:

- Factorizando, tenemos:
x2-10x+9=0-(x-9x-1=0

- Seiguala cada factor a cero y se despeja X:

(x—9)=0-x=9

x—1)=0-x=1
- Porlo tanto, el dominio de la funcién es:
Df:xe R, — {1,9}
Se lee: el dominio de la funcidn son los nimeros reales menos el uno (1) y el nueve (9).

b. Interceptos con los ejes cartesianos:

1. Intercepto con el eje X: se hace Y = 0

=%—’()(962—10x+9)=100x—>100x=0—>
x=0
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El intercepto con el eje X es el punto de coordenadas: (O, 0)
2. Intercepto conelejeY: se hace X = 0
d.
100x 100 (0) 0
y = - y = = — =
x2—-10x+9 02-10(0)+9 9
y=0
El intercepto con el eje Yes el punto de coordenadas: (0, 0)
c. Ggafica:
1. Se determina la asintota horizontal. La X de mayor exponente es xz .
e En el numerador tiene exponente C@FO (no hay x?en el numerador),
e En el denominador su exponente es 1
Por lo tanto, la asintota horizontal es: Y = I =0
y = 0 asintota horizontal
2. Se dan valores a la izquierda y a la derechade X = 1, y a laizquierda y a la derecha de
x=9
Los resultados se observan en las siguientes tablas: X = 1
= X)) = —m—
Y= = a Hox+ 9 '
| —4 100(—4) —6.15
(—4)2 —10(—4) + 9
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Z
-3 100(-3) —6.25
Q (-3)2-10(-3)+9
U
-2 100(-2) —6.06
l (-2)2-10(-2)+9
E
—1 100(—-1) -5
R (-1)2-10(-1) +9
D
0 100(0) 0
A (0)2—10(0) + 9
ASINTOTA | 1 100(1) Asintota | (asintota)
VERTICAL (1)2-10(1)+9
_ 100
0
D 2 100(2) -28,57
: (2)2-10(2) +9
R 3 100(3) -25
£ (3)2-10(3)+9
C a 100(4) -26,66
H (4)2-10(4)+9
A 5 100(5) -31,25
(5)2-10(5)+9
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SOMMIVCION (VR SO TRASVERSAL
Xx=9
X y=f(x) Y (x,y)

~ 100x

C x2—-10x+9
| 4 100(4) -26,66
, (4)2-10(4) +9
Q 5 100(5) -31,25
0 (5)2-10(5)+9
I 6 100(6) -40
£ (6)2 —10(6) +9
R 7 100(7) -58,33
D (7)2 —10(7) +9
A 8 100(8) -114,28

(8)2-10(8) +9
ASINTOTA | 9 100(9) Asintota (asintota)
VERTICAL (9)2-10(9) +9

900
0
D 10 100(10) 111,11
(10)2 —10(10) + 9
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100(11)
(11)2 —10(11) + 9

100(12)
(12)2 —10(12) + 9

100(13)
(13)2 —10(13) + 9

100(14)
(14)2 —10(14) + 9

La grafica se muestra en la figura 14.

100x
x? —10x+9
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

FIGURA 14 Grdficade y = f(X) =
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c. Crecimiento:

- La funcion decrece: (—0,—3), (3,9) y (9, +x)
- Lafuncidn crece: (—3, 1), (1, 3)

d. Continuidad:

La funcion es discontinua en: X = 1 yXxX= 9

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Traer a la memoria: si la funcion racional a graficar tiene como dominio todos los reales (quiere decir que no

tiene polos) en este caso para hacer su grafica podemos dar valor a x partiendo del cero (valores a la izquier-
da vy a la derecha del cero).

el cero cinco valores a su izquierda y cinco valores a su derecha.

" n

Se asigna a “x

3. Para la funcidn cuya gréafica se muestra en la figura 15. Indique:

a. Intervalos en los cuales la funcidn es continua.
b. La ecuacidn de cada asintota vertical y de cada asintota horizontal.
Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

¥
Fl
3
2
_'_'_'_'_'__,_,.-:-”"‘J :l; ‘HHHH-\_\- ———
— - :__éﬁ—F“—’ 2 4 =] x

Figura 15: Grdfica de la funciony = f(x)

(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
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Procedimiento

Paray = f(.X):

a. Lafuncién es continuaen: (—00, —3), (—3, 1), (1, 3), (3, 00)
b. Asintotas verticales: X = —3, X =1 Ax =3

Asintotas horizontales: Y — 0
c. crece:(—o0,—3),(-3,1) A (1,2]

Decrece: [2, 3) A\ (3; Oo)

5—9x2

4. Paralafunciony = f(x) = 2x243x—20

Determine:

a. Dominio.
La ecuacidn de las asintotas.
Indique en que intervalos la funcién es continua.

d. HaIIe:f(—%)
Procedimiento

a. Dominio:

2x% 4+ 3x — 20 = 0, se factoriza

2(2x% 4+ 3x — 20)

> = 0,se multiplica y se divide por 2 (coeficiente de x?)

4x2+3(2x)—-40 0 > (2x+8)*x(2x—5) _ 0 > 2(x+4)*(2x-5)
2 - 2 N 2

(x+4)«(2x—-5)=0

, simplificando, tenemos:

lgualando acero cada factor y despejando X:

x+4)=0-x=-4
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5
(2x—5)=0—>x=§

El Dominio es:
5
XF—4NxF 2

o De este dominio se determinan: Las Asintotas verticales:

o Delos coeficientes de la mayor potencia de X se determinan las asintotas horizontales:

Recuerde que el mayor exponente de X, tanto en el numerador (coeficiente -9) como en el denominador

9
(coeficiente 2), es Z, por lo tanto la asintota horizontales Yy = — E

5 5
b. La continuidad de la funcién se da en los intervalos: (—OO, —4-), (—4—, E) ) (E , OO)

R ey (L e =
18 — 45 — 500
Vo2 +3(-d-2 2(m) 520 o520 T
e 44%25 44
527 52725 527
25

/(-3) =5z
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Enlaces funcién racional

A q(pBﬁ) & fh fnon ?{K):x.

Asintotas Enlace

FUNCION IRRACIONAL

Es una funcion de la forma:

y=fx)=4gx)

Llamamos funcién irracional a aquella en la que la variable aparece elevada a exponentes racionales no enteros.
Se identifica porque tiene variable dentro de un radical.

DOMINIO: se presentan dos casos:

Caso #1.:
silaraiz es impar el dominio corresponde a todos los nimeros reales:

Dom. X GRe
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Caso #2:

Silaraiz es Par, se debe garantizar que los valores que se le asignen a “x” hagan positivo todo dentro
de la raiz, es decir que la cantidad subradical sea mayor o igual que cero:

(g(x) = 0)

Procedimiento:

Plantee la inecuacion g(x) > 0.
Se soluciona la inecuacion.
La solucidn de la inecuacion es el dominio de la funcidn irracional.

P wN R

Si la inecuacién planteada no tiene solucidn o si toda dentro de la raiz par es positivo, quiere decir

que el dominio de la funcidn es todos los reales: Df =XE€ Re

2.3.5 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO:

1. Determine el dominiode: Y = f(.X') — \/xz +2x—-5

Procedimiento
Es una inecuacion cuadratica.
PASOS:

1. Todo lo que esta dentro de la raiz debe ser mayor o igual que cero, se debe plantear la inecuacion:

x2+2x—-15>0

2. Seencuentran los nimeros criticos de la expresion resultante. Esto es igual a cero y resuelva la ecuacion
resultante, los valores obtenidos son los nimeros criticos de la expresidn.

Nota: Un humero critico es un nimero donde una expresion se hace cero, es decir, donde posiblemente
hay cambio de signo en la expresion.

Para el ejemplo: x? +2x—-15=20->x=-50x=3 NUmeros criticos

(Se obtuvieron factorizando el polinomio e igualando cada factor a cero)
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3. Seubican los Numeros criticos en la recta numérica. Véase la figura 16.

4. Se evalua el signo de la expresidon obtenida en el paso uno. Para ello se toma un nimero que se
encuentre a la izquierda del primer nimero critico, se toma un nimero que se encuentre entre ambos
numeros criticos y se toma otro que se encuentre a la derecha del segundo nimero critico. Estos
numeros se reemplazan en la expresidn obtenida en el paso uno y el signo del resultado se coloca en la
recta numérica. Véase la figura 16.

5. Larespuesta o solucidn de la inecuacién, se datomando los intervalos que cumplan con el sentido de la
desigualdad. Para ello nos fijamos en el sentido de la desigualdad de la expresion obtenida en el paso
dos.

Sidice: > 0 Se toman los ++++, sin incluir los nimeros criticos.
Sidice: =0 Se toman los ++++, incluyendo los nimeros criticos.
Sidice: <0 Se toman los------- , sin incluir los nUmeros criticos.

Si dice: <0 Se toman los ------ , incluyendo los nimeros criticos.
La solucién de la inecuacién es: X € (—00, —5] U [3, +00)

Este es el mismo dominio de la funcion: DOom. X € (—00, —5] U [3, +00)

++++++++ ++++++ AR+

TrTTTTTTTTTTTTTITTTTT T TTTITTTTITTT[TTTTTTTTTTTTTTTI
— -7 -6-5-4 -3 -2 -1 B 1 2 3 4 5 6 + co

x=10
(0 +2(0)-15=-15 |[¥=4

Ee sultade Negative |(4) f420d)-15
Colocamos —— —— — 16+8-15=+

Ee suliade Fositheo

x=-5

(—6) +2(-6)—15=
36-12-15=+5%

Ee sultade positiva

Colocameos +++++

Colocamos +++++

Figura 16. Dominio de Y = f (X) =/x*+2x-15

(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: |os ejercicios también se pueden realizar utilizando el método de los intervalos, ver
matematicas generales.

1. Determine el dominiode: Y = f(x) =+v3x—5

Procedimiento

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tenga presente: |a cantidad subradical se debe hacer mayor —igual que cero.

Por lo tanto, se hace:
5
3x—520—>3x—5=0—>3x=5—>;.g=§

. 5 ..
Ubicando 3 en la recta numérica, tenemos:

5
==
------------ E R
1 2 3

x=0 x=2
3(0)-5 32)-5
-5 1
Megativa Fagitive

Figura 17. Dominio de la funcion Y = T(X) =+/3x -5

(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
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El Dominio de la funcidn es:
D¢ xe€ [ , +00)

2. Determine el dominio de: y =+/x* —9

Solucidn

o Se soluciona la siguiente inecuacion:

2
x“—=9=>0
o Se resuelve, entonces, la siguiente ecuacion:

x2-9=0

—9=0->(x+3)x—-3)=0-x+3=00x—-3=0

o Se ubican estos dos valores en la recta numérica y se dan valores a la izquierda y a la derecha de cada
uno de ellos, tenemos:

x=-3 X = 3
+++++ 444444+ | o - ______ ++++4+4+4+4+44+44
x=—4 x=0 x=4
(C4¥_9-16-9 [0} -9=0-9 (4Y —9=16-9
Pasitive MNegativa Positivo

Figura 18. Dominio de la funcion Yy =/ x? -9
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
o El dominio es:

Df:x € (—o0,—3] U [3,+x)
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3. Determine el dominio de:

y=g(x) =6x2—-7x—3

Procedimiento

PISTAS DE APRENDIZAJE @
7~ N
Traer a la memoria: U

n
Traer a la memoria: Y = f(X) , si N (indice radical) es un nimero PAr, entonces

f(X) . 0 para que tenga solucion en los nimeros Reales.
\ i

o Se soluciona la desigualdad:

6x2—-7x—-3>0

o Porlo tanto, se resuelve la ecuacion:

6x% —7x — 3 = 0 factorizando (es un trinomio de la forma ax? + bx + c)

6 36x%2 —7(6x) — 18
g(6x2—7x—3)=0—> é ) =0

5 (6x—9)*(6x+2)

P = 0, sacando factor comun en cada paréntesis, tenemos

3(2x-3)*2(3x+1)
3%2

=0 —Simplificando:
(2x — 3)*(3x + 1) = 0, igualando cada factor a cero:
(2x—3)=0-2x=3 —>x=%

o

1
(3x+1)=0—>3x=—1—>x=—§
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La solucidn de la ecuacion es:

1

Se ubican estos dos nimeros en la recta numérica y determinamos el signo a la izquierda y a la derecha de cada
uno de ellos.

—
3 =3

+++ 44+ 4+ 44y | o o - - - - oo - ++++4+4+4+4+4444

r=-1 x=0 r=2
2

s1f —7-1)-3 | SO -T0-3  gf —7(2)-3
G4+7 -3 -3 24— 1473
FPositivo Negativo Pasitiva

Figura 19. Dominio de la funcion 'y = g(X) = 6x* —7x-3

(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

El dominio de la funcion es:

Df: X€ (—oo,—%]U[%ﬁoo)

7
4. Determine eldominiode: Y = g(X) = 5x—17
Procedimiento
Como la Faiz es impar el dominio son todos los nimeros reales
Ds:x€eR,

Los siguientes ejercicios los encuentras en los siguientes link:
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E e

¢ ) ey
M=V X423

Y
a .
‘.\l vV m syt
. L)

Lremrn g

".\‘u-"/""\

Este y clentos de videos mds
los puedes ver en mi sitio Web
www, lamatematicade fidel com

/ 3:40

Dominio de Una Funcion Irracional Video 1 Enlace

> » «) 0:00/709

Dominio de una funcién irracional Enlace
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Hallar dominio Enlace

D GRAFICA DE LA FUNCION IRRACIONAL:
El procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Se determina el dominio de la funcidn.

2. Se asignan valores a X que estén dentro de cada intervalo empezando por los extremos. Nota: por

cada intervalo asigne aproximadamente cinco valores.

Para cada valor se obtiene la respectiva Y reemplazando en la respectiva funcion.

4. Se ubican estos puntos en el plano cartesiano.
5. Se unen los puntos mediante lineas.

Nota: los puntos de intervalos diferentes no se pueden unir entre si.

2.3.6 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Paralafuncién: Y = f(X) = \/xz +6x+5

a. Determine el dominio.
b. Realice su gréfica.
C. Determine intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

d. Determine si es continua o discontinua.
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Procedimiento

a. Se determina el dominio haciendo la cantidad subradical mayor —igual que cero:

x2+6x+5=>0

Por lo tanto, se resuelve la ecuacion:
x2+6x+5= 0, factorizando:
xz +6x+5=0- (x + 5) (x + 1) = (), igualando cada factor a cero y despejando X:
(x+5)=0->x=-5
o

x+1)=0->x=-1

Se ubican estos puntos en la recta numérica:

T x=-1

__________________ ++++++++

-6 _4 5
x=10

x:_f = (0) +5{0)+5
6 +6l-6)+3 (-4 +6(-4)+5 0-0+5
o oees 16-24+43 Fagitiva
Fositivo Negative

Figura 20. Dominio de la funcién Y = f (X) = +/X* +6X+5

El dominio es:
Dy x € (—oo, —5]U[—1,+x)

b. Gréfica:
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Los valores de X a dar son: el menos cinco y cuatro valores a la izquierda de X = = 5y el menos uno y cuatro
valores a la derecha de X = -1.
Tabla de valores:
X y=f(x)=x2+6x+5 Y (x,y)

I -9 \/(_9)2 +6(-9)+5 5.65 | (—9,5.65)

YA

Q —8 \/(—8)2 +6(—8)+5 4.58 | (—8,4.58)

U

—7 \/(_7)2 +6(-=7)+5 3.46 | (—7,3.46)

|

E —6 \/(—6)2 +6(—6)+5 2.23 | (—6,2.23)

R

D

A

D 0 \/(_0)2 +6(-0)+5 2.23 | (0,2.23)
E
1 \/(1)2 +6(1)+5 3.6 | (1,3.46)
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V(2)2+6(2)+5 4.58 | (2,4.58)
J(3)?+6(3)+5 5.65 | (3,5.65)

La grafica es la siguiente:

Figura 21. Grdficade Y = f (X) = x/X2 +6X+5
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

c. Crecimiento y decrecimiento:
o Crece: (—1, +00)

o Decrece: (—00, —5)

2. Parala funcién:
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y=f@) =VI=%

a. Determine el dominio.
b. Realice la respectiva gréfica.
c. Determine intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Procedimiento

a. Dominio: se toma la cantidad subradical 2 — X y se hace mayor — igual que cero:

2—x20-o—x=2-2-x<2

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: al multiplicar los miembros de una desigualdad por un numero real negativo, la
desigualdad cambia de sentido.

Por lo tanto, el dominio de la funcidn es:
D¢. x€ (—.2]
a. Grafica

Se asignan valores empezando en 2 y menores que 2, se puede ver en la siguiente tabla:

X y=fx)=v2-x Y (x,y)

2 V2-2=+0 0

1 V2 =1=+vi 1

0 V2 -0=+2 1.41
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-1 \/mz\/g 1.73
-2 =CD - 2

La grafica se muestra en la siguiente figura (fig. 22)

T T T T T T T T T T T T T T
—2 —1 0 1 2

.w

FIGURA 19 Grdficade: Y = T(X) =+/2—X
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
b. Crecimiento — decrecimiento

Decrece: (—,2)
c. Continuidad o discontinuidad:

La funcién €S continua.
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tenga presente: si el dominio de una funciodn irracional son todos los nimeros reales (esto se presenta cuando
la raiz es impar o cuando la inecuacién no tiene solucién). Para hacer su grafica se puede tomar como referen-
cia el cero (de valores X a laizquierda y a la derecha del cero).

Traer a la memoria: una funcion irracional es continua en todo su dominio.

3. Paralafunciény = v—3x2 —10x + 48

Determine:

a. Dominio.

b. Halle: f (%)

Procedimiento
a. Dominio: se toma el polinomio subradical y se hace mayor —igual que cero:
—3x2—-10x +48>0

o Se soluciona la inecuacioén: se utilizara el método de los intervalos:

3x2 4+ 10x —48 < 0 <e multiplica por -1 (cambia el sentido de la inecuacidn)

Se toma la ecuacion:

3x2 + 10x — 48 = 0 se factoriza (polinomio de la forma ax? + bx + c):

3 5 9x% +10(3)x — 144
3" 3x“+10x—-48=0- 3 =

(3x+18)*(3x—8) 0 - 3(x+6)*(3x—8)

3 3 =0 simplificando por 3:
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(x + 6) * (3x - 8) = () se iguala cada factor a cero:
x+6)=0->x=-6

o

Bx—8)=0-x=;

Se representan sobre la recta numérica:

8

Se forman 3 intervalos y se toma un nimero cualquiera de cada uno de ellos y se reemplaza en la ecuacién
original.

A= (—0,—6): (-7): 3(7)2 + 10(7) —48 = 147 + 70 — 48 = 169 > 0

B=(—6,3):(0): 3(0)% + 10(0) — 48 = —48 < 0

Tenemos lainecuacion 3X“ + 10x —48 < 0 y al reemplazar los valores asignados, el Unico intervalo

que cumple con las condiciones (ser menor que...) es el intervalo B, por lo tanto la solucién de la inecuacién y
dominio de la funcién es:

8
Df: X € l—6, §l

8
b. f(-3)
©)- |-s( 8)2 10(-2)+as= |-3(5)+ %1 48
f 3/ 3 3 N 9 3
B 64+80+48_ —64 + 80 + 144
N 3 3 N 3

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 115

coamn/t_glcé): umvsksmm ;l_EMlNGYON TRASVERSAL
f (8) 160
3 3
c. Su grafica es la siguiente:
| 2 [ [ [ T e T T4 T ]
- s b -
] R e e | ﬁ
| H'\\H i
& . E”"“x% & —]

Funcidn algebraica

Se llama funcién algebraica a una funcidn f que puede expresarse como combinaciones de sumas, restas,
divisiones, potencias o raices de funciones polindmicas.

Entonces todas las funciones polindmicas, racionales e irracionales son algebraicas, pero también lo son
cualquier combinacion de éstas.

2x-3

Ejemplol: Yy = g(x) = St
Vx
Ejemplo2: Yy = h(x) = cx12

Nota: para determinar el dominio de estas funciones se debe tener en cuenta el tipo de funciones que se estan
combinando.
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2.3.7 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Determine el dominio de las siguientes funciones

1. y=f(x)=x_£1

Procedimiento

a. Dominio:

o Enelnumerador se debe cumplir que: X = 0

o Eldenominador se debe hacer diferente de 0, esto es: x—1+#0-x+1

En general, tenemos que hacer: X = 0 y x+1

Ubicando estos valores en la recta numérica, tenemos:

x=10 =1
+++++ +++++++

] 1 2

1

r=—

2
x=-1 ] x=2
J=1 2 2
Negativo Fositive Fogitivo

X
1

Figura 23. Dominio de la funcién y = f(X) =

(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
El dominio de la funcién es:: Df: X € [0, 1) V) (1, +00)
b. Grafica:

Su grafica es la siguiente:
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T T T T |
—2 —1 Q 1 2
| 3 | = -
| T | |
— 17 €1 |I 17—
i | i
II
- I'I' -
\'-\.
| . -
H—__________
— 0 I — ' I o-—|
i H“‘\\ X l
n '|I .
i \ 1
1
— —17 - || —17 —
— —2 —1 a 1 —34 —
| | | | |
2
x<—9
2. = X) =
y=fx)= |33
Procedimiento
a. Dominio:
2
x“—=9
o Enlaraiz se debe cumplir que: >0
2x—-1
o Enlaraiz el denominador de la fraccidn tiene que ser diferente de cero:

2x—1+0

Entonces, obtenemos los siguientes puntos:

— 9 = 0, ractorizando (x + 3) * (x - 3) = 0, igualando cada factor a cero:
x+3)=0->x=-3
x—3)=0->x=3

1
2x—1=0—>2x=1—>x=§

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Eemington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 118

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
BES. 264) VEN JUNID 21 DE 1996

DE 199 TRASVERSAL
Los representamos en la recta numérica:
X=-3 x=112 %=3
-------- +++++ e+ | |+ttt
x=—4 r=-1 O =1 =4
—4Y -3 1P -9 (1 -9 (4) -9
2(-4)-1 of-1)-1 2f1)-1 2{4)-1
16-9 1-9 1-9 16-9
7 -9 -8 7
-9 3 1 7
Negativa Positive Negativa Fogitive
x* -9
Figura 24. Dominio de Y = f (X) = Y 2x—1

Dominio: Df =XE€ [—3,%) U [3, +00)

Nota:en X = E el intervalo es abierto, ya que en dicho valor el denominador se hace C€rO0, es decir,

X = —esun polo.
2

b. Gréfica:

Su gréfica es la siguiente:
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I I I I I
| —2 —1 (] 1 2 i
— 11.25 A | 11.25
- | -5
— 7.5 -+ |J 75—
- I -
f
B i A
ry
— 2.75 T 2.75
- ;/ - -
- __'_'__'__'_,_,—'-'_'_'_-'_‘-F L .
— 0 T | o——]
- x -
—2 —1 (] 1 2
] ] ] ] ]

20x-7
3. y=g(x)=ﬁ

Procedimiento

Es una funcién con un radical en el denominador, por lo tanto, este denominador se hace mayor -igual que cero
y también diferente de cero quedando entonces, el denominador mayor que cero, asi:

5—-3x>0

o Seiguala a cero, se encuentra el valor de x:
5
5—3x=0—>—3x=—5—>3x=5—>x=§

o Se ubica este valor en la recta numérica:
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5
r=—
++++++++++ .
1 2 3
x=0 x=2
5-3(0) 5-3(2)
5 -1
Positiva Negativa
20x—-7

Figura 25. Dominio de la funcion Y = g(X) = ————
A/ 5-3x
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

. 5
B  Dominio: x € (—oo, )

b. Gréfica:

Su gréfica es la siguiente:

) —1 0 1 2
: T¥ |
I 77.5 1 [ 775 —
I
B || i
— 38.75 —+ ;"IJ 38.75 —
L ) ﬁ'/ 4
o |  m— 1 | o —
- X

——38.75 <+ —38.75 —

—= —11 o] 1 2z
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: u

Tenga presente: una funcion algebraica es continua en todo su dominio.

Para graficar estas funciones se veran mads adelante técnicas apropiadas, utilizando la derivada. Se puede
También lo podemos hacer utilizando una herramienta informdtica como el Excel o el Derive.

Enlaces dominio funciones algebraicas.

Stiiny o

> » ) 0001220

Cdlculo del dominio de una funcion (cociente con una raiz) Enlace
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CALCULO|

Funciones: Dominio

Autor: Ing. Alexis Salcedo

Email: salcedo1973@gmail.com

Venezuela ~ Barquisimeto estado Lara

W) 004/408

Funciones Calculo de Dominio y rango de funciones 2 Enlace

Wk 4 dowing ¢ b forcion 16)=fx- 4

Dominio de una funciéon Enlace

FUNCIONES TRASCENDENTES

Son funciones que no son algebraicas, entre estas estan las funciones exponenciales, las funciones

trigonométricas, las funciones logaritmicas, las funciones trigonométricas inversas, las funciones hiperbdlicas,

entre otras.
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B FUNCION EXPONENCIAL

P » o) 014/328

FUNCION EXPONENCIAL (MATEMATICA) Enlace

Es una funcién de la forma: Y = f(x) = bg(x) (Exponencial general) que cumple las siguientes

condiciones: b > 0 y b+1

» pomiNio:

El dominio de esta funcién depende de g(x)

2.3.8 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Determine el dominio de las siguientes funciones:
1.y=f(x)=5"
Procedimiento

Es una funcién exponencial que tiene en el exponente un polinomio, por lo tanto, su dominio
corresponde a todos los nimeros reales.

Df:xeRe

2.y = f(x) = e2x+1
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Solucion

Como en el exponente hay una funcion Iineal, entonces el dominio de la funcién es Df X € Re .

5x

3.y =f(x) = exs

Procedimiento

Como en el exponente hay una funcidén racional, se toma el denominador y se hace diferente de cero, por lo
tanto, el dominio seran todos los nimeros reales menos las asintotas verticales y/o los huecos, esto es:

xX—4=0-x=4
Por lo tanto, el dominio de la funcion es Df: X € Re - {4-}
e Grafica de funciones exponenciales:

Si el dominio es X € IR para su grafica asigne a X el cero y aproximadamente 2 o 3 valores a su izquierday 2 0 3
valores a su derecha.

Nota: si el dominio no son todos los nimeros reales, para graficar siga las pautas de la gréfica de la expresidn
gue esta en el exponente.

2.3.9 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO
1. Paralafuncion: Yy = f(.X') = 5%

a. Determine el dominio:

Como es una funcion lineal el dominio son los numeros reales: Df: X € Re-

b. Determine los interceptos:
. =0 — 50 =1 ol .
o Coneleje Y sehace X = Uentonces Y = — Y = 1, elintercepto con el eje Y es el
punto (0, 1)
o Con el eje X no tiene intersecciones, ya que siy =0 queda0=5" < Iog5 0 =X, el logaritmo de

cero no existe, por lo tanto la ecuacién no tiene solucidn.

c. Grafique. Los puntos para la grafica se muestran en la siguiente tabla y la grafica se muestra en la figura
26.
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X |y=f(x)=5* Y (x,y)
| -3 c3_1__1 0.008
53 125
Z
-2 c2_1_1 0,04
Q 52 25
U -1 g1l 0.2
: 5
E
R
D
A
INTERCEPTO 0 50 1
D 1 51 5
E 2 52 25
R
3 53 125
E
C
H
A
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KND 21 L '

d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Crece en el intervalo: (—OO, -I—OO)

T I I [ T I I I T [ [ [ T [ [ [ T
| —= —1 a] i Ze |
- ,.l..,}_ B
— = 4 f-rzq _]
B ; |
1= 1 // 12

-
//
L L~ J
- _,_f’-/ -
Bm——

Lo } —_— ! } S o |
- x -
- —z —1 ] i —=

| | 1 1 1

FIGURA 26. Grdficade: Y = T(X) =5"
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

5x+1
2. Paralafuncién: Y = f(x) =3

a. Determine el dominio: que son todos los nimeros reales, ya que en el exponente hay un polinomio:
Di:x€eR,

b. Determine los interceptos:
o Intercepto con el eje Y: se hace X = 0

Entonces:
y = f(X) — 35x+1 — 35(0)+1 — 31 — 3
Por lo tanto, el intercepto con el eje y es el punto de coordenadas: (0,3)

o Intercepto con el eje X: con el eje X no tiene intersecciones, yaquesiy = 0, la ecuacion 0=

35x+1 . .,
, no tiene solucion.

c. Grafica:
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Nota: para hacer la grafica, se debe asignar a X: el cero y cinco valores a su izquierda y cinco a su derecha, como
lo muestra la tabla.

X |y=fl)=3""1= Y
I -5 35(_5)"'1 - 3—25+1 — | 3.54x10712
‘ 32 L
24
Q 3
v —4 35(-9+1 — 3-20+1 8.6 * 1010
| =319
1
E — ﬁ
R
-3 35(-3)+13-15+1 2.09 %107
° — 3—14
2 1
— E

-2 35(-2)+1 — 3-10+1 5.08 x 1075

:3_9
1
~ 39

1 35(-1)+13-5+1 0.012

=3_4
1
T34
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3

INTERCEPTO 0 35(0)+1 — 30+1 _ 31
EJEY

35(1)+1 — 35+1 — 36

35(2)+1 — 311 — 312

35(3)+1 — 315+1
— 316

35(4)+1 — 320+1
— 321

35(5)+1 — 325+1

— 326
La grafica se muestra en la figura 27.
) I I 1 I
_— -1 a 3 10264.5 —
.l‘\.y
|- 5E4q 4 GE43 —|
— 3321.5 —+ 3255 —
e
— o 1 — = | - o —]
- :‘:: -
— e 41 ( 1 —AARL S
1 ' ' ' 1 " " ' | ' ' ' | ' ' ' |

Figura 27: Grdfica de Y = f (X) =37+
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
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d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

La funcién Crece en el intervalo: (—00, +00)

2x—1
3. Paralafuncion:y = f(.X') = ex?-4
a. Dominio:

Como en el exponente hay una funcion racional para determinar su dominio se hace el denominador del
exponente igual a cero:

2

X% — 4 = 0 sefactoriza (diferencia de cuadrados)

x2—4=0- (x4 2) * (x —2) = 0 seiguala cada factor a cero y se despeja X:
(x+2)=0->x=-2
(x —2) = 0 > x = 2 porlo tanto, el dominio de la funcién es:

Dix+2 y x+ -2 6 Df=x€R,—{2,-2}

b. Interceptos:

o SiX =0 setiene:

2(0)-1 _1 1

y=e®+5y=et>y=et>y=1.284..
El intercepto con el eje Y es el punto de coordenadas: (0, 1.284 ... )

o Con el eje X no tiene intercepto.

c. Grafica

Para la gréafica se asignan a X cinco valores a la izquierda de —2, cinco valores entre =2 y 2, y cinco valores a
la derecha de 2. A continuacidn se muestra estos valores en la tabla.
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X 2x-1 Y X,
y = f(x) = ex?~4 (xy)
| —7 2(-7)-1 0.7
e(-7?*-4
y4
— 2(-6)-1 i
Q 6 e 0.6
U
-5 2(-5)-1 0.5
I e(-5)2-4
E
—4 2(-H-1 0.4
R e(-H)?%-4
D 3 2(-3)-1 0.2
A e(-3)%-4
-2 2(=2)-1 nada
e(-2)%-4
-1 2(-1)-1 2.7
e(-D?*-4
0 2(0)-1 1.2
e(0)?-4
1 2()-1 0.7
e(Hi-4
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d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

o Lafuncién crece(—OO, 00)

/ .

-8 —h —4 -2 B + L L

-3

2x-1
Figura 24. Grdficade y = f(X) =e*X*
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
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S 2641 NEN JUN

M o) 0:00/2:40

Matematicas Funciones Exponenciales Enlace

P »l o) 001/452

FUNCION EXPONENCIAL GRAFICA 1 Enlace

1. Solucidn de ecuaciones exponenciales.
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Eeald i fnie bt e e Tl f!
s SRS SR

Resolucion de otra ecuacion exponencial Enlace

Ejemplo7: Solucién de ecuaciones exponenciales.

Sl s Uil oty
o e gmategote b STy ; &

Ecuacion exponencial Enlace
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: u

Tenga presente: una funcion algebraica es continua en todo su dominio.

I FUNCION LOGARITMICA

FUNCION LOGARITMICA

4) 006/846

FUNCION LOGARITMICA 1 2 Enlace

Funciones Logaritmicas

S 0:04/825

FUNCIONES LOGARITMICAS - Partel Enlace
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Mat 1 Bach Funcion logaritmica 04 Enlace

Es una funcion de la forma:

y=fx) =logp g(x)

Conb>0yb=+1

I pomiNio:

Para hallar el dominio se debe resolver la inecuacién: g(x) >0

2.3.10 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Determine el dominio y los interceptos de las siguientes funciones:
1. y=f(kx) =logsx

Procedimiento

a. DOMINIO

Se planteay se soluciona la inecuacién: X > 0 entonces el dominio de la funcién es:
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Df:x € (0, +)

b. INTERCEPTOS
o Conelejey si X = 0- y= log30 no existe, por lo tanto no hay intersecciones con

el ejevy.

o ConeleeX: Yy=0y=0=0=log;x=0=x=3"=x=1= (1,0).

0= 1093 X, expresandolo en forma de potencia *, 30 =x->x=1

PISTAS DE APRENDIZAJE @
Traer a la memoria:

Tenga presente: logaR =¢eoa*=R

2. y=f(x) =log,(2x - 3)

Procedimiento

a. Dominio: recuerde que para hallar el dominio se hace g(X) >0

3
2x—3>0—>2x—3=0—>2x=3—>x=§
Ubicando este valor en la recta numérica:

— O\ 7272722 A o0

3

2

Se toman valores en los intervalos indicados y se remplazan en la ecuacién dada:
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3
x==
........... 2 +++++++++
T 1 2. 3

=10 x=2

2(0)-3 2(2)-3

-3 1

Negativo Pagitiva

Figura 29. Dominio de 'y = f (X) =log, (2x —3)
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

3
Por lo tanto, el dominio de la funcidn es: Df = (E , +00)

b. Interceptos
o Intercepto coneleje Y:

Sehacex=0—->y=10g,(2+0—-3) - log,(—3) No existe

Por lo tanto, No hay intersecciéon con el eje y.
o Intercepto con el eje X:

Se hacey = 0 - 0 = log,(2x — 3) aplicando la definicion, tenemos:
2x — 3 = 2% Recuerde 2° = 1

2x—3=1—>2x=1+3—>2x=4—>x=§—>x=2

La interseccién con el eje Xesel punto de coordenadas: (2, 0)

3. y=f(x) =log(x? — 4)

Procedimiento
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a. Dominio: Se hace X% —4>0
x2 — 4 = 0 factorizando e igualando a cero cada factor:
x> —4=0->(x+2)x(x—-2)=0
xX+2=0-x=-2 o0x—2=0-x=2
Se ubican estos puntos en la recta numérica vy se tiene:
— GO\LLIMLWWWWWO Ot + oo
—2 + 2
Se toman valores en los intervalos indicados y se remplazan en la ecuacidn dada:
r=—2 ~TTTTTTETTETmTEmTmmTmTEmTmmTETEEOS =2
++++++ ++++++
-3 -p —:1 1 ¢ 3
x=-3 £ =0 x=3
2
(-3 -4 (0)} -4 G -4
9—4 9-4
0—4 N
FPaositive Megative Fositivo

_ _ 2
Figura 30. Dominio de y= f (X) - Iog(x 4)
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

Por lo tanto el dominio de la funcién es: Df: X € (—OO, 2) U (2, +00), o también Df = Re -
[_21 2]

a. Interceptos

o Conelejey:sehacex=0

si x=0-7y=1og((0)> —4) > y =log(—4) no existe, por lo tanto no hay

intersecciones con el eje Y.

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 139

KES. 288 M [ Pe

o Coneleje X:sehaceyY = 0

si y=0—>0=log(xz—4)—>x2—4=100

PISTAS DE APRENDIZAJE @
Traer a la memoria:

Traer a la memoria: cuando en el logaritmo no aparece la base, éste es de base diez (10).

x2-4=10">x2-4=1->x>=1+4->x*=5

la ecuacion, tenemos:

Vvx2 =4+V5 -5 x=+V5
x=+V5 o0x=—-V5
Por lo tanto, las intersecciones con el eje X son los puntos de coordenadas:

(—V5,0)"(V5,0)

Sacando raiz a ambos lados de

a. y=In(5x + 10)
Procedimiento

a. Dominio:sehace DX+ 10> 0
5x+10>0

5x+ 10 — 10 > —10 Inverso aditivo de +10 es -10

5x > —10
5x -10 . . . . s
5 > — se divide por 5 ambos lados de la inecuacion

x> -2
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Por lo tanto, el dominio de la funcién es el intervalo:
Df:x € (—2,+)

b. Interceptos

o ConelejeY:sehacex=0
six=0->y=In5%0)+10)>y=In10->y=2.302
La interseccién con el eje Y es el punto de coordenadas: (0, 2. 302)

o Coneleje X:sehacey =0

Si Yy = 0-0= ln(5x + 10) - 5x+10 = e”. continuaen *

@: es la base de los logaritmos naturales.
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: la constante matematica ¢ es uno de los mas importantes numeros reales. Se

relaciona con muchos interesantes resultados. Por ejemplo, la derivada de la funcion

—_— o
exponencial f (:13) = € g5 esa misma funcién. El logaritmo en base ¢ se llama logaritmo natural

0 neperiano.

El nimero €, conocido a veces como numero de Euler o constante de Napier, fue reconocido y

utilizado por primera vez por el matematico escocés John Napier, quien introdujo el concepto

de logaritmo en el calculo matematico.

Es considerado el numero por excelencia del calculo, asi como 7 lo es de la geometria y el

> 2 £ 0 - - - - I - - -
numero 2 del analisis complejo. El simple hecho de que la funcion € coincida con su derivada

hace que la funcidn exponencial se encuentre frecuentemente en el resultado de ecuaciones
diferenciales sencillas. Como consecuencia de esto, describe el comportamiento de
acontecimientos fisicos regidos por leyes sencillas, como pueden ser la velocidad de vaciado de
un deposito de agua, el giro de una veleta frente a una rafaga de viento, el movimiento del sistema
de amortiguacion de un automovil o el cimbreo de un edificio metalico en caso de terremoto. De
la misma manera, aparece en muchos otros campos de la ciencia y la técnica, describiendo
fenomenos eléctricos y electrdnicos (descarga de un condensador, amplificacion de corrientes en
transistores BIT, etc.), biologicos (crecimiento de células, etc.), quimicos (concentracion de iones,

periodos de semidesintegracion, entre otras), y muchos mas.

El nimerog, al igual que el nimero 77 y el numero aureo (d), es un irracional, no expresable por
la razén de dos enteros; o bien, no puede ser expresado con un numero finito de cifras decimales

o con decimales periodicos. Ademas, es un numero trascendente, es decir, que no puede ser

obtenido mediante la resolucion de una ecuacion algebraica con coeficientes racionales.

Su valor aproximado (truncado) es:

€=2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995...
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o q p . - . — X .
€ es el tnico nimero a, tal que la derivada de la funcion exponencial f(X) =a (curva azul) en el punto x =0 es igual a 1. En
. . X X . .
comparacion, las funciones 2 (curva a puntos) y 4 (curva a trazos) son mostradas; no son tangentes a la linea de pendiente 1

(rojo).

Tomado 05 de agosto de 2013 de: es.wikipedia.org/wiki/Numero_e

9
*5x+10=1—>5x=1—10—>5x=—9—>x=—§

Por lo tanto, la interseccién con el eje X es el punto de coordenadas:

39

Buscar en los link indicados a continuacion y resolver los ejercicios alli planteados:
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Dominio de una funcién logaritmica Enlace

> > &) 002/106

Dominio de funcién logaritmica. Mariano Real Enlace
ASPECTOS A TENER EN CUENTA PARA OPERAR CON LOGARITMOS:

La calculadora solo tiene dos teclas para trabajar logaritmos:

o Llatecla lOg quessignificalog1¢ (logaritmo en base 10).
o Llatecla l,que significa log, (logaritmo en base e).

Calcular el valor de un Iog o un IN, con estas calculadoras es sencillo.
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En una calculadora Casio fx —82MS o similar, que se identifican porque ellas operan igual que como se escribe,
el procedimiento es el siguiente:

Ejemplos:

Obtenga el valor de los siguientes logaritmos:

a. log 20: digite: 1a tecla log, el numero 20, 1a tecla igual y el resultado obtenido es:
1.30109996

La secuencia es:

m n . .

b.In 135. pii. 12 tecla In, digite el numero 135, digite la tecla igual, el resultado
obtenido es: 4-. 905274778, la secuencia es:

Nota: cuando la base del logaritmo es diferente a 10 o0 del NUMero €, se debe hacer cambio de

base, para ello se aplica la siguiente féormula:

_logb Inb
“loga Ina

log, b

Ejemplos:
Calcule los siguientes logaritmos:

log24 In24

= = 4.584962501
log 2 In 2

a. log, 24 =
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log625 In625

= = 5.859894083
log3 In3

b. log; 625 =

e GRAFICA DE FUNCIONES LOGARITMICAS:

Se debe asignar valores a X dentro de cada intervalo, se recomienda asignar a X aproximadamente cinco valores
por intervalo, empezando en un valor ligeramente mayor o menor que cada extremo del intervalo.

Nota: los extremos de cada intervalo son asintotas verticales.

2.3.11 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Paralafuncion: y = f(.X') = 10g2 X

Determine:

v El dominio.
Los interceptos con los ejes coordenados.
La grafica.

KX

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Procedimiento

a. Dominio: para calcular el dominio de la funcién se hace X > 0

Por lo tanto, el dominio de la funcion es:
Dg:x € (0,+)

b. Interceptos:

o Intercepto con el eje X: se hace Y = 0
Siy = 0-0= logz X aplicando la definicion, tenemos
20=x->x=1
La interseccion con el eje X es el punto de coordenadas: (1, O)

o Intercepto con el eje Y: se hace X = 0
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Yy = logz Xy = logz 0, el logaritmo de cero no existe, por lo tanto, la funcién no tiene

interceptos con el eje Y.
c. Realice la gréfica:
Los valores se muestran en la tabla, la grafica se muestra en la figura 31.

x = 0 es una asintota vertical.

- X y = f(x) =log, x y x,y)
0 log, 0 No existe, hay
Asintota vertical
D
0.2 _log 0.2 —2.32
E log, 0.2 = log 2
R
0.5 log 0.5 -1
1 0.5 =——
E 082 log 2
C
1 log, 1 = log 1 0
H 52 log 2
A 2 1 - log 2 1
0824 = log 2
3 log, 3 = log 3 1.58 ...
823 = log 2
4 log 4 2
1 4 =
082 log 2

Nota: recuerde que para resolver el logaritmo se debe cambiar la base (ver propiedad).

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 147

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
TRASVERSAL
T T T T T
- —2 —1 0 1 2 .
B Ju}. |
—3-5 - . 3.5 |
" ' et > 0
B | d i
- llllll..-l_-"’ 7
— —3.5 ——I."' —3.5 —]
II
B 'y |
- - I -
I
| —F - —F
— 2 —1 u 1 2
] ] 1 ] ]

FIGURA 31. Grdficade Y = f(X) =log, X
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)
d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Crece en el intervalo: (0, +00)

2. Para la funcion: Yy = f(.X') = log5(2x - 10)

Dominio: se hace 2X — 10 > 0 , se soluciona la inecuacién

2x—10+ 10 > 0 + 10 Inverso aditivo
1 1 e
2x > 10 - (2x) (E) > (10)(5) Inverso multiplicativo

x>5
Por lo tanto, el dominio de la funcidn es el intervalo: Df: X € (5, +00)

a. Interceptos:

o Intercepto con el eje X: se hace Yy = 0

Siy= 0-0= log5(2 X — 10) aplicando la definicion, tenemos
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50 =2x—-10

1=2x—-10>2x—-10=1-2x-10-1=0>2x—-11=0
11

2x=11—>x=7

La interseccién con el eje X es el punto de coordenadas:(? ) 0)

o Intercepto con el eje Y: se hace X = 0

Yy = 10g5(2* 00— 10) -y = log(—lO) no existe, por lo tanto no tiene
interseccion con el eje Y

b. Gréfica

Los valores se muestran en la tabla, la grafica se muestra en la figura 32.

X =5 es una asintota vertical.

X y = f(x) = logs(2x — 10) Y (x,y)
Asintota 5 logs(2 * 5 — 10) =logs(0) No existe
vertical
D 6 logz(2 * 6 — 10) = logs(2) 0.43... (6,0.43)
E
7 logs(2 7 —10) = logs(4) 0.86... (7,0.86)
R
E 8 logz(2 * 8 — 10) = logs(6) 1.11... (8,1.11)
C
9 logs(2 + 9 — 10) = logs(8) 1.29... (9,1.29)
H
A 10 logs(2 *+ 10 — 10) = logs 10) 1.463.. (10,1.463)
11 logs(2 * 11 — 10) = logs(12) 1.54... (11,1.54)
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c. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Crece en el intervalo: (5, +00)

T T T T T T T T T T T T
- —8 —< 0 ! a8 .
B - i
— 2.5 + 2.5 —
—1.25 - 1.05
/f/
— 0 f i + 0 —
| x
- |I -
|
B | 4
|
B | i
——1.25 -+ | —1.25 —
| —8 — o] e g )
I I I I I I I I 1 I I 1 I I I 1

Figura 26. Grdfica de Y = f (X) = |Og5 (2X —10)
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

NOTA:
Una funcidn logaritmica es continua en todo su dominio.

En el siguiente enlace presenta una vision de las funciones: cuadrdatica, logaritmica y exponencial.
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TV EDUCATIVA-MATEMATICAS FUNCIONES 3 Enlace

o Funcién definida por tramos

Este tipo de funciones también reciben el nombre de:

Funcién definida por partes o funcidn definida por tramos o funcién seccionalmente definida.

2.3.12 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1—x, sixSl}

1. Grafique la funcién: Yy = f(X) = { xz, six>1

Procedimiento

a. Cuando: X < 1 se debe utilizar f(x) = 1 — X, como es una linea recta se asignan dos

valores (cualquiera) a X, en este caso se asignan el 1 y el -2 para hacer su gréfica.

X | f)=1-x | ¥ (X, y)

1 [1-(1)=1-1| 0

2 | 1-(-2)1+2| 3
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Nota: el valor correspondiente a X = 1 sihace parte de esta grafica, por esto se coloca en dicho punto UN

punto lleno.

b. Cuando: X > 1, se debe utilizarf(x) — xz, es una parébola, sedaa X valoresde 1 en

adelante:
X | fx)=x2 | Y| ®y)
1 (1)? 1
2 (2)? 4
3 (3)? 9
4 (4)? 16
5 (5)? 25

Tenga en cuenta que para este tramo el valor X = 1 no hace parte de esta figura, para indicar esto en la
grafica se hace con un punto hueco (o en blanco).

La grafica se muestra en la figura 33.

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 152

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
BES. 264) VEN JUNID 21 DE 1996

TRASVERSAL

1-xsix<l1

Figura 33. Grdfica de la funcién: Y = T (X) = 2
X° st x>1

(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

2. Parala funcién:

_ _(3x+2 six< -2
y—f(x)—{x2+1 six>—2}

a. Calcule:f(O), f(_l)' f(—Z), f(lO), f(—S), f(—Z)

Procedimiento

como X = 0 es mayor que—z, debemos reemplazar en el tramo: x2 +1

> f(0)=(0)2+1=1

Como X =—1 es mMayor que— 2, debemos reemplazar en el tramo: xz +1

> f(-D=(-1%*+1=1+1=2
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como X = 10 es Mmayor que — 2, debemos reemplazar en el tramo: x2 +1

> f(10) = (10)2 +1=100+1 =101

Como X = —5 esmenor que — 2, debemos reemplazar en el tramo: 3x+ 2

> f(-5) =3+ (-5)+2=-15+2=—13

Como X = —2 es igual a— 2, debemos reemplazar en el tramo: 3x + 2

> f(=2)=3%(-2)+2=-6+2=—4

b. Grafica:
Procedimiento

Para graficar esta funcidn se dan 5 valores a x menores o iguales a — 2 (incluyendo el — 2) y se reemplazan en
3X+2.Y se dan 5 valores a x mayores que — 2 (sin incluir el — 2) y se reemplazan en x? +1.

Para ello se completa la siguiente tabla de valores:

Linea Recta Parabola

X 3x+2 Y X x2+1 Y

-6 3(—6) +2 -16 -1 (-1D?%+1 2
=-18+2 =1+1

-5 3(-5)+2 -13 0 (0)2+1 1
=—-15+2 =0+1

-4 3(—4)+2 -10 1 1% +1 2
=-12+2 =1+1

-3 3(-3)+2 —7 2 (2)%+1 5
=-9+2 =4+1

-2 3(-2)+2 —4 3 3)?%+1 10
=—6+2 =9+1
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Figura 34.

3Xx+2 si x<£-=2

GRAFICA DE LA FUNCION: Y = T (X) =1 )
X“+1 si x>-2

Enlaces para funciones por tramos:

Ejerciclo: Trazar la gréfica de la funcidn f definida por:

Il $i x<0
X

f(.\_)=~!.\:-l si 0sx<1
i X s1 1>1

Y utilizarla para indicar su dominio, recorrido, cortes con los ejes, intervalos
de crecimiento, de decrecimiento, y verificar si es inyectiva o no.

Solucién:

€) 0007619 e o

Funcion a trozos Enlace
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» o) 0017319

Matematicas Graficas Funciones a trozos Enlace

o) 002/452

Dominio de una funcion a trozos Enlace

ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES:

e Funcidn valor absoluto de x, que se escribe como:

y=fx) = |x|
Esta funcién toma cualquier nimero y lo convierte a positivo.

Se define:
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XSix> 0}
—xSsix<0

y=fx) =lxl ={
El dominio de esta funcion son todos los numeros reales: Df X € Re

2.3.13 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
Ly=f(x)=|x|

Hallar:
f2)=2
. f(=3)=3
f(0)=0
3 3
S =3

o 0o T o

o Gréafica de la funcion valor absoluto

Su grafica es de la forma (forma general):

: : . : : : . . : : . : : : . : :
| —= —1 0 1 2, |
- Jh}__ -]
1 41 1 ]
— 0 | 1 10—
I
- =2 —1 0 1 1
| | . | | |
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Realice la grafica de la siguiente funcidn valor absoluto:

y=f(x)=|2x—-1]

a.

Dominio: el dominio de la funcién, por definicién, son los nimeros Reales: Df: x€eR,

b. Interceptos:

1
Coneleje X:sehacey = 0-2x—1=0-2x=1 —>x=z

El intercepto con el eje X es el punto de coordenadas:(o. 5, 0)

Coneleje Y: sehace X = 0 >y = |2(0) — 1| >y = |—1| -

y=1

C.

El intercepto con el eje Y es el punto de coordenadas:(O, 1)

Grafica: para realizar la grafica se asignan valores a la izquierda y valores a la derecha del intercepto

con el eje X, de acuerdo a la siguiente tabla:

- X | y=f)=2x-1] Y (x,9)
; -3 12(=3) — 1| = |-7| 7
Q —2 12(—=2) — 1| = |-5] 5
u —1 12(=1) — 1| = |-3| 3
E 0 12(0) — 1] = [-1] 1
R
D
A

Intercepto 0.5 |2(0.5) — 1| = |—-1]| 0

eje x
0 1 2(1) — 1] = 1] 1
R 2 12(2) — 1| = |3] 3
E 3 |12(3) — 1| = |5]| 5
H
A
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La grafica seria:

— —= — 1 =] i LN L
B . ]
=.5 5.5
— =2.Fs —+ = s —
_— i -S4 —_ i — o —

e
— — =2 s — = s
— = — 1 =] 1 -]
[ 1 1 1 1 1 -

e  Funcién mayor entero menor o igual a x.

Se escribe:

y = f(x) = [«]

Esta funcién toma cualquier nimero y lo convierte en el entero mas préximo menor o igual que el nimero de
entrada.

Dominio: el dominio de esta funcion son todos los nimeros reales, Df X € Re

Gréfica: su gréfica es de la forma:

—2
| — -
J\..i
| = . = ]
4] | | 4]
ks
| — —= - . — —
=1
a2 1 [} 1 a2
1 1 1 1 1
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2.3.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
a. siy =f)=[x]

Hallar:
1. f(5)=[5] =5
2. £(9.5)=[9.5] =9
3. f(0)=[0] =0
4. f(—4.65) = [-4.65] = —5
5 1(2)=[] = to.41-0
6. f(v30) = [V30] =[5.47..]1 =5
b. Grafique la funcion Yy = f(.X') = [[Zx - 3]]

¢Como se realizaria la tabla de valores? Represéntela

Su grafica seria:

f I | I |
-2 -1 ] 1 2
4 M 4
0 | | e 0—
X
| —a —4 ]
- —a —g—
-2 -1 ] 1 2
| | | | |

e Funcidn signo de x:
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Se escribe de la forma:f(x) = signo (.X')

1, six>0
Se define como:f(.X') = Osix=0

Para la funcién f(.X') = SingO(X), halle:

1. f(10)=1

3. f(0)=0
4. \3=1

8. f(3)=1

10. f(6) = 1

2.3.15 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Determine el dominio, los interceptos y grafique cada una de las siguientes funciones:

o f(x)=6x"-11x+4

b f(x)/x*-25

7x—3
(x)= 5x% +x—4

—

©.

Para las funciones anteriores determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento. Diga en
qué puntos la funcidn es discontinua.
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2. Grafique: y= f(x)=2x+1]

3. Grafique: y= f(x)= ‘Xz —5x + 4‘

4. Paralafuncién: y= f(x)= [[ZX — 3]] realice su grafica (elabore la tabla de valores) y determine:
1. FO

2. f(2/3)

3. f(®

a. T(3)

5. f(e)

6. [(7)

2.3.16 TEMA 3: APLICACIONES

1. setiene unaldmina rectangular de cartén de dimensiones @ y b conocidas, véase la figura 35.

Figura 35.

(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

Con esta l[dmina de cartdn se pueden fabricar cajas sin tapa y de altura X. Para ello en cada esquina de la caja se

cortan cuadrados idénticos de lado X. Véase figura 36.

b-2x I b-2x

a-2x
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Figura 36
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

Luego se doblan los lados hacia arriba. Véase figura 37

T
VAN
-7 =

b-2x
d

B

- a-lx—

Figura 37
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

El volumen de una caja de base rectangular se obtiene como:

Volumen = altura (x) multiplicada por el largo (a-2x) multiplicado por el ancho (b-2x), en unidades
cubicas.

Para la caja se tiene que:

Altura = x

Largo = a — 2x

Por lo tanto el volumen, simbolizado como V es igual a:

v = altura = largo * ancho

Reemplazando por sus valores, tenemos:

v(x) = x * (@=2x) * (BE2ZX)

Efectuando la multiplicacién:

v(x) = (ax — 2x%) * (b — 2x) -
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v(x) = abx — 2ax? — 2bx* + 4x3 -

v(x) = 4x3 — (2ax? + 2bx?) + abx

La expresion para el volumen seria, entonces:

v(x) = 4x3 — 2x%*(a + b) + abx

Teniendo en cuenta la situacidn anterior resuelva el siguiente problema particular:

e Se desea construir una caja de forma rectangular sin tapa a partir de una lamina de cartén de 20 cm
por 15 cm. Para ello se cortardn cuadrados idénticos en las cuatro esquinas y se doblaran los lados
hacia arriba.

1. Escriba la funciéon para el volumen.
Procedimiento

Se tiene que la funcidn para el volumen es:

v(x) = 4x3 — 2x*(a + b) + abx

cona=20cm y b=15cm

Reemplazando en la funcién de volumen, se tiene:

v =4x3 — 2x% * (20 +15) + (20) * (15) * x

Efectuando las operaciones indicadas:

v = (4x3 — 70x% + 300x)cm3

2. Determine el dominio matematico para esta funcién.

Por ser una funcidn polindmica su Dominio es: Df: X € Re

3. Determine el dominio desde el punto de vista de una situacion real para la funcion de volumen.
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Procedimiento

a. Sedebe cumplir que ervolumen sea mayor que cero, esto es:v(x) >0
v(x)>0->x+x(a—2x)*(b—2x)>0

b. Reemplazando los valores de d y de benia desigualdad:
x*(20—-2x)*(A5—-2x)>0
Se tiene:
x>0, (20 — 2x) >0, A5-2x)>0

c. lgualando a cero, despejando el valor de X y representando estos valores en la recta numérica:

Se tiene que:

x=0
0
20—2x=0—>—2x=—20—>x=—2—>x=10

X i X - X 2—>x 2

La solucién para la desigualdad es:

—00 0 — 10 +0oo

o s s s s s e e ol e e e TR R o

Figura 38. Solucion de la desigualdad.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
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15
El Dominio para la situacion real es: X 6(0, 7) U (10, +00)

Pero con valores de X en el intervalo:
(10, +00) se tendrian dimensiones negativas, lo cual, no es posible en problemas reales.

L) LY 4 15
Por lo tanto, el dominio desde el punto de vista de una SiItuacion reales: x E(O, 7)
Nota: los valores X = 0 y X= 12—5 no se incluyen, ya que con estos valores el volumen seria igual a cero,
V(X) = 0, es decir, no habria caja.

e Determine las dimensiones de la caja de tal manera que su volumen sea de 378 cm®. Dé su respuesta
con una precision de tres decimales.

Procedimiento

Se debe plantear y solucionar la ecuacién:

v = (4x3 — 70x% + 300x)cm3 pero v = 378cm3

Reemplazando se tiene:

—70x2% +300x = 378

Se iguala a cero:
—70x% +300x —378=0
Se saca factor comun el 2%

2(2x3 —35x% + 150x — 189) = 0

Dividiendo por 2 ambos lados de la ecuacién:
2x3 —35x% + 150x — 189 = 0

La ecuacidn se soluciona Factorizando un polinomio de grado 3, para ello se utilizard el método por
evaluacidn (utilizando la divisidn sintética).

Recuerde que los posibles factores del polinomio 2x3 — 35x2 + 150x — 189 son los divisores del
término independiente:
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Los posibles factores son:

x=-1-2(-1)3-35(-1)?> + 150(—1) — 189 = —376 No es factor

x=1-2@)3-35()%+ 150(1) — 189 = —72 No es factor
x =[88 - 2(=8)° - 35(=8)” + 150(=8) — 189 = F1008Noes factor
x=3-2(3)%-353)%+150(3) — 189 = 0 Si es un factor

Esto quiere decir que:s X = 3 > x — 3 = 0 es un factor. Para encontrar el otro factor debemos
efectuar la division:

2x> —35x2+150x — 189
x—3

Utilizando divisidn sintética, se toman los coeficientes del polinomio del numerador, se iguala el denominador a

cero y se despeja la X:

2 -35 150 -189 3
6 -87 189
2 -29 63 0

La ecuacidén queda:

(x—3)(2x* —29x+63) =0

Se iguala cada factor a cero:
x—3=0-x=3

2x2—-29x+63=0

Esta ultima ecuacidén la resolvemos utilizando féormula general:
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[ '

PISTAS DE APRENDIZAJE @
4 N
Traer a la memoria: U
Tenga presente: |a formula general esta dada por:

3 —b + Vb?% — 4ac

X
2a
\. J
De donde:
—(—29) £/(—29)2 — 4(2)(63)ac 29 + /841 — 504
X = - X ==
2(2) 4
29 ++/377
X=————"-
4
29 ++v377
X, =——— ~ 11,839
4
29 —+v377
X, = ~ 2.661
4
Las dimensiones de la caja, serian:
Valor variable ALTURA LARGO ANCHO
X 20 - 2X 15-2X
x=3 3cms. 20 — 2(3) = 14cms. 15 — 2(3) = 9cms.
x=2,661 2,661 20 —2(2,661) 15— 2(2,661)
= 14,678cms =9,678cms
x =11,839 11,839 20 —2(11,839) Con el ancho ocurriria lo
= —3 678cms mismo que con el largo.
’ . .. | Verifique realizando el
Se obtendria una dimension .
. reemplazo correspondiente.
negativa, no es posible.

e Con X determine la cantidad de material utilizado.

Procedimiento
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Serian 5 caras ya que la caja es destapada:
Con X =3 la cantidad de material utilizado es:
Cantidad de material utilizado:

o Labase de la caja (el fondo), tendria: 14cms * 9cms = 126cms?
o Los laterales = 9cms * 3cms = 27cms? pero son 2 —» 27cms? * 2 = 54cms?
o Ellado frontal + el lado trasero: (14 * 3) + (14 * 3) = 42cms? + 42cms? = 84cms?

El material utilizado= 126cms? + 54cms? + 84cms? = 264 cms?

Conx = 2,661 la cantidad de material utilizado:
Siguiendo el procedimiento anterior, tenemos:

14,678cms «9,678cms + 2 « 14,678cms « 2,661cms + 2 *9,678cms = 2,661cms
=271,676316

e Utilice las dimensiones apropiadas de tal manera que el desperdicio de material sea el mas bajo dentro
de los posibles para un volumen de 378 cm?.

Solucion

Observando el resultado anterior, se ve que el menor desperdicio (por ser mayor el area del material
utilizado) se presenta cuando las dimensiones de la caja son:

Altura: 2,661 cm
Largo: 14,678 cm

Ancho: 9,678 cm

2. Setiene una ldmina cuadrada de cartén de lado X, véase la figura 39.
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Figura 39.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

Con esta lamina de cartdn se pueden fabricar cajas sin tapa y de altura h. Para ello en cada esquina de la caja se
cortan cuadrados idénticos de lado h. Véase figura 40.

h =x-2h— b

¥ - 2h

¥ - 2h

Figura 40
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

Luego se doblan los lados hacia arriba. Véase la figura 41.

- y-h—

Figura 41.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

El volumen de una caja de base rectangular se obtiene como:

Volumen = (Altura = largo * ancho)unidades ciubicas

Para la caja podemos ver que:

Altura =h

Largo = x — 2h

Ancho = x — 2h

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € emington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 170

coa?oué_snés UNIVERSITARM .T'EMDNGYON TRASVERSAL

Por lo tanto, el volumen, que lo podemos simbolizar como v es igual a:
V=hx(x—2h)*(x—2h)
Efectuando la multiplicacién la expresién para el volumen es:

v = hx? — 4h’x + 4h3
Teniendo en cuenta la situacién problémica anterior resuelva:

Se desea construir una caja sin tapa. Para ello se tomard una l[dmina cuadrada de cartén y se cortardn en las
cuatro esquinas cuadrados idénticos de 5 cm de lado y se doblaran hacia arriba. Determine el dominio de la
funcion de volumen.

Escriba la funcidn para el volumen.
Determine el dominio matematico para esta funcién.
Determine el dominio desde el punto de vista real para el modelo de volumen.

i s

Determine las dimensiones de la ldmina de cartdn a utilizar, si la caja serd hecha para contener un
volumen de 2000 cm?3.
Determine las dimensiones de la caja.

Y

Determine la cantidad de material utilizado.

Procedimiento

1. Escriba la funcion de volumen de la caja.

o Una forma es reemplazando B = 5 en la expresién
v = hx? — 4h*x + 4h3
v = 5x% — 4(5)%x + 4(5)3 = 5x> — 100x + 500 cm?
Se tiene que:
v(x) = 5x% — 100x + 500 cm?
o Otraforma puede ser de la siguiente manera:

Un cuadrado es un rectangulo que tiene los cuatro lados iguales, véase la figura 42.

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 171

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON

KE5. 2661 MEN JUNKD 21 DE 1906 TRASVERSAL

Figura 42.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

Sea X el lado del cuadrado; se va a quitar en las cuatro esquinas 5 cm a cada lado de la esquina. Véase la figura

43.
5 1x-2(514 5
5 )
% - 2(5)
Figura. 43

(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

Quitando 5 cm en cada esquina el lado de la caja sera: X — 5—-5=x—-10 ,Véase la figura 44.

¥- 10

Figura 44.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez)

Doblando los lados hacia arriba la caja queda:
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5
B dera
, #- 10
Z
— x- 10—
Figura 45

La funcién para el volumen es: V(X) = 5(x - 10)(.76 — 10)
Simplificando queda: V(X) = (sz —100x + 500)C"l3

1. Dominio matematico: por ser un polinomio su dominioes: X € Re

2. Determine el dominio desde el punto de vista real para el modelo de volumen:

Procedimiento:

Se debe cumplir que: U (.X') >0

Estoimplicaque: 5(x —10)(x —10) >0-> (x—10) >0-> x> 10
Entonces, el dominio desde el punto de vista real para el modelo es:

D,:xe€ (10, +0)

3. Determine las dimensiones de la lamina de cartén a utilizar, Si la caja serd hecha para contener un
volumen de 2000 cm3.

Procedimiento:

Se debe plantear y solucionar:
v(x) = 2000

Esto implica que:

5x% —100x + 500 = 2000

Se saca factor comun:

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 173

coa?oué_snés UNIVERSITARM .T'EMDNGYON TRASVERSAL

5(x? —20x + 100) = 2000

Se divide por 5 en ambos lados de la igualdad:

5(x%-20x+100) _ 2000
5 5

x%2 —20x+ 100 = 400, igualando a cero:

, simplificando:

x2—20x+100—-400=0->x*—-20x—-300=0

Factorizando e igualando cada factor a cero:
(x —30)(x + 10) = 0
(x—30)=0-x=30

o

(x + 10) =0 > x = —10: noexisten magnitudes negativas, por lo tanto x = —10 no es solucién
para el problema.

Entonces, las dimensiones de la lamina de carton deben ser: 30 cm. por 30 cm.

4. Determine las dimensiones de la caja.

Procedimiento

Observando la figura 45, se tiene que:

LARGO | x—10 | 30—-10 | 20 cm.

ANCHO | x—10 | 30—-10 | 20 cm.

ALTO 5cm. — 5cm.

5. Determine la cantidad de material utilizado:
Procedimiento

Observando las figuras 43 y 44 se puede deducir que:
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Cantidad de material utilizado es igual a:

El area de la base + I veces el area de un costado.

El drea de la base= 20cm.* 20cm. = 400cm?

El drea de un costado= 20cm.* 5cm. = 100cm?

Cantidad de material = 400cm? + 4 » (100cm?) = 800 cm?

3. Se cuenta con 1200 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y sin tapa, encuentre una
expresién para el volumen de la caja en términos de una sola variable.

Procedimiento
Sean:
X Cada lado de la base cuadrada.

Y. La altura de la caja. Véase la figura 46

Figura 46
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

Recuerde que: el volumen de la caja es igual al area de la base por la altura de la misma.

2 2

Areap e = X * X = xX“ cm
Altura =y cm.

Reemplazando, el volumen de esta caja es:

V=Xx*X*y->v=x>%y cm3
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. A0y 0P , . ar.,7’ .- . ey . .
Para escribir 'Y en términosde X', se utiliza la condicién para la cantidad de material.

Cantidad de material es: 1200 cm?

Para la caja de la figura 46 la cantidad de material es igual a:

La cantidad de material de la base cuadrada mas 4 veces la cantidad de material de los cuatro costados, esto es:

Areap,g, = x * x = x?

Areacostada = X * Y :son cuatro costados (4- * Xk y)

Material utilizado: area de la base + 4 costados= 1200, reemplazando:
x*x+4x*y=1200 > x>+ 4x+y = 1200

Despejando ”y":

x*+4x+y=1200 > 1200 — x* = 4xy >

1200 — x2
4x

Reemplazando la expresidn anterior en:

y:

3

— 2
vV=x"xy cm. , se tiene:

1200 — x? 1200x - x>
— ~ |m>v=—"— T cem
4x = 4

v:xzy:v:xz(

La expresion para el volumen de la caja es:

1200—x2)

v=x2*y—>v=x2*(
4x

Efectuando el producto indicado y simplificando:

1200x—x3 3
V= T cm.
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1. Determine el dominio de la expresién anterior.

Procedimiento:

Por ser una funcidn polindmica su dominio es: Df X € Re

Por ser una situacidn problémica y para que pueda ser construida la caja, su dominio se debe limitar sélo a los
numeros reales que cumplan que:

1200x — x3
v(x) = 2 >0

SOLUCION DE LA DESIGUALDAD

1200x — x3

2 >0-1200x—x3>0

Factorizando:

x(1200 — x2) > 0 - x(v/1200 + x)(¥V1200 — x) > 0
Igualando cada factor a cero, se obtienen las raices:
x=0
V1200 + x = 0 » x = —/1200
1200 — x = 0 » x = /1200

La solucién de la desigualdad, que es el dominio para que la caja pueda ser construida, es el intervalo

D,eq:x € (0,4/1200)

NOTA: x = V1200 = 34.6410161

2. Encuentre el volumen maximo posible de la caja.

PROCEDIMIENTO

Dando valores a la variable x, reemplazando en la funcién de volumen y utilizando Excel.
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X v(x)
1 299,75
2 598
3 893,25
4 1184
5 1468,75
6 1746
7 2014,25
8 2272
9 2517,75
10 2750
11 2967,25
12 3168
13 3350,75
14 3514
15 3656,25
16 3776
17 3871,75
18 3942
19 3985,25
20 4000
21 3984,75
22 3938
23 3858,25
24 3744
25 3593,75
26 3406
27 3179,25
28 2912
29 2602,75
30 2250
31 1852,25
32 1408
33 915,75
34 374
35 -218,75
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También puedes realizar la tabla asignando los valores de x en la funcién volumen correspondiente, de la

siguiente manera:

X <1200x x3>
V=
1 <200(1)—(1)>
2 1200(2)—(2)
< > 598
3 1200(3) x3
( ) 893,25
4 1200(4) - (4)3
< > 1184
5 1200(5) - (5)3
< > 1468,75
6 1200(6) —(6)3
< > 1746
7 1200(7) —(7)3
< > 2014,25
8 1200(8) —(8)3
< > 2272
9 1200(9)—(9)
< > 2517,75
10 1200(10) - (10)
( 4 ) 2750
11 1200(11) — (11)3
( 4 ) 2967,25
12 1200(12) — (12)3
( 4 ) 3168
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13 1200(13) - (13)

< ) 3350,75
14 1200(14) - (14)3

< ) 3514
15 1200(15) —(15)

< ) 3656,25
16 120(16) — (16)

< )| s
17 1200(17) - (17)3

< > 3871,75
18 1200(18) —(18)3

< ) 2
19 1200(19) - (19)3

< > 3985,25
20 1200(20) - (20)3

< > 4000
21 1200(21) - (21)3

< > 3984,75
22 1200(22) —(22)3

< > 3938
23 1200(23) —(23)3

< > 3858,25
24 1200(24) —(24)3

( ) 3744
25 1200(25) —(25)

( ) 3593,75
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26 <1200(26)—(26)> M
3406
26 1200(27) —(27)3
< )3179,25 |
28 1200(28) — (28)3
< ) 2912
29 1200(29) —(29)3
< )zsoz,75 N
30 1200(30) —(30)3
< ) 2250
31 1200(31) —(31)3 U
< ) sssazs
32 1200(32) —(32)3
< ) sl y
33 1200(33) —(33)3
< ) 915,75
34 1200(34) - (34) E
< )| s
35 1200(35) — (35)
< 4 ) -218,75

Se ve que el volumen maximo es 4000 cm3 y se obtiene cuando X = 20

Como piden hallar las dimensiones de la caja cuando el volumen es maximo, se debe halla el valor de Y.

_ (1200 — x? (1200 — (20)?
y‘( 4x )_’y_( 4(20) >_’

(1200 _ 400) 800 »
— - = —— = -
y 80 Y=780 7 cm
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Las dimensiones de la caja que permiten obtener el maximo volumen son:

Vmax = 20cm *x 20cm =« 10cm.

El volumen maximo también se puede determinar a partir de la grafica de la parte pertinente de la funcidn de
volumen, como se ve en la figura 47:

+6000

40
+=2000

Figura 47
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

4. El siguiente ejercicio es una adaptacion de un ejercicio propuesto por (Haeussler & Richard, 1997).

Una empresa de TV por cable tiene 4800 suscriptores que pagan cada uno en promedio $18000 mensuales por
el servicio, un estudio determiné que puede conseguir 150 suscriptores mas por cada $500 menos en la cuota
mensual.

Encuentre una expresion para el ingreso de la empresa de TV.

Solucién

Para determinar la funcidn de ingreso, es conveniente llenar la siguiente tabla:

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € emington_Edu

www.uniremington.edu.co




®

UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 182
con.Pon/t_q(.ﬁ:J UNIVERS)TAR(A EM»NGION TRASVERSAL
Numero de | Valordelacuota| Numero de Ingreso
disminuciones mensual Suscriptores
de 500
1 (18000 — 500(1)) | 4800 + 150(1) | [18000 — 500(1)]
* [4800 + 150(1)]
2 (18000 — 500(2)) | 4800 +150(2) | [18000 — 500(2)]
* [4800 + 150(2)]
3 (18000 — 500(3)) | 4800 + 150(3) | [18000 — 500(3)]
+ [4800 + 150(3)]
q (18000 — 500(q)) | 4800 + 150(q) | [18000 — 500(q)]
* [4800 + 150(q)]

Sea @: Nimero de disminuciones de $ 500 en la cuota.

La funcion de ingreso se obtiene efectuando las multiplicaciones en la expresion del dltimo renglén y dltima

columna.

Ingreso:

r(q) = [18000 — 500(q)] * [4800 + 150(q)]

r(q) = 86.400.000 + 2.700.000qg — 2.400.000g — 75.0004g>

Reduciendo términos semejantes, se encuentra una expresién para el ingreso de la empresa de TV.

r(q) = —75.000g2 + 300.000q + 86.400.000
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2317 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Se desea cercar un campo rectangular en el cual el ancho es 20 metros mas pequefio que el largo.
a. Encuentre una expresion para el perimetro en términos de una sola variable.
b. Encuentre una expresién para el drea cercada en términos de una sola variable.
c. Determine el dominio de la funcién de area.
d. Utilizando una herramienta de informatica represente graficamente la funcién de area, a partir de la
grafica, determine el &rea maxima cercada.
e. Sielareacercada esigual a 8000 m?, determine las dimensiones del terreno.

2. Una compania esta disefiando un empaque para su producto. Una parte del empaque serd una caja abierta
construida de un cuadrado de aluminio cortando cuadros de 3 centimetros en cada esquina y doblando los
lados hacia arriba.

a. Encuentre un modelo para el volumen de la caja.

b. Determine el dominio de la expresion anterior.

c. Sila caja debe ser hecha para contener un volumen de 588 cm?, determine la cantidad de material
utilizado.

3. Se desea construir un envase cilindrico de base circular que tenga una capacidad de 125 metros cubicos.

a. Halle una expresion para la cantidad de lamina utilizada en términos de una sola variable.
b. Halle las dimensiones que debe tener para que la cantidad de [dmina empleada sea minima.
c. Silaaltura del envase es 10 cm, determine su radio.

4. El siguiente ejercicio es una adaptacion de un ejercicio propuesto por los autores (Haeussler & Richard,
1997).

El fabricante de un producto encuentra que para las primeras 500 unidades que produce y vende la utilidad
es de S50 por unidad. La utilidad disminuye en $0,10 por cada unidad que produce mas alld de 500. Por
ejemplo la utilidad total cuando produce y vende 502 unidades es de 500(50)+2(49,8).

a. Encuentre una expresion para la utilidad del fabricante.
b. A partir de una grafica determine el nivel de produccién que maximiza la utilidad.

5. Un mayorista ofrece un precio de venta de $ 5.200 menos un descuento de $ 5 por cada articulo
comprado de las mismas especificaciones.

a. Determine una funcién para el precio de venta de cada articulo.
b. Determine una funcidn para el ingreso.
c. Encuentre un intervalo apropiado en el cual sea éptimo para el mayorista sostener estas condiciones.
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d. Grafique la funcidn de ingreso.

A partir de la grafica determine:

e. El nivel de produccién que maximice el ingreso.
f. Elingreso maximo.

6. Un fabricante estima que si cada pedido de materias primas contiene “x” unidades, el costo total de
adquirir y almacenar el suministro anual de materias primas sera:

100.000
c(x) =4x+ — Délares

a. Represente la parte pertinente de la gréfica de este modelo de costo y a partir de ella estime el tamafio
O6ptimo de un pedido, es decir bajo qué condiciones se obtiene el costo minimo y cual es este costo
minimo.

b. Cuando el costo es de 1000 ddlares, estime cudntas unidades fueron adquiridas y almacenadas.

c. Sise adquierey se almacenan 500 unidades, éel costo es?

7. Un fabricante estima que si se emplean X maquinas, el costo de un periodo de produccion sera:

1500
c(x) =10x + — Délares

a. Represente la parte pertinente de la grafica de este modelo y a partir de ella calcule cudntas maquinas
debera utilizar el fabricante para minimizar el costo.

b. ¢Si los costos en un periodo de produccién son de 500 ddlares, estime cuantas mdaquinas fueron
utilizadas?

c. Determine el costo cuando se utilizan 50 maquinas.

8. Un proyectil es lanzado al aire con una velocidad inicial de 192 metros por segundo. Después de t
segundos su altura es:

S(t) = 192t — 16t>

Elabore la grafica de la parte pertinente de este modelo.

A partir de la grafica determine el tiempo en el cual el proyectil alcanza su altura maxima.
Halle la altura maxima que alcanza.

Determine el tiempo en el cual la velocidad es de 576 m / s.

oo oo
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'

9. Unterreno rectangular de 500m? de area va a ser cercado. La cerca para el frente del terreno, como da

a una carretera, tiene un costo de USS 50 el metro instalado, para los otros tres lados, el metro instalado
tiene un costo de USS 35.

a. Obtenga un modelo para el costo total del cercado del terreno en términos del lado que da a Ia
carretera.

b. Elabore la grafica de este modelo.

A partir de la grafica, estime las dimensiones del terreno que permitan minimizar los costos.
Determine cual es el costo minimo.
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3 UNIDAD 2 LIMITES

Limites: Explicacion con Ejemplos Enlace

DEFINICIONES Y PROPIEDADES
DE LOS LIMIITES
Continuacion parte ||

Realizado por:
Juan David Builes Grisales

Pl ) 0007913

LIMITE DE UNA FUNCION. DEFINICIONES Y PROPIEDADES Enlace
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3.1.1 MAPA CONCEPTUAL

Su
|
CONCEPTO
1
Lo
1
DEFINICION
1
Sus
1
PROPIEDADES
L]a
|
EVALUACION ]
| LIMITES
Y INDETERMINADOS
I
CONTINUIDAD Su
SOLUCION

3.1.2 OBJETIVO GENERAL

Entender el concepto de limite y su aplicacion como una aproximacion al estudio de la derivada.

3.1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

B® Determinar el limite de una funcién teniendo en cuenta una tabla numérica de aproximaciones a un
valor deseado de la variable independiente.

I Estudiar las leyes bésicas para la estimacion de limites, identificando indeterminaciones de la forma
cero sobre cero e infinito menos infinito y el procedimiento para la eliminacion de éstas
indeterminaciones y la posterior evaluacién del limite.

B® Determinar la continuidad o discontinuidad de una funcién en un punto.

3.2 TEMA 1: DEFINICION INTUITIVA DE LIMITE

Se pretende determinar qué sucede con una funcién f(X) cuando la variable independiente (o sea la
X) se aproxima tanto como pueda a un valor @, sin llegar a ser igual a dicho valor. Si el limite existe, se

dice que es igual a un nimero L. Lo anterior se simboliza de la siguiente manera:
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}ci_rgf(x) =1L

En términos conceptuales, el limite cuando X se aproxima a un valor @ de la funcién f(x) es diferente

a f(a)

Para entender un poco mejor se analizaran los siguientes ejercicios de entrenamiento:

1. Este ejercicio es propuesto por los autores (Haeussler & Richard, 1997). Para la funcion:

foy =22
X)=——
x—1
Determinar:
d. f(l)
Procedimiento: se reemplaza 1 en la funcién dada:
3 -1
1) = - f(x) =<
f 1-1 f
. . [ 4 O
Se obtiene una indeterminacion de la forma: 6
3 -1
b. lim ——
-1 x—1

Se realiza el calculo de:
3 _1

lim ——

-1 x—1

La herramienta que se tiene para calcular este limite, es por la definicidn intuitiva del concepto de limite, es decir,
se va a determinar qué sucede con f(X) cuando la variable X se aproxime lo mas que pueda a 1, tanto por

izquierda como por derecha, esto es:

o Porvalores ligeramente MeNOres que uno, y
o Porvalores ligeramente Mayores que uno.
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Para ello se diligencia la siguiente tabla:

x-1" (x<1) 3 -1 x-1"  (x>1) 3 -1

Se lee 1 por la izquierda x) = Se lee 1 por la derecha x) =
f) =—— fo) =——

0,9 2,71 1,1 3,31
0,99 2,9701 1,01 3,0301
0,999 2,997001 1,001 3,003001
0,9999 2,9997 1,0001 3,0003
0,99999 2,99997 1,00001 3,00003

Se puede ver que cuando la variable X se aproxima a 1, tanto por izquierda como por derecha, la funcion se

aproxima a 3; esto es:

ox3-1
lim =3
-1 x—1
2. Determine por definicidn intuitiva de limite:
’ x*—16
xl—r>r2l x—2
Procedimiento
Para ello se diligencia la siguiente tabla:
x-2" (x<2) ¥ —-16 x-2t (x>2) - 16
Se lee 2 por la izquierda x) = —— |[Se lee 2 por la derecha X)) = —
f) =—— f) =——
1,9 29,679 2,1 34,481
1,99 31,76079902 2,01 32,24180099
1,999 31,9760081 2,001 32,0240079
1,9999 31,997602 2,0001 32,002399
1,99999 31,99977 2,00001 32,00022
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De acuerdo a los resultados.

- x*-16
lim ———=

-2 x—2

Limites a partir de una gréfica.

Limites a partir de la grdfica de una funcion Enlace

3. Limite a partir de una grafica.

Utilizando la grafica de la figura 48 estime

lim f(x)

x--1
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KND 21 L '

-3 -2

-1

-2

Figura 48. Estimacion de limites a partir de una grdfica.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 13 de 2011)

Procedimiento

Para determinar este limite, se deben estimar dos limites que son:
lim f(x) y lim f(x)
x—>-1" x—-11

a. Limite por laizquierda de -1:

lim f(x)

x—>-1"

Observando la figura 49, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 1 por la izquierda, la Y se
aproxima a1, esto es:

lim f(x)=1

x--1"
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Figura 49. X se aproxima a menos uno por la izquierda
(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 13 de 2011)

b. Limite por la derecha de -1:

lim f(x)

x—-—-1%

Observando la figura 50, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 1 por la derecha, la Y se
aproxima a 2, esto es:

Jim f(x) =2

Figura 50. X se aproxima a menos uno por la derecha.
(Autor. Elkin Ceballos Gémez. Mayo 13 de 2011)
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Como:

lim f(x)=1%# llm Jx) =2

x—-—-1"

Entonces:
lim f(x) no existe
x--1

4. Limite a partir de una grafica.

Utilizando la grafica de la figura 51. Estime:

Jim, )

‘i

[ ] 6

4

% i ) - L
-3 -2 -1

Figura 51. Limite a partir de una grdfica.
(Autor. Elkin Ceballos Gémez. Mayo 13 de 2011)

Solucion

Para determinar este limite, se debe estimar dos limites que son:
lim f(x) y lim f(x)
x—>-3" x—-3%
a. Limite por laizquierda de -3:

llm f(x)

——-3"

Observando la figura 52, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 3 por la izquierda, la Y se
aproxima a 2, esto es:

lim f(x)=2

x—-3"
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:'. B i
L &
p" /’/ .
T
., e
", -
- -
-r-\-\.__ e 2
[l '\-\__\_\_\_\_ _'_'_'_,__,-F
3 2 1
Figura 52.

(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 13 de 2011)

Estimacion de
Jim - f(x)

Observando la figura 53, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 3 por la derecha, la Y se
aproxima a 2, esto es:

Jim - f(x) =2

¥
¢ 6
4
L 2
-3 -2 -1
Figura 53.

(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 13 de 2011)

Como:

lim  fOE lim, f(x) =2

x—>—-3"
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Entonces:
lim f(x)=2
x—-3

3.2.1 EJERCICIO DE AUTOEVALUACION

Utilizando la definicidon intuitiva de limite, estime:
lim 5
1. 3x° —-2x+3
X—> -5
lim x*>-16
X—>2 4x-8
lim ./x-2
X—>4 x-4
. . . lim lim
4. Dada la gréfica de la figura 54. Estime: f(x) A f(x)
X—> -2 X—2
0 30 ( \
o= 20
— s {10 Jr s &
. ~_
3 2 1 1 2 3
=10
Figura 54.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 13 de 2011)
. . . lim lim
5. Dada la gréfica de la figura 55. Estime: f(x) A f(x)
X— -2 X—2
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Figura 55
(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 13 de 2011)

3.3 TEMA 2: LEYES PARA ESTIMAR LIMITES

Applet para calcular limites:

http://www.solvemymath.com/online_math calculator/calculus/limit calculator/index.php

El limite de una constante es igual a la constante C:
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lim¢ =¢
xX—a

3.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. 1jm10 =10
x—-7

2. |im 2=2
x—>—20

e Limite de x elevada a una potencia n.

lim %" = (@)" = a”
xX—a

3.3.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. 1imx* = (3)* =81

x—-3
2. |im x> = (-5)3 =-125
x——5 1 L
3. lim x_z = (4)_2 = 4—2 = E
x—4

e Limite de una constante por X elevada a una potencia N

lim€ X" = € * |jpm ()" = ¢ * ()"
X—a X—a

3.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. 1im3x°=3+(2)>=3%32=96

x—-2

2, lim37 x2=7%x(-3)2=7%(9) =63
xX—-—

3. lim14x2 =4x(—-1)2=4x(1) =4
xX—-—
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e El limite de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de los limites.

lim [£(x) £ g(x) + -+ h(®)] = lim f(2)  lim(g(x) + - & lim h(x)

3.3.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. lim 3x? —6x + 5 =1lim3x% —lim6x + lim 5 =
x—3 x—3 x—3 x—3

33)2-6(3)+5=27—-18+5=14

2. lim 6x—2=6(-5)—2=-30—2=—32

xX—>-5

e El limite de un producto es igual al producto de los limites.

lim [£(x) * g(x)] = lim £(x) « lim(g (x)

3.3.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. lim3(2x +1)*3Bx—-2) =
x——
lim(2x+ 1) * lim3 (Bx—2)
x——

x—--3

Reemplazando:

[2(=3) + 1] % [3(=3) — 2] =

(-6+1)*(—9-2)=(-5)+(—11) =55
2. lin21(3x —2)*x(2x+5) =

xX—

lim(3x —2) *xlim (2x + 5)

x—-2 x—-2

Reemplazando:

[3(2) —2]*[2(2)+5]=(6—2)*x(4+5)=4%9 =36
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e El limite de un cociente es igual al cociente de los limites.

_ fx  lim f(x)
W% 9 ~lim g

Si lim g(x) #0
x—-a

3.3.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

: 2
2x%+x-3 _ WmM2x"+x-3  2(1)24(1)-3

1. lim

xo>1 x3+4 chinix3+4 T (1)3+4
2+1-3 0
1+4 5
= 2
> lim x2-2x+1 _ lm o x-2x+1  (5y2_p(5)41
" x55 x2+43  lim x243  (5)243

X—

25-10+1 16 4
25+3 28 7

e El limite de una raiz es igual a la raiz del limite.

lim \/f (x) = "/}Cijgf(x)

Si n es par, entonces: lim f(x) > 0 (tiene que ser positivo)
x—a

3.3.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1 1im VaZ +7 = *[lim(x? + 7) = {/(3)2 + 7 =
xX—

x—3

V16 =V8+3V2=2x32
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x—--1

2. lim V& —5x = \/36111311(4—5@=\/4—5(—1)=\/4+5=\/§=3

LIMITES Y MANIPULACION ALGEBRAICA
Limite indeterminado de la forma 6

0
Cuando al evaluar un limite el resultado es cero sobre cero ( ) o sea un indeterminado, se debe factorizar

o racionalizar la expresion, simplificar y volver a evaluar el limite las veces que sea necesario para eliminar dicho
indeterminado.

3.3.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

5x2+17x—12
1. lim

4—3x2+13x+4 , Reemplazando por X = —4-, se tiene:
X——

lim 5x% +17x — 12 5(—4)2 +17(-4)—-12 80— 68— 12
x>t 3x2 + 13x + 4 3(—4)2 +13(—4) +4 48-52+4

= 0 Indeterminado.

PISTAS DE APRENDIZAJE @
Traer a la memoria:

Traer a la memoria: para solucionar el indeterminado de la forma 0/0 se debe factorizar o racionalizar
la fraccion, segun sea el caso.

En este caso hay que factorizar tanto el numerador como el denominador de la fraccién:

o Factorizacion del numerador:

5(5x* +17x —12)  25x%* + 17(5x) — 60

5
_ (5x+20) x(5x—3)=5(x+4) * (5x — 3)
B 5 5

Simplificando:
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(x + 4) x (5x — 3): Numerador

o Factorizando el denominador:

33x* +13x+4) 9x*+133x)+12 (Bx+12)+(3x+1)

3 3 3
_3(x+4)x(Bx+1)

3

Simplificando:

(x+4)*(3x+1): Denominador

Reemplazando en la expresion inicial:

 5x?2+17x-12 . (x+4)+(Bx-3)
lim = lim
x>-4 3x2+13x+4 -4 +4)+(3x+1)

Simplificando X =+ 4 se elimina el cero tanto en el numerador como en el denominador, por lo tanto:

lim 5x2+17x—12 — lim 5x-3 _ 5(-4)-3 _ -20-3 -23 23 con x = —4
x——4 3x2+13x+4  x>-43x+1 3(-4)+1 -12+41 -11 11’
3 3
. x’-1 1°-1 1-1 0 .
2. lim reemplazando, se tiene: =— = - Indeterminado

Para solucionar este indeterminado se factoriza el numerador (diferencia de cubos) de la fraccion (el
denominador no es factorizable):

3 2
. x°-1 . x—1)*(x“+x+1
lim = llm( _u )
x—1 x—1 x—1 x—1
y en el denominador, por lo tanto:

» simplificando X — 1 se elimina el cero en el numerador

Lo =1 )
lim——=limx*+x+1=(1)*+1+1=
-1 x—1 x—1

1+414+1=3 conx+*1

reemplazando, se tiene:
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24—16_16—16_01dt o
2_2  1-1 0 naeterminaao

Para solucionar este indeterminado se factoriza el numerador (diferencia de cuadrados) de la fraccién (el
denominador no es factorizable):

. x*-16 (X2 +4)*(x2-4)
lim =1 todavia hay una diferencia de cuadrados, se factoriza nuevamente:
x—2 Xx—2 x—1 x—2

2 * *(x—
lim (x“+4)*(x+2)*(x=2)

x-2 x—2
denominador, por lo tanto:

simplificando X — 2 se elimina el cero en el numerador y en el

. x*—16 ]
lim————=1lim(x*+4)*(x+2) = (22+4)*(2+2) =
x-2 X—2 x—-2

4+4)+x(4)=8+4=32,conx # 2

X )4 \ -

i Xt _ 44 0
1im = = —
x>4\x —2 +4-2 0

Para eliminar el indeterminado se debe racionalizar el denominador de la fraccién:

PISTAS DE APRENDIZAJE /-\
& : o
Traer a la memoria: U

Tener en cuenta: racionalizar es eliminar las raices bien sea del numerador o del denominador de

una fraccion, para hacerlo se multiplica tanto el numerador como el denominador por la
respectiva conjugada, esto es:
o Sise racionaliza el denominador:

y la conjugada de \/; +ces _

xty ¥

\/; +c

. Xty vxte
e

Vx—c Jx+e

la conjugada de Vx—cesVx+e¢
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PISTAS DE APRENDIZAJE /\
a .
Traer a la memoria:
Tener en cuenta: racionalizar es eliminar las raices bien sea del numerador o del denominador de
una fraccion, para hacerlo se multiplica tanto el numerador como el denominador por la respectiva

conjugada, esto es:

o Sise racionaliza el denominador:

w XE
’ 14 *-Ia conjugada de \/E +ces _

\/_+c
x+ Vx+e

’ L4 * la conjugadade VX —CeS\VX+C
x—c Ax+e

o Sise racionaliza el numerador:
w Vx+c
»

YEy *-Ia conjugada de \/; + ces _

Vr—c Naxte
’ la conjugadade VX —CeS\VX+C
xj:y \/ +c

x—4 Vx+2 lig,}(\/f+2)*\/§+2_l_ (x—4)* (VX +2)
M E—2 VEez VaZ — (2)2 s (x—4)

Simplificando X — 4. en el numerador y en el denominador, se tiene:

lim(Vx+2)=V4+2=2+2=4
x—4

5 lim—— , reemplazando:
x—3 Vx+6-3’ P

lim x-3 _ 3-3 _ 3-3
x—3 Vx+6-3 V3+6-3 9-3

= g Indeterminado

203

@ PBX:322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington €D Remington_Edi

www.uniremington.edu.co




UNIREMINGTON MATEMATICAS Il | 204

ORPORACION UNI\’ERSITARM REM!NGYON TRASVERSAL

Procedimiento

Para eliminar este indeterminado se racionaliza el denominador:
La conjugada del denominadores: VX + 6 + 3
x—3 Vx+6+3 (x—3)*(Vx+6+3)

lim = lim
x-3x+6—3 \/x+ 6+3 3  J(x+6)2—(3)2
’ (x—3)*(\/x+6+3)_1_ x—3)«(Vx+6 +3)
ph xX+6-9 a3 (x—3)

Simplificando X — 3 en el numerador y en el denominador, se tiene:
lim(Vx+6+3)=V3+6+3=v9+3=3+3=6
X—

B http://www.youtube.com/watch?v=5kyW-JJpR90

B http://www.youtube.com/watch?v=nAmIO3HpR54

B http://www.youtube.com/watch?v=PwBdwnc621g

D http://www.youtube.com/watch?v=k6fB0JD2bvM

D http://www.youtube.com/watch?v=tEaYRekR9lk

D http://www.youtube.com/watch?v=AcSwtKOwtLU

LIMITES AL INFINITO

Se pretende determinar el siguiente limite:

lim f(x)

X— 00

Se presentan varias posibilidades:

e Sila expresion es constante, el limite es la misma constante.

limc=c

X— 00

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co



http://www.youtube.com/watch?v=5kyW-JJpR9o
http://www.youtube.com/watch?v=nAmIO3HpR54
http://www.youtube.com/watch?v=PwBdwnc621g
http://www.youtube.com/watch?v=k6fB0JD2bvM
http://www.youtube.com/watch?v=tEaYRekR9Ik
http://www.youtube.com/watch?v=AcSwtKOwtLU

UNIREMINGTON" MATEMATICASII | 205

coa?oué_snés UNIVERSITARM .T'EMDNGYON TRASVERSAL

3.3.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. lim 20 = 20

X— 0

2. lim-5=-5

X— 00

e Sila funcién es polinémica el limite tiende a infinito.
lim f(x) = oo

X— 00

Siempre que f(.X') sea polindmica:

3.3.10 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. limx? — 7x + 8f(x) = »

X—00
2. limvV4x —7 =
X— 00

e Sila funcién es racional

Para obtener este limite se procede de la siguiente manera:

Se dividen todos los términos de la fraccién por la X de mayor exponente.

Se simplifica y se aplican las siguientes propiedades (llamados, también, limites especiales):

> lim1= 0
XxX—00 X

> limin= 0
xX—00 X

. c
> lim— = O,Cesuna

x—00 X1
constante

3.3.11 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1.

. 5x3—4x2+7
lim 2 3 reemplazando, se obtiene:
x—o00 3x—10x>+x—-7
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’ 5x3 —4x* +7 © et _
im = — Indeterminado
x»03x2 —10x3+x—-7

PISTAS DE APRENDIZAJE

[ . ™
Traer a la memoria: u

o0
Tenga presente: para eliminar el indeterminado de la forma —, se dividen todos y cada uno de
o0

los términos del numerador y del denominador por la x de mayor exponente que haya en la
fraccion.

. 7

Procedimiento

. o . 3.
De acuerdo a la norma se dividen cada uno de los términos del numerador y del denominador por X~ .

5x3 4x? 7
5x3 —4x? +7 _ 2 3 %3
lim = lim
x—o0o 3x2 — 10x3 +x—-7 x—0o  Fx2 10x3 X 7
373 T3 13
X X x3 x

Simplificando:

5 4 7
T x T %3
lim 3 d 1x 7,aplicando limites especiales:
X—00

x 1045253

4 7

.’ S—xtx@ _ 5-0+0 5 1
X 3 _j04L1_7 0-10+0-0 -10 2

x x* x3

2. lim (2% _ 20)
" x>0 1-x*

Procedimiento
Recuerde que. El limite de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de los limites, por lo tanto:

2x+3x2 2x+3x2

3. lim( —20) = lim(

X—00 —x X—00

e 1im20) =

—x4 X—>00
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Recuerde que: en el primer limite se dividen todos los términos de la fraccion por x2, en el segundo el limite de
una constante es la misma constante.
2x  3x? 2 3
A BTN
lim — — lim20 = lim ==—— — lim20
X—00 1 X X—00 X— 00 1 X—00
xt  xt x*
Utilizando las propiedades de los limites, se tiene:
2 3
B3t 0+0
Iim=———-1im20=——--20=0—-20=-20
X—00 1 X—00 O — 1

Modular

Cdlculo de Limites - Conjugada Enlace

LIMITES TRIGONOMETRICOS

e limsinx =sina, ae R,
xX—-a

e limcosx =cosa, ae R,
X—a

. sin kx
e lim

=1, kx+0, keR,

x—0 X

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co



https://www.youtube.com/watch?v=kydUxS3-rc0
https://www.youtube.com/watch?v=kydUxS3-rc0

UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 208

coammgc’m UNIVERSITARIA REWINGTON TRASVERSAL

KES. 288 M [ Pe

. 1-cosk
o lim—* — 0, kx #0, keR,
x—0 kx

3.3.12 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

. sin2x
1. Hallar lim , se multiplica por 2 tanto el numerador como el denominador:
x->0 X
. sin2x . sin2x
lim—— =lim———
x-0 X x>0 2Xx

PISTAS DE APRENDIZAJE @
s N
Traer a la memoria: u

Recuerde que: el limite de un producto es igual al producto de los limites, entonces:

~ sin2x . sin2x
Iim———+2 =lim——+*1lim2 =12 =2
x-0 2x x-0 2Xx x—0
\. .

. 1- 5

2. Halle: llmﬂ =0
x—0 5x

. 1—cosx
3. lim —, se divide el numerador y el denominador por X se tiene entonces

x—0 senx

1—cosx

. 1-cosx . X

lim—— = lim —senx de acuerdo a los limites trigonométricos:
x—0 senx x> -

1—cosx
. X _
lim  —eny 10
X
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'

P » ) oO1/53e

Limites Trigonomeétricos - Ejercicio 1 Enlace

NIBDO AN wsem ARA |
AP R NP R -4 s

//A//AR e/ //Zai-re + rigonome -
TRICO.

[im Senx
X»p 2X

SO/UCIONS

limite trigonometrico caso 1 Enlace
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LIMITES TRIGONOMETRICOS 42 Y 52 SEC TRIGONOMETRIA Enlace

LIMITES LATERALES

lim f(x) =

x—-a-

Este limite se lee: “limite cuando X se aproxima a un valor a POF la izquierda de f(X) esiguala L”.
Quiere decir, la X se estd acercando al valor @ por valores Mmenores que a.

Jim ) -

Este limite se lee: “limite cuando X se aproxima a un valor a POr la derecha de f(x) es igual a L”.
Quiere decir, la X se estd acercando al valor @ por valores MAaYyOres que a.

Se tiene que:

lim f(x) = L sl sOlo si llm f(x) = llm f(x)

X—a

3.3.13 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

5

1. lim — =+
x—2t x-2
20

2 2=
x—31t3—x
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PISTAS DE APRENDIZAJE @
e N\
Traer a la memoria: U

Tener en cuenta:

» si limf(x) = 4+, larecta x = @, se lama asintota vertical.
X—a

> silimf(x) = L, arectay = L, sellama asintota horizontal.
X—a

\ 7

3.3.14 EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

Estime los siguientes limites:
Recuerde que: un indeterminado no es solucién para el limite, por lo tanto, tiene que proceder a eliminarlo
con alguno de los procedimientos vistos.
lim 5x?-32x-21
X—>7 2x*-9x-35
) lim 5x*-6x-8
X—>2 4x° —7x-2
3 lim  6x*+11x+5
X—>-1 7x*+6x-1
a lim  3x® +35x+22
X — —11 5x*® +54x-11
5 lim 10x* -61x+6
X—>6 9x* -52x—12
6. lim 8x*-37x-15
Xx—>5 x*-25
; lim 5x° +5x
X—> -1 3x* —4x-7
g lim x® +3x
X ——3 6x*+23x+15
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9 lim X2 + 4x
"X -4 7x>+26x-8
lim 6x*>-23x-35
10. —_
X—5 x? —5x
lim x? —6X
11. e
X—>6 x°+2x—-48
lim —4)?% —
o (x-4)"-16
Xx—>0 8x
3 M (2x+5)?-25
"x—0 10x
lim  (4x+1)% -1
14. A A
Xx—0 4x
lim  (3x-8)’ —64
15. R i Al
X—>0 4x
lim x3 —27
16. —
X —3 5x? —11x 12
lim  7x? +19x+10
17. R
X— -2 X° +8
lim 8x*>-37x-15
18. -
X—5 x> =125
lim  x®+125
19.
X— -5 x?+5x
lim x*-64
20. -
X—>8 x°-512
lim  x?+7x
21. ;
X—>—7 x> =343
4y M 49-(2x+7)
"X—>0 5x+4x2
23 lim \/X+3 -2
"x—>1  x-1
lim X—2
24. AN
X—>2 /x+2-2
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T
x—>0 ./x+9-3
%, lim . /Bx+4-3
X—1 x—1
,;, im \2x-1-3

X—>5 x*-25

3 2
. x°-3x“+4x-3
28.1im T2 coia
x—oo X“+5x+4
V3x—4+5
29.lim ——

x—00 X2—3x—14
1-x—x3
30. lim ———

x—00 x4—2x+1

3.4 TEMA 3: LIMITE Y CONTINUIDAD

213 GO :*T‘L

> P W) 002/519

2.1.3 continuidad de una funcion Enlace

CONTINUIDAD EN UN PUNTO:

Una funcidn f es continua en X = {, si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. f(a) Existe

2. lim f(x)Existe
x—-a
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3. lim f(x) = f(a)

Si f no es continua en Q, se dice que existe una discontinuidaden X = A

3.4.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Analicesi f(X) = 5X + 1escontinuaen X = 2
a. sehalla f(a) en este caso es f(2):
f2)=52)+1=10+1=11sedefineenx =2
b. Se calcula el limite de f(X), cuando X tiende a 2
lim, ,(5x+1)=5(2)+1=11
c. lim, ,f(x) = f(2)

Esta verificacion de la tres condiciones de continuidad en esta funcidn permite asegurar que esa funcion es
continua,enx = 2.

Mads aun, por ser una funcion polinémica es continua en todo su dominio.

2
x“+2x-2
2. Determine sif(.X') = = es continuaen X = 1
12+2(1)-2
afl)=——=-1
f(1) =22
2 2
. x“+2x-2 1442(1)-2 1+2-2 1
b. lim = = =—=-1
=15 ) 1-2 1-2 -1
C. limxﬁlf(X) = f(l) = —1 se puede observar claramente que se estan cumpliendo las tres
condiciones que son propuestas por la teoria de la continuidad en limites, por lo tanto, esta funcién es continua
enX =1
x242x-2

3. ¢Por qué? f(.X') =

> es discontinuaen X = 2 , realice el proceso de demostracion.
x—
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4. peterminesi f(x) = VX + 4 escontinuaenx = —2
a. f(-2)=vV-2+4=12

b. lim,_,_,Vx +4=V-2+4 =2

c. lim,,_,f(x) = f(=2) =2

Como se puede observar se estan dando las tres condiciones de continuidad, lo que asegura que su trazado es
continuo y no tiene saltos.

x2-4

X—

5. Determine sif(x') =

es continuaen X = 2

a f@)=2"2=

x2-4 0

olo

f(.X') no se defineen X = 2

b. limx_,z 2 == 6 se factoriza para eliminar el indeterminado:
2
. x“—4 . x+2)*(x—2
llmx_,z = llmx_)z (42)+(x-2) se simplifica X — 2, se tiene:
x—2 x—2
x*—4

lim, ., — = lim,_,x+2=2+2=4

c. limy ,f(x) # f(2)

Lo que quiere decir: que por no cumplir todas las condiciones de continuidad, la funcién es discontinuaen X =

2, por lo tanto su trazado tiene discontinuidad en dicho punto.
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CONTINUIDAD

alx|+1 six<-1
f(x)={ b si —1<x<2
3.x2-8 si 2<x

HALLAR LOS VALORES DE oyb PARAQUE fix) SEA
CONTINUA EN TODO SU DOMINIO

CONTINUIDAD EJERCICIO CON PARAMETROS1_PARTE 1 Enlace

3‘\)(-!-1 Si K<y
01~ |
2K +hx-5

B M ) 000/380

Continuidad de una funcion - Ejercicio 1 Enlace

CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Se dice que una funcion f (X) escontinua enunintervalo abierto (a, b), sies continua en cada

X del intervalo.
Se dice que f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b], si:

1. f(X) es continua en el intervalo abierto (a, b)
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2. Si:
lim f(x) = f(a)
3. Si:

lim f(x) = f(b)
Nota:

Las funciones vistas hasta el momento son continuas en todo su dominio, es decir: También se puede tener en

cuenta algunas propiedades de la continuidad, las cuales se cumplen para todo nimero X € Re'

Todas las funciones polinémicas son continuas.

Todas las funciones racionales son continuas en su dominio.

Las funciones racionales son continuas en todo su dominio.

Las funciones algebraicas son continuas en todo se dominio

Las funciones exponenciales son continuas en todo su dominio.

Las funciones logaritmicas son continuas en todo su dominio.

Las funciones trigonométricas son continuas en todo su dominio.

Las funciones trigonométricas inversas son continuas en todo su dominio.

W oo N R WNPRE

Las funciones hiperbélicas son continuas en todo su dominio.

=
o

. Toda funcidn es continua en su dominio.

[y
[N

. Todas las funciones racionales son continuas, excepto en aquellos puntos donde la funcién no esta
definida, es decir en aquellos puntos donde su denominador se hace cero.

12. La sumatoria f(x) & g(x), es continua

13. f(x)#g(x) es continua

fx)

g(x)

15. "\/f(x) es continua siempre y cuando v/ f (x) este definida.

14. es continua, siempre que g(x)# 0

3.4.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

x+2

1. Analice la continuidad de la funcién f(X) = en el intervalo [-2, 3]

Procedimiento

Esta funcion es racional, por lo tanto es continua en todos los reales excepto en X = 3 porque aca el

denominador se hace CE€I0, por lo tanto X = 3 esuna asintota vertical.
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Se pude afirmar que f(.X) es continua en el intervalo abierto (—2,3), pero no es continua en el

intervalo cerrado [-2,3], puesto que es discontinuaen X = 3, gue es uno de los extremos de dicho
intervalo.

2. Determine sila funcion f(X) = 3.7(.'2 — 9x 4+ 5escontinuaen X = 3.

Procedimiento

Por ser una funcidn polindmica, esta funcién es continua en todo su dominio, por lo tanto también es continua

en X=3

2
x“+7x+5 X2 +7X+5
3. Determine sif(.X') = 2 f(x) = ;; es continuaen X = 10. Determine
_ X —

donde es discontinua f (X) .
Procedimiento

Se puede ver que f(X) esuna funcidn racional, por lo tanto sélo es discontinuaen X = 2 y se puede afirmar

que f(X)escontinuaen X = 10.

3.4.3 EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

1. Para cada una de las siguientes funciones analice su continuidad indicando los intervalos en los
cuales cada una de ellas es continua, indique ademas los puntos de discontinuidad si los hay.

a. f(x)=5x"-3x-9
b. f(x)=-/7x-3

c. £ (X) 4x+1

T 2x% +3x—9
x?+10
d. f(x)=— "
\JTx? —14x
X+3
. (X)) =
¢ ) x? +1

2. Evalte la continuidad de la funcion:

3x+1, parax<-3
f(X)=1,
X~ +1, para x > -3
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En el punto x = —3

3. Evalue la continuidad de la funcion:

x* +4, parax<0
x* -3, para x>0

f(x) =

Enel puntox=-0

4. Evalte la continuidad de la funcion:

M para x < -2

x> —4'

f(x)=<5x+1, para-2<x<3
10

9 para x >3
X p—

En el punto x = —3

Applets Para limites

http://www.solvemymath.com/online_math_calculator/calculus/limit calculator/index.php
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4 UNIDAD 3 DERIVADA

| 3 Pl ) BI7/548

Derivadas: Introduccion y Definicion Enlace

P » & 0087105

Fisica - Video 11 - El concepto de pendiente Enlace
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Concepto de derivada 01 Enlace

DERIVADA

¢tQUE ES LA DERIVADA?

DERIVADA POR 4 PASOS. ESCUELA PREPARATORIA 1 SCLC Enlace
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4.1.1 MAPA CONCEPTUAL
DERIVADAS
Su
|
CONCEPTO
|
La
L
RAZON DE CAMBIO
|
La
|
DEFINICION
T
Sus
|
PROPIEDADES
|
g
INTERPRETACJ()N
Y APLICACION
|
|
LIMITES
INDETERMINADOS
INTERPRETACJON
Y APLICACION
|
En
| 1 I
GEOMETRIA FiSICA ECONOMIA
| |
¢ Posicion e Costo marginal
¢ Velocidad ¢ Ingreso marginal
® Aceleracion
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4.1.2 OBJETIVO GENERAL

Analizar los conceptos basicos de la derivada, asi como las diversas reglas para su calculo y algunas aplicaciones
de la misma.

4.1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de las derivadas.
B® Describir procedimientos asociados con las técnicas para el calculo de derivadas.

B Comparar mediante la ejemplificacién resultados de calculos de derivadas optimizando asi los distintos
procedimientos empleados.

4.2 TEMA 1: CONCEPTOS Y DEFINICIONES ASOCIADOS CON LA
DERIVADA

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO Y RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO
Dados dos puntos de coordenadas (xo, yO) y (x, y )

Se define el cambio en Yy como:

Ay =Yo—Yy

Se define el cambio en X como:

Ax = x¢g— x

Nota: se acostumbra cambiar AX por h

Entonces el cambio en X se define como:

h=x,—x

Se define la razon de cambio promedio como:

A A
by o Ay
Ax h
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Adicionalmente se define la razon de cambio instantanea como:

. Ay
M

Como:
Ay =yo—y

Reemplazando se tiene que:

rero Yo = f(xo) ¥ ¥ =f(x)

La expresion queda:

lim
h—-0

f(xo) — f(x)
h

Pero:
h=x,—x
Despejando X, queda: Xg =X +h

Reemplazando se tiene que la razén de cambio instantanea es:

g LEED = 1)

DEFINICION DE DERIVADA:
La derivada de una funcién f(X) es otra funcién que se obtiene o se deriva de la funcién anterior.

Para indicar que se esta derivando una funcién f(X) se utiliza cualquiera de las siguientes notaciones:

Si se tiene la funcion: Yy = f(.X')

ORDEN DERIVADA FORMAS DE REPRESENTACION
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La primera derivada y’ — f’ (x) ﬂ d[f(x)] Dx[f(x)]
dx dx
L und — 2 2 Derivadas de orden
ervaca Y =@ Dy dTFOO] | S
| dx? dx?
La tercera derivada y”’ = f”’(x) ﬂ d3 [f(x)]
| dx3 dx3
La cuarta derivada y4 — f4(x) ﬂ d* [f(X)]
dx* dx*
(I;?dendsrivada de yn — fn(x) @ dn[f(x)]
dxm dx™

La derivada es la razén de cambio instantaneo, es decir:

g FEEW=F )

Desde esta expresion, se puede explicar el concepto de derivada como un cambio en la funcién f(X) cuando
se produce un pequefio cambio en la variable independiente (en este caso la variable independiente es X), por
lo tanto:

Se entiende la derivada de una funcién como un cambio en dicha funcion.

DIFERENCIACION: es el proceso mediante el cual obtenemos la derivada de una funcién.

4.2.1 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Para Yy = f(x) = 3x2 + 5 determinela primera derivada de esta funcidn con respecto a

la variable X.

Se pide determinar: f’ (x)

Procedimiento
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fax+h—f(x _ 3(x+h)"+5-(3x"+5)
h = 11m

f () =tim im >

h—0

Se resuelven las potencias indicadas:

. 3(x*+2xh+h?®)+5-3x2-5 _  3x®>+6xh+3h*+5—-3x2=5
lim =lim
h—0 h h-0 h

Reduciendo términos semejantes queda:

_ 6xh + 3h?
lim
h—0 h

Evaluando el limite en este punto, se tendria:

~ 6xh+3h* _  6x(0)+3(0)> 0 _
lim = lim = —, Indeterminado
h—-0 h h-0 0 0

Se utiliza la factorizacién para eliminar dicho indeterminado:
Se tiene un factor comun:

] 3h(2x + h)
lim
h—0 h

Eliminando M en el numerador y en el denominador, se elimina la indeterminacién:
lim 3 = (2x + h) = lim 6x + 3h
h—0 h—-0

Evaluando el limite:
lim 6x + 3h =6x+ 3(0) = 6x
h—0

Por lo tanto:

f'(x) =6x

Para f(x) = :%halle f’(X)
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Procedimiento

3x+h)  3x
(x+h)+2 x+2
h

f'(x)= l’ilm0 ,se determina el minimo comin miultiplo:
-

m.c.m: [(x + h) + 2] * (x + 2), entonces:

3(x+ h) 3x 3(x+h)(x+2)—3x[(x+ h) + 2]

*
f’(x)=l’i[1110 (x + h) +h2 x+2:l’i£10 [(x+ h) +:] (x+2)
3(x®> +2x+ hx + 2h) — 3x[x + h + 2]
lim [(x+h)+:]*(x+2) _
3x* 4+ 6x3hx + 6h — 3x*[=3%h — 6x
lim [(x+h)+:]*(x+2) _
Reduciendo términos semejantes:
6h
liizl—% (x+h+213*(x+2) =l’ilr_1)10 h(x+h+62h)*(x+2)
Simplificando h y evaluando el limite:
6h 6 6

R A hr2) 2 I Grht2) a2 G 0+ (x+2)

6
(x+2)*(x+2)

—’f'(x)=(x+—2)2

Los ejercicios de entrenamiento los encuentras en:

http://www.youtube.com/watch?v=A66wZng5PEQ
http://www.youtube.com/watch?v=ZmOTH6emM2E
http://www.youtube.com/watch?v=5FqTmF5rJQ4
http://www.youtube.com/watch?v=wQ8PoGXLyJ4

vk wN
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4.2.2 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Obtenga la primera derivada de cada una de las siguientes funciones utilizando la férmula:

)= im f(x+hh)—f(x)

4, f(X)= \/m

5. f(x)=1/x*+4x+3

4.3 TEMA 2: LEYES PARA DERIVAR

Este tema también recibe el nombre de Leyes de Diferenciacidn.
Derivada de una constante:

La derivada de una constante es igual a cero:

y = f(x) = ¢, donde c es una constante - f'(x) =0

4.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. y=f(x) =25
y=fx=0

2. y=g(x)=-350
y=9'x)=0
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® Derivada de una potenciade X

y=f(x)=x"->y =f(x) =nx""
4.3.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. si f(x) = x°, hallar f' (%)

Procedimiento
Aplicando la propiedad, se tiene:
f'(x) = 5x°°1 = 5x*

7

2. sSi h(x) = x§, hallar h’(.X')
Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

7 7., 7 713 7
h’(x)——x3 —§x3 =§x

B Derivada de una constante por una funcién potencia:

w

y=f@) =cx" >y =f'(x) = cxnx"!
Nota 1: para aplicar esta ley la variable debe estar en el numerador.

Nota 2: si hay radicales, para aplicar esta ley se deben llevar a potencia con exponente fraccionario, aplicar la
ley y luego volver a convertir a radical.

I EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. siy = h(x) = 5x73, hatlar b’ (x)
Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:
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W) =5%(=3)x 31 = —15x~* = ——

y = f(x) = W, hallar f’(.X')
Procedimiento

Para aplicar la propiedad el radical se expresa en forma de potencia:

N

y = f(x) = Yx? = x5

Aplicando la propiedad, se tiene:

2 2, 2 25 2 -3

f'(x) ==x5 =—X 5 =—X5
5 5 5
Expresando con exponente positivo y en forma de raiz:
2 2
3= _5 =
5¢5 5 VA

3. Siy = f(x)—— hallar ' (X)

Procedimiento

Para aplicar la propiedad se expresa X en forma de potencia negativa (se pasa al numerador de la fraccién):

y=fx) = ; =7x71

Aplicando la propiedad, se tiene:

Y =) =7+ (-Dx 1t = —7x72
Expresando con exponente positivo:

7
-2 _
XTEa
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B http://www.youtube.com/watch?v=4EQ LO8y rO&feature=related
B http://www.youtube.com/watch?v=A-xrIDIHVII&feature=related
B http://www.youtube.com/watch?v=HM1XCOXaQuA&feature=related

Enlaces para las leyes anteriores

B http://www.youtube.com/watch?v=4EQ LO8y r0

B http://www.youtube.com/watch?v=RigwT xoDSw

D http://www.youtube.com/watch?v=dmilgk9RwME

B Derivada de una suma (diferencia):

Siy = f(.X') + g(.X') + k(.X') ...y €ntonces:

Y=g xtkXx)..,

Esta ley dice que la derivada de una suma (diferencia) de funciones es igual a la suma (diferencia) de las
derivadas de cada funcidn; es decir cuando hay una suma, se deriva cada funcién por separado y luego se
juntan los resultados con el sigho correspondiente.

4.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. y=f(x)=3x*+5
Procedimiento

Se deriva cada uno de los sumandos:
ff(x)=3+2x*1+0
F(x)=3+2x*14+0- f'(x) =6x

2. y=g(x) = 4x3 — 5x* + 3x — 10, hallar g’ (x)
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Procedimiento

Para hallar la tercera derivada hay que partir siempre de la primera derivada y luego de la segunda.

y | =9 4x3 — 5x% 4+ 3x— 10
y' — g' (x) 4%3x3 1 -54%2x2-1 13,511 _9 Primera
2 derivada

=12x“—-—10x+ 3
=] 90 12x2 -10x+3 = Segunda
derivada

2+12x%2 1 —10x1"1+0=24x—-10
Ol =19"® 24x-10=24x"1-0 Tercera
derivada
= 24

3. y=f(x)=6x*—9x3 +5x2 +3x+2
Procedimiento

Se deriva cada uno de los sumandos:

fl(x) =6+4x*1—9+3x31 454221 +3x171 40

f(x) =24x3 —27x* +10x + 3

4. http://www.youtube.com/watch?v=8XDLFQ5qLz0&feature=related
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P @ o;TE

Aprende a Derivar 2/17 Enlace

I Derivada de un producto:

Siy = f(.X') = g(.?C) * h(x), entonces:
y' =f(x) =g (x)* h(x) + h'(x) * g(x)

e Derivada de un cociente:

y = f(.X') = igi con h(.X') # 0, entonces:

g'(x) x h(x) — g(x) = h'(x)
[h(x)]?

Yy =f)=

4.3.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. si

y = f(X) = (5x - 7) * (Zx + 9), hallar f’(x)
PROCEDIMIENTO

Se aplica la regla del producto:
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FUNCION DERIVADA FUNCION DERIVADA
! !
g(x) g (x) f(x) fx)
5x —7 5 2x+9 2
Entonces:

y'(x) =5*(2x+9) + 2 * (5x — 7), realizando los productos indicados, se tiene:
y'(x) =10x+ 45+ 10x — 14

Reduciendo términos semejantes:

y'(x) =20x + 31

2. siy=f(x) = —an haIIarf(x)

Procedimiento

Se aplica la regla del cociente:

— fx) = 4x —5
y=Jflx T x2—-3x+2

>»gx)=4x—-5-g(x) =4
> h(x) =x*-3x+2->h'(x) =2x—3

Entonces:

4+ (x*—3x+2)—(2x—3) * (4x — 5)

Y () = f(x) = 7 3x 1 272

Realizando los productos indicados:

4x* —12x+ 8 —8x% + 10x + 12x — 15
(x%2 — 3x + 2)?

fl(x) =
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Reduciendo términos semejantes en el numerador de la fraccién:

—4x% +10x—7
(x%2 — 3x + 2)?

ffx) =
3.5 f(x) = = hatlar f' ()
>»gx)=5-9gx) =0
» h(x) =2x—7 ->h'(x) =2

Entonces:

0x(2x—7)—2*(5)
(2x — 7)? ’

f(x) =

Realizando los productos indicados en el numerador:

—-10 10

f'(x)=m—>f'(x)=—m

PISTAS DE APRENDIZAJE @
s N
Traer a la memoria: u

Tenga presente: no siempre es necesario utilizar |a regla del cociente:

Si f(x)=c*xg(x) - f'(x) =c*g'(x)

\ .

4.3.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

4x2-5x+1
1. y= f(.X') = T' se puede expresar de la forma:

1
y = f(x) =§(4x2—5x+1)

Aplicando la propiedad:
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f(x) = —*—(4x —5x+1) - f'(x) ——(8x 5)
2. f(x) = 9(.762 — 6x + 15), derivando:
f’ (x) =9« (2x - 6), sacando el 2 como factor comin:
ff(x)=9x2x(x—3)=18x*(x — 3)

5x*-7x3+5
3. f(x) — g ) se puede expresar de la forma:

f(x) = * (5x* —7x3+5)
Aplicando la propiedad:
fl(x) = —*—(5x4 7x° + 5 - f(x)= %(203:3 — 21x?)

Factorizando el polinomio del paréntesis (Factor comun: xz):

xZZO 21
= (20x - 21)
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Aprende a Derivar 3/17 Enlace

D REGLA DE LA CADENA (O REGLA DE LA POTENCIA)

Siy = f(.X') = u", donde U es una funcién escrita en términos de X, entonces:

Yy =f(x)=nu"""xu

Otra forma de escribir lo mismo es:

fx) =[g)]" > f'(x) =n[g@)]"" = g'(x)

Esta ley dice que si se tiene una expresion elevada a cualquier exponente, la derivada es igual al exponente
multiplicado por la misma expresidn elevada al exponente menos uno y multiplicada por la derivada de lo que
estd dentro del paréntesis.

4.3.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. siy = f(x) = (3x% —5x +4)7, nallar f (x)
Procedimiento

Se hace U igual a todo lo que esta dentro del paréntesis:
u=3x>-5x+4

Derivando U.:

-
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Entérminosde U queda: U = 6X — 5
setiene: ¥y =f(x) =) »y=flx)=u’
Derivando en funcion de U:
y=fx)=u" > f® =7u""1xu =7ub xu

Recuperando la variable inicial (reemplazando):

f/® =73x%*—5x+4)% « (6x — 5)

5 Si y = h(X) — §/6x3 — 8x + 7, hallar la primera derivada.

Procedimiento

1
y=h(x)=16x3—8x+7=(6x>—8x+7)3
Sea:
u=6x3—-8x+7
Derivando U.:
u =18x%2—8
Reemplazando en funcién de u:
1 1 1 1 2 1
y=u3—>y’=§u3 *u'—>y'=§u 3xu -y = z*u’
3u3
Reemplazando en funcién de X:
! ! 1 2
y =h'(x) = > *18x° — 8

3(6x3 —8x+7)3

Factorizando el numerador y expresando el denominador en forma de raiz:
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2+(9x%—4)

3
3 \/ (6x3—-8x+7)"

— efectuando la diferencia de cuadrados

y' =h'(x) =

2*x(3x+2)*(3x—2)
33/(6x3 — 8x + 7)2

Y =h'(x) =

fo=(ay 3%")(

P » @ oD1/305

Regla de la cadena 01 Enlace
v = (2 1 5 3 _ 1 4 . .
3. siy=(2x+1)”*(x X + 1), hallar la primera derivada.

Procedimiento

Sea:
u=2x+1-u" =2

v=x3-x+1-v=3x2-1

<

Reemplazando en funcién de U Y D, se tiene:
y = u5 * v4-

v Derivando como un producto:
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KES 2661 NE 221 DE 199

PISTAS DE APRENDIZAJE

- . b
Traer a la memoria: U

Traer a la memoria: Si Y= UV - y' =UxV' + U=V

U y V:son funciones de X.
\ J

y' =5utxu * vt + 403« v x U’

v Reemplazando en funcion de X:
Y =52x+D**2x(3—x+D*+4(x3 —x+1)3«Bx2 -1+ (2x+1)°
v Factorizando (factor comun):
2x+D* (3 —x+ 13«53 —x+1)+2+Bx2 1)« (2x+ 1)]
v Efectuando las operaciones indicadas en el corchete:
22x+ D * (3 —x+ 13 [5x3 —5x+ 5+ 2 % (6x3 + 3x% — 2x — 1)]
v Eliminando el paréntesis dentro del corchete:
22x+ D* « (a3 —x 4+ 1)3 + [5x3 — 5x + 5 + 12x3 + 6x2 — 4x — 2]
v" Reduciendo términos semejantes en el corchete:
22x+D*+ (3 —x+ 13+ (1723 + 6x2 —9x + 3)

B http://www.youtube.com/watch?v=iXbz7uvic8|

B http://www.youtube.com/watch?v=nBiVLxtzM5w
B http://www.youtube.com/watch?v=RiqgwT xoDSw
B http://www.youtube.com/watch?v=FPUPE1D9G84
B http://www.youtube.com/watch?v=777494gvxg4
B http://www.youtube.com/watch?v=8upWMuvw_Sw

B® Derivada de funciones exponenciales
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seau = f(x), a>0ya=+1

Entoncess Y = a* -y =a**u *Ina

Esta ley dice que la derivada de una funcién exponencial es igual a la misma funcidn exponencial multiplicada
por la derivada del exponente y multiplicada por el logaritmo natural de la base. El logaritmo natural del nimero

e esigual auno (ln e = 1)

4.3.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

l.siy= f(X) = 53x—10’ Hallar la primera derivada

Procedimiento
y=f(x) =515y =f(x) =53*10«3«In5
2.siy = f(x) — e7x2—5x—4’ hallar "
Procedimiento
7x%-5x-4

y=e >y =e™ 5% 4, (14x — 5) «Ine

Pero IN e = 1, entonces

2 . 2_Ea_
y=e7x 5x 4_)yl=e7x 5x 4*(14x_5)
2_Ba_
3. Siy = f(X) = xz * e4x SX 3, hallar la primera derivada
Procedimiento
v Se deriva como un producto:
d 2 d 2
yr — _(xZ) * e4x —5x-3 + _(e4x —5x—3) % xZ
dx dx

d
yr — 2y % e4x2—5x—3 + e4x2—5x—3 * a(4_.%.2 — 5x — 3) " x2
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y' = 2x * e’ -5x-3 | p4x?-5x-3 (8x + 5) * x>

v Factorizando (factor comun):

y' = x * e ~5%3[2 4 (8x + 5) * x]

4. http://www.youtube.com/watch?v=SgETNp-GsXs

5. http://www.youtube.com/watch?v=k8w8P03VgNA

B® Derivada de la funcién logaritmica

r

u

s y=fw=log,u—->y = foo= ¥
Ejercicios de aprendizaje
1. siy=f(x) =InBx — 10), hallar f'(x)
Procedimiento

D,(3x—10)
(3x—10)Ine

y=f(x) =In(3x-10) - f'(x) =

V4 _ 3
Y =310

, recuerde que Ine=1

2. Siy = ln(5x4 + 8x — 12), hallar y’
Procedimiento

D,(5x* + 8x —12) , 20x3+8
= - =
(5x* +8x—12)+Ine >  5x*+8x— 12

!

y

3. http://www.youtube.com/watch?v=N5BsXggbxxU
4. http://www.youtube.com/watch?v=ijvgbTBASjA
5. http://www.youtube.com/watch?v=6GBLkGLkRJY
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Nota: en algunos casos para derivar funciones logaritmicas es necesario aplicar previamente una o varias de las
propiedades de los logaritmos. Dichas propiedades se enuncian a continuacion:

> Logaritmo de una potencia:

log, a™ = n +log, a

4.3.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Ejemplo 1: Obtenga la primera derivada de:
y =In(3x — 4)*
Procedimiento

e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:
y=In(3x—4)* =4In(3x — 4)

e Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo natural:

D,(3x — 4) , 3 12
(3x —4) *Ine - "(3x—4) 3x—4

!

y =4+

-y

2. Obtenga la primera derivada de:

y = f(x) = log, /523 + 6x — 9

e Se expresa la raiz en forma de potencia:

1
y = f(x) = log;(5x3 + 6x — 9)5

e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:

1 1
y=f(x) =log;(5x3 +6x—9)5 > y=f(x) = 5 log,(5x3 + 6x — 9)

e Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo:
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1 15x% + 6x 3x * (5x + 2)
%k =
*In7 5x34+6x—9 5xIn7x*(5x3+6x—9)

!

Yy =3

> Logaritmo de un producto:

log,(a *c) =log, a+log, c

> Logaritmo de un cociente:

a
logy () =log, a —log; c

4.3.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Hallar la primera derivada de:

y = f(x) = In[(7x* + 4x — 1)3 « V5x — 3]
e Se aplica la propiedad del logaritmo de un producto:

y=f(x) =In[(7x? + 4x — 1)3 *V5x — 3] = In(7x? + 4x — 1)3 + In(5x — 3)%

o Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:

1
y=3In(7x* +4x—1) + Eln(Sx -3)
e Derivando, se obtiene:

14x + 4 +1 5 3(14x +4) 5
*k — % = *k
7x2+4x—-—1 2 5x—3 7x2+4x—-1 2+x5x-—3

!

y =3

2. Halle la derivada de:

10x + 3

y = h(x) = log2[5x—+1]
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e Aplicando la propiedad del logaritmo de un cociente:

10x + 3

=1 S
y ng[sx

1 ] =1og,(10x + 3) —log,(5x + 1)

e Derivando, se obtiene:

1 10 1 5
= k _ *k
In2 10x+3 In2 5x+1

!

y

D (Lov)="
v

D, (Log,v)= %I,og.: e

N
D (a’ )— via'lna

D (e‘ ) -v'e’

D, (u’) =vu” u'vv'u’ Lnu

Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas Enlace

B Derivada de las funciones trigonométricas:

y=fx) y =f'(x)
sinu cosu xu'
cosu —sinuxu’

. tanw | secturu
cotu —csc®u x cotu * u'
secu secu xtanu * u’
cscu —cscu *x cotu xu’

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € femington_Edu

www.uniremington.edu.co



https://www.youtube.com/watch?v=le1cUxAZJBw
https://www.youtube.com/watch?v=le1cUxAZJBw

UNIREMINGTON' MATEMATICAS I

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
TRASVERSAL

4.3.10 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Halle la primera derivada de:
y = f(x) = sin(3x% + 5x — 1)

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosuxu

scauU=3x*+5x—1->u =6x+5

e Derivando se tiene:

y’=cos(3x2+5x—1)* 6x+5

e Ordenando la derivada:

y =(6x+ 5)*cos(3x2+5x—1)*

2. Hallar la primera derivada de:

3x+1>

y=5'“(2x—3

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosux*u
3x+1 ,  3(2x-3)-2(3x+1)  6x—9—6x—2 11
SeaU = - u = = - —
2x—3 (2x—-3)2 (2x-3)2 (2x-3)2
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. (Sx + 1) 11
=cos|lm——=)x———=
Y 2x—3)  (2x—3)2

e Ordenando la derivada:

11

Yy = —*COS(

3x+1
 (2x — 3)2 )

2x — 3

3. Hallar la primera derivada de:

y = f(x) = sen®(8x% + 3)

Procedimiento

e Setiene la siguiente igualdad:

y = f(x) = sen®(8x + 3) = [sen(8x? + 3]°

e Para derivar esta expresion se debe aplicar primero la regla de la potencia o regla de la cadena (se
deriva la potencia primero, luego se deriva la funcion seno y por ultimo la derivada de u):

y' = 5[sen(8x?% + 3]* « cos(8x? + 3) = 16x
y' = 80x[sen(8x? + 3]* x cos(8x? + 3)
y' = 80x * sen*(8x% + 3) x cos(8x* + 3)
4. Hallar la primera derivada de:
y=f(x) =tan(4x — 7)

Procedimiento

e Aplicando la propiedad:
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y =sec?*(4x—7) * 4

e Ordenando la derivada:

y =4 x*sec’*(4x —7)

5. Hallar la primera derivada de:

y = csc3(5x% — 8x + 3)
Procedimiento

e Para derivar esta expresion se debe aplicar primero la regla de la potencia o regla de la cadena (se
deriva la potencia primero, luego se deriva la funcion cosecante y por ultimo la derivada de u):

y' = 3csc?(5x% — 8x + 3) * [—csc(5x% — 8x + 3) * cot(5x* — 8x + 3) * (10x — 8)]
e Realizando el producto indicado y ordenando la derivada:

y' = -3 % (10x — 8)csc3(5x% — 8x + 3) = cot(5x* — 8x + 3)
6. Hallar la primera derivada de:
y=cos(2x+ 1) *x

Procedimiento

e Como es un producto se aplica la propiedad correspondiente:

PISTAS DE APRENDIZAJE @
~ ~
Traer a la memoria: U

Tener en cuenta: Sly =U=xV - y’ =UxV' + U=V

Uy V: son funciones de X.
\. S

y=[-sen(2x+ 1) *2*x]+ [1*cos(2x + 1)]

e Ordenando la derivada:

y=-2x*sen(2x+ 1)+ cos(2x+ 1)
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7. Obtenga la primera derivad de:

y = f(x) = sen[In(3x — 2)]
Procedimiento

e Se deriva la funcién seno y luego la derivada interna (la funcion logaritmo natural):

"= In(3x — 2 D
y' = cos[In(3x — 2)] » 3——

e Ordenando la derivada:

3
/
y' = ——* cos[In(3x — 2)
3x—2 [ ]
B http://www.youtube.com/watch?v=IlulH |jGF44
B http://www.youtube.com/watch?v=_Fq9vROMCnQ
D http://www.youtube.com/watch?v=DchcMA739MQ
I http://www.youtube.com/watch?v=eAIRGsCR nY

4.3.11 EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

Halle la primera derivada para cada una de las siguientes funciones.

1 f(x):9x3—5i2+4\3x—1+x
2. f(x)=(4x-3)-(7-3x?)
3. f(x)=(5x-3)°(7-2x)

(x)

5. _Ix=2
5x+3
6. _ 4x+23
(3-2x)
5x +2
7. h(x)=
() 3\3x—4

8. g(x)= sen(\ 7x +1)
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12. g(x)=+/3" —¢*
13. f(x)=senx-Inx

cos3x—1
X)=-—" =

‘V8-—3X

Senx

(
14. f(

Direcciones de applets para derivar.

B http://www.cidse.itcr.ac.cr/webMathematica/NewScript/derivar.jsp

B http://math.uprag.edu/derivadas.html

4.4 TEMA 3: APLICACION E INTERPRETACION DE LA DERIVADA

APLICACIONES EN GEOMETRIA:

La derivada como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto conocido.

http://www.geogebra.org/en/upload/files/inma gijon cardos/Derivadas/derivada.html

Recta tangente es una recta que toca una curva en un punto; como lo muestra la figura. 56

Recta tanente

f(x)

FIGURA. 56. Recta tangente.
(Autor. Elkin Ceballos Gémez. Mayo 15 de 2011)

@ PBX: 322 10 00/ Linea Gratuita Nacional: 018000 410 203 @ Calle51No, 51 27 / Medellin - Colombia  Siguencs: €3 URemington € Remington_Edu

www.uniremington.edu.co



http://www.cidse.itcr.ac.cr/webMathematica/NewScript/derivar.jsp
http://math.uprag.edu/derivadas.html
http://www.geogebra.org/en/upload/files/inma_gijon_cardos/Derivadas/derivada.html

UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 9251

coa?oué_snés UNIVERSITARM .T'EMDNGYON TRASVERSAL

Es demostrable que la pendiente de la recta tangente en cualquier punto se obtiene derivando la curva: Yy =
f(x)

Lo que se afirma es lo siguiente:

La pendiente en cualquier punto se obtiene derivando la funcion: f(.X'), esto es:

m = f'(x)

4.41 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva:

Yy = 3x2 —5x—4 enel punto donde X = 2

Procedimiento

1. Se debe conocer la ordenada Y del punto; para ello se reemplaza la X en la funcion dada, esto es:

parax=2->y=f(2)=32)> -52)—-4=12-10—-4=-2
El punto tiene coordenadas: (2, —2)

2. Para hallar la pendiente se deriva la funcidén y se reemplaza el valor de X en la derivada:

f(x)=6x—-5
Determinacién de la pendiente de la recta tangenteen X = 2
m=f(2)=6(2)-5
m=7

3. Conel punto(Z, —2) y la pendiente Ml = 7 se encuentra la ecuacidn de la recta tangente

utilizando la ecuacién punto pendiente de la linea recta:
Y — Yconocida = M (X — Xconocida)

Reemplazando estos valores, se tiene:
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y—(-2)=7x-2)->y+2=7x—14

Despejando Y:
y=7x—14-2->y=7x—-16

Esta es la ecuacion de la recta tangente alacurva, Y = 3x2 — 5x — 4-, en el punto donde X = 2.

Actividad: realizar las dos graficas sobre un mismo plano cartesiano.

2. Encuentre la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva :

Yy = f(x) = V25 — xz, en el punto donde X = —4

Procedimiento

1. Sehallalay del punto:

paraX = —4 >y = /25 — (—4)2 =25 - 16 =/9 =3

Cuando: X = —4 — y = 3, corresponde al punto de coordenadas: (—4-, 3)

2. Para hallar la pendiente M, se deriva la funcién y se reemplaza el valor de X en la derivada:

> Para derivar se expresa la raiz en forma de potencia:

y=f(x)=+25—-x2 = (25—x2)%

» Derivando la potencia:

1 1, 1 1
y' :E*(ZS—xZ)Z * (—2x) > y' :E*(ZS—xZ) 2x(—2x) -

» Simplificando por 2 y expresando con exponente positivo:

1
- x
y' = (25— xz) 2% (—x) » y' = ———, expresando en forma de raiz:

(25-x2)2
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y = -
V25 — x?
> Reemplazando X = —4 en la derivada para hallar M.:
(—4) 4 4

e T e e Vo 3

m:§

3. Laecuacién de la recta tangente: reemplazando el punto conocido y la pendiente:

4 4 16
y — 3——m(x—( 4))—>y—§x+?+3—>

4 25

y = 3 X + ? Ecuacién de la recta tangente a la curva.

PISTAS DE APRENDIZAJE

é . B
Traer a la memoria: U

Tenga presente: para hallar la pendiente de la recta normal cuar*io dos ecuaciones son normales
o perpendiculares, el producto de sus pendientes es igual 8 menos uno, es decir:

L mi=ma-=-1

4. Se puede decir que la pendiente de la recta normal es 1)1, la ecuacién queda:

* 1
— My = —
3 2

Despejando MMy que es la pendiente de la recta perpendicular:

3 3
m2=—1*Z—)m2=—Z

> Para hallar la ecuacién de la recta normal (o perpendicular) se tiene la siguiente informacién:
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m=—;x=—£y=3

» Reemplazando estos valores en la ecuacion punto pendiente de la linea recta:

3 3
y-3=-7 (x—(—4))—>y—3=—zx—3+3—>

y=—- Z X , ecuacion de la recta normal o perpendicular a la curva.
Entonces:
4 5
o Laecuacién de la recta tangente es: y ==X+ —
3 3
o Llaecuacion de larectanormales: Yy = — Z X

3. Encuentre la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva:
y = xz — 2X — 6,enelpuntodonde X = 3.
Procedimiento

a. Primero se hallala Y del punto:
rraX =3 > y=03)*-2B8)-6->y=9-6-6=-3

x =3, Yy = —3 se obtiene el punto de coordenadas:(3, —3)

Cuando
® Se deriva para hallar la pendiente
f)=2x—2-m=f(3)=2(3)-2=6-2=4
m=4

b. Se halla la ecuacién de la recta tangente:

y—(-3)=4(x—-3)>y=4x—-12 -3
y=4x-—15
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c. Para hallar la ecuacién de la recta normal, primero se halla la pendiente de dicha recta. Cuando dos

rectas son normales o perpendiculares el producto de sus pendientes es igual a=1: 111 * M2 =-1

e Despejando, se tiene:

1
my; = ———
my
e Reemplazando:
1 1
my =——-omy = ——
m4 4
1
e Con esta pendiente (m2 = — Z) y el punto (3,- 3), se encuentra la ecuacidén de la recta normal:

1 1,3
¥y (3= @-3)>y=—x+,-3-

19
Y="3%"%

o Laecuacion de la recta tangentees: Y = 4x — 15
1 9

o laecuaciéndelarectanormales: Y = ——X — —

4 4
B http://www.youtube.com/watch?v=sefnehelGY4

B http://www.youtube.com/watch?v=81CGgmle-jE
B http://www.youtube.com/watch?v=H3Ydr96kbUA

APLICACIONES EN ECONOMIA (RAZON DE CAMBIO)

En esta seccidén analizaremos la derivada como el modelo matematico para el ingreso marginal y la derivada
como el modelo matematico para el costo marginal.

e Costo marginal: se define en economia como el incremento que se presenta en el costo cuando se fabrica
una unidad adicional del producto, es decir, el valor que cuesta producir una unidad adicional a las
unidades que se tenia planeado producir.

Si C(q) es la funcion para el costo total o simplemente la funcién de costo cuando se producen q unidades
de cierto articulo; la funcién para el costo marginal se obtiene derivando la funcién de costo.
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Funcion de costo Marginal = c'(q)

Analizando un poco mds este concepto, desde la derivada, se puede decir que el costo marginal es el costo que
resulta de cambiar en una unidad el nimero de unidades a producir.

Muchas veces se conoce como la funcidn para el costo promedio denotado por Z'((I) En este caso la funcidn
de costo se obtiene como:

c(q) = q*"¢c(q).

e Ingreso marginal: si se tiene que T((I) es la funcidn para el ingreso, en este caso cuando se venden

( unidades de cierto articulo; la funcién para el ingreso marginal se obtiene derivando la funcién de
ingreso.

Funcién del Ingreso Marginal = r'(q)

El ingreso marginal, en economia, se define como el ingreso que se obtiene cuando se vende una unidad
adicional.

4.4.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Lafuncién para el costo promedio en la produccién de { unidades de un articulo estd dada por:

Z'((]) = 550q + 4000 + 175 €en pesos ($) Determinar la funcion para el costo marginal.

Procedimiento

1. Para hallar la funcidn de costo marginal primero se debe hallar la funcién de costo. La funcion de costo
promedio y la funcién de costo estan relacionadas por la siguiente formula:

c(q@)
c(q) = p

e Despejando C(CI), queda:

C((]) = Z'(CI) * (, reemplazando por sus valores, se tiene:
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15 15
c(@ =c(q@)* q= <550q + 4000 +7) x+q = 550q% + 4000q +?* q

e Simplificando:
c(q) = (550> + 4000q + 15) Funcién costo

e Se halla la funcidn de costo marginal derivando la funcidn de costo:
c(q) = (550> + 4000q + 15) -

c'(q) = 1000g + 4000 Funcion de costo marginal

2. Lafuncion parala demanda o precio p(q) en la venta de { unidades de cierto articulo estd dado

por:

p(q) = 5200 — 0.3q (en miles de pesos)
Determinar el ingreso marginal cuando se venden 100 unidades del producto.
Procedimiento
Para hallar el ingreso marginal se debe partir del ingreso que no se conoce.

e El ingresoy el precio se relacionan por la siguiente ecuacion:

r(q) =p(q) *q

e Determinacion de la funciéon de ingreso:

r(q) - ( 5200 - 0. 3CI) *q = 5220q — 0. 3q2, en miles de pesos.

e Determinacidn de la funcién de ingreso marginal:

r(q) = 52209 — 0.3g*> > r'(q) = 5200 — 0.6q

e Determinacidn del ingreso marginal para la venta de 100 unidades

r'(100) = 5200 — 0.6(100) = 52000 — 60 = 5140

Nota: como es en miles de pesos: $5.140.000
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Conclusién: cuando se vende una unidad adicional a las 100 se obtiene un ingreso de $5’140.000.

3. El modelo de costo en cierta fabrica esta dado por:

C((I) = 920q2 + 2q + 700 (En pesos).
Determinar el costo marginal en la produccién de 20 unidades del producto.

Procedimiento
El problema pide hallar €’ (20)

c(q) =920q%* +2q + 700 - c'(q) = 1.840q + 2
Entonces: €' (20) = 1.840(20) + 2 = 36.802

Conclusidn: producir la unidad adicional nimero veintiuno le cuesta a la fabrica $ 36.802.

B http://www.youtube.com/watch?v=oyRNxD7axUQ
B http://www.youtube.com/watch?v=8nFOVbNgAE4
B http://www.youtube.com/watch?v=0sJ51YICTe4

APLICACION EN FiSICA (RAZON DE CAMBIO)

Fisica - Video 07 - Velocidad como derivada de la distancia Enlace
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Para que un objeto cambie de posicién debe estar en movimiento, implica esto tener una velocidad
determinada. Por esto se define la velocidad como un cambio en la posicion del objeto en un tiempo
determinado. En calculo siempre que se hable de cambio, se esta refiriendo o hablando de derivada. El cambio
en la posicion (que es lo que se llama velocidad) se obtiene derivando la funcién de posicion.

Si se conoce la funcién de posicién s(t) de un objeto que se mueve a lo largo de un eje coordenado; la velocidad
se obtiene derivando esta funcidn de posicion.

v(t) = s'(t) Funcién velocidad

Asi mismo, cuando se cambia la velocidad se estd produciendo una aceleracién.

a(t) = v'(t) = s"(t) Funcion aceleracion

Donde T es el tiempo (segundos, horas, minutos). El tiempo se dard en segundos, a no ser que haya otra
indicacion al respecto.

S(t) Tiene unidades de distancia (metros, kildmetros, centimetros)

’U(t) Tiene unidades de distancia dividido unidades de tiempo (segundos, minutos, horas).

a(t) Tiene unidades de distancia dividido unidades de tiempo al cuadrado.

4.4.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Lafuncién de posicién de un objeto que se mueve a lo largo de un eje coordenado esta dada por:

S(t) = 6t3 + 3t2 + 5, En metros.
a. Determine la funcion de velocidad.

Procedimiento

Como: ’U(t) = S’(t) Funcion velocidad, entonces:
— < () = 2 m
v(t) =s'(t) = 18t“ + 6t en seg

b. Determine la funcidn de aceleracion.
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Procedimiento

Como: a(t) = v’(t) = S”(t) funcién aceleracion, entonces:

a(t) =v'(t) =36t+6en

seg?

c. Determine posicién de reposo.

Procedimiento
Esta posicion de reposo se obtiene con S(O):
s(0) = 6(0)3 + 3(0)%> + 5 = 5metros
d. Determine velocidad inicial.

Procedimiento
Esta se obtiene hallando 17(0):

Reemplazando en la funcien V(t)

m m
t) = 18t* + 6t en — 0) =18(0)2 +6(0) = 0—
v(t) + enseg—>v() (0)* + 6(0) seg

2. Un objeto se mueve de acuerdo a la funcion:

Yy = S(t) = 16t3 — 2t + 1 en metros

Calcule: Posicién, velocidad y aceleracion después de 1 segundo.

Procedimiento

Se reemplaza £ = 1 en cada una de las funciones:

s =16t -2t+1-s(1)=16(1)3-2(1)+1=15m

m
v(t) =s'(t) =48t2 -2 - v(1) =48(1)2 -2 =46 seg
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a(t) =v'(t) =96t - a(1) =96(1) =96 S

3. Un camién recorre una distancia en kilémetros en € horas dada por la funcién:

w(t) = 3t%> + 5t + 20
Calcule: Posicion, velocidad y aceleracion después de 3 horas.
Procedimiento
e Posicion para £ = 3

w(3) =3(3)2+5(3) +20 = 27 + 15 + 20 = 62 km

e Velocidad parat = 3

km
v(t) = u’(t) =6t+5 T

km
v(3)=6(3)+5=18+5=23T

o Aceleracién parat = 3

a(t) =v'(t) =6 l;l—T

4. Un objeto se mueve de acuerdo a la funcion:
y=s(t) = —2t3 - 3t* + 36t + 120 m.
a. Determine en que tiempo la velocidad es igual a cero.
Procedimiento

e Se determina la funcion velocidad:
v(t) =s'(t) = —6t* — 6t + 36

o sehaceV(t) =0 > —6t2 —6t+36=0
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® Se divide la ecuacién por —6:

—6t> 6t N 36 0
-6 -6 —6 -6
e Se factoriza y se iguala cada factor a cero:

t?+t—-6=0->(t+3)*(E=2)=0

S>t2P—-t-6=0

t+ 3 =0 > t = —3 (se descarta, no hay tiempos negativos).

t—2=0->t=2

La velocidad se hace ceroen T = 2 segundos

b. ¢Qué distancia ha recorrido el objeto dgsd)e gue se empezd a mover hasta que se detiene?

Procedimiento

Para calcular esta distancia se debe conocer S(Z) y S(O), estableciendo la diferencia entre los dos (en fisica
se conoce como posicidn final menos la posicion inicial), entonces:

o Secalcula: S(2)—s(0):
Parat=2 -y =s(t) = -2(2)3 —3(2)2 +36(2) + 120 = 164 m
Parat=0-y = s(0) = —2(0)3 — 3(0)2 + 36(0) + 120 = 120 m
Por lo tanto, la distancia recorrida es: §(2) — §(0) = 164m — 120m = 44m

c. ¢Cudl esla posicion del objeto en el momento en que se detiene?

Procedimiento

Del numeral @ se sabe que el objeto se detieneen t = 2s.

s(2) =164 m
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Fisica - Video 08 - Aceleracion derivada de la velocidad Enlace
Maximos y minimos relativos

o http://www.youtube.com/watch?v=0HEgk9mqp40&feature=related
o http://www.youtube.com/watch?v=B1mJbvTwhm4

Nota: para la explicacidn de este tema tenga en cuenta la grafica de la figura 57.

¥ o4

Inflex 2

Inflex 1 P2

P1

m1

Figura 57. Puntos criticos de una funcion
(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

La figura 57 muestra la grafica de una funciéon 'y = f(.X') cualquiera.
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Los puntos M1 y MZ son los méximos relativos de la funciéon Yy = f(x) Posiblemente no sean los
Unicos valores maximos de la funcion.

El punto Mq es el minimo relativo de la funcién. No necesariamente es el unico.
Los puntos M1, M5, M4, P1, P2 ... Sellaman los puntos criticos de la funcion Y = f(x)

Se puede ver que en los puntos criticos er Mz, M la recta tangente es horizontal; lo que es lo mismo

en algunos puntos criticos la pendiente tiene como valor cero (m = O)

NOTA: los puntos Ml, MZ, M .. También reciben el nombre de extremos locales.

Punto critico:
Es un punto donde sucede algo en una funcién, como por ejemplo:

o Laderivada no existe, o
o Laderivada esigual a cero.

Hay puntos donde también existe un corte en la grafica de la funcidn, hay un cambio de concavidad.
Donde hay cambio de concavidad son los puntos Inflex1 e Inflex2 o puntos de inflexidn, puede haber mas.

Interesan los puntos criticos donde la derivada vale cero, ya que en estos puntos se determina si hay puntos
maximos o minimos.

También interesan los puntos donde hay cambio de concavidad, es decir los puntos de inflexion.

Ademas se puede ver de la gréfica de la figura 57 que en un mdaximo la funcién abre hacia abajo, es decir, es
céncava hacia abajo.

Nota: la concavidad tiene que ver con el signo de la segunda derivada, es decir la segunda derivada evaluada
en un maximo es negativa.

Los puntos criticos Ml» Mz, M4, sonlos puntos que interesa determinar.

Asi mismo en un minimo la funcién abre hacia arriba, la funcién en un minimo es céncavo hacia arriba. La
segunda derivada evaluada en un minimo tiene como resultado signo positivo.

En la figura 57, también se puede observar que:

A la izquierda de un maximo la funcién es creciente. | A la derecha del maximo la funcion es decreciente.
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A la izquierda de un minimo la funcién es decreciente | A la _ la funcion es -

También que:
Entre un maximo y un minimo la funcidn es decreciente, y

Entre un minimo y un maximo la funcidn es creciente.

e Procedimiento para determinar los maximos y minimos de una funcion.

1. Se determina la primera derivada de la funcion Yy = f(x)
. 1 ! — .
2. Se lguala la derivada acero (Y = f (.X') = 0) y resuelva la ecuacién resultante. Los valores
obtenidos son los puntos criticos de la funcién.

Nota: si la ecuacidn resultante no tiene solucidn o se llega a una afirmacidn falsa quiere decir que no tiene
puntos criticos.

3. Seobtiene lasegunda derivada de la funcién Y = f(x) o sea y,’ = f”(x).
4. Sereemplaza cada punto critico en la segunda derivada. Se pueden presentar cuatro opciones:

a. " (Xeritico) < 0 = Xceritico €S Maximo relativo

La segunda derivada evaluada en el punto critico sea negativa; en este caso el punto critico corresponde a
un maximo relativo.

b. " (Xcritico) > 0 = Xcritico €S Minimo relativo

La segunda derivada evaluada en un punto critico sea positiva; en este caso el punto critico corresponde a un
minimo relativo.

C. f”(xcritico) =0

La segunda derivada evaluada en el punto critico sea igual a cero; en este caso no se puede afirmar nada.
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5. Sise desea obtener maximos y minimos absolutos, se debe indicar un intervalo; para determinar cual
es el maximo absoluto y el minimo absoluto en dicho intervalo, se debe evaluar en la funcién los puntos
criticos y los extremos del intervalo. El mayor valor sera el maximo absoluto, el menor valor ser3 el
minimo absoluto.

4.4.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Paralafuncién:y = h(X) = 2x3 - 24x2 +72x — 15

a. Hallar los maximos y minimos relativos.

b. Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto en el intervalo [—3, 5]

Procedimiento

a. Se determina la primera derivada:

h'(x) = 6x* —48x + 72
e Seiguala la primera derivada a cero:
h'(x)=0
6x2 —48x + 72 = 0, dividiendo toda la ecuacién por 6, S€ tiene:

6x> 4Bx 72 _0 L, o ir-0
J— = — - —_ =
6 6 '6 6 T~ 4

e Se factorizay se iguala cada factor a cero:

x*-8x+12=0->(x—6)*(x—2)=0

xX—6=0->x=6
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b. Se determina la segunda derivada y se reemplazan los puntos criticos en la misma:
h'"(x) =12x — 48
h'(6) =12(6) — 48 = 72 — 48 = +24 Es un minimo relativo.
h''(2) =12(2) — 48 = 24 — 48 =—24 Es un maximo relativo.
c. Para determinar el méximo y el minimo absoluto en el intervalo [—3, 5]

Se debe determinar el valor de la funcién en los puntos extremos del intervalo y en los puntos criticos que estan
dentro del intervalo, es decir, en:

> x=-3
> x=25
>x=2

» X = 6 (no se evalta porque no pertenece al intervalo [—3, 5]).
Reemplazando en h(x), se tiene:
h(-3) = 2(-3)3 — 24(-2)?>+72(-2) — 15 = -501
h(5) = 2(5)3 — 24(5)* + 72(5) — 15 = -5
h(2) =2(2)3 -24(2)>+72(2)—15=49
Después de reemplazar se concluye que:

> El mayor valor de todos es 49 que corresponde a X = 2
> £l menor valor de todos es— 501 que corresponde a X = -3

Por lo tanto:
Maximo absoluto en elintervalo [—3, 5]) es en x = 2

elminimo absoluto enelintervalo [—3,5] esen x = —3

2. Paralafuncién: Yy = g(X) = x4 - 72x2 + 1000 nallar los maximos y minimos

relativos.
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Procedimiento

a. Se halla la primera derivada:

g (x) = 4x3 — 144x

b. Seigualala primera derivada a cero

4x3 —144x =0

c. Se factorizay se iguala cada factor a cero:

4x3 - 144x=0->4x*(x*—-36)=0
X - X 4—>x

x*-36=0->(x+6)*x(x—6)=0>x=—-6yx=6

d. Se reemplazan estos valores en la segunda derivada:

g (x) = 4x3 — 144x > g"'(x) = 12x* — 144
Reemplazando los valores, se tiene:
g''(0) = 12x(0)?> — 144 = —144 > x = 0 Maximo
g'(6) =12(6)? — 144 = 432 — 144 = +288 - x = 6 Minimo
g'(—6) =12(—6)%> — 144 = 432 — 144 = +288 > x = —6 Minimo
Intervalos de crecimiento y de decrecimiento e intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.

4.4.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

3«2
1. Paralafuncién: Y = f(X) = —?+? + 6x + 8

Determine intervalos de crecimiento, intervalos de decrecimiento, intervalos donde la funcién es céncava hacia
arriba e intervalos donde la funcién es céncava hacia abajo.

Procedimiento

a. Se deben encontrar primero los maximos y los MiNimMos de la funcion:
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2
f’ (x) = — 3% + Zz_x + 6 , simplificando:
ff(x)=—x*+x—6

. Sehacef’(x)=0—>—x2+x+6=0

e Se factoriza, se iguala cada factor a cero y se obtienen los puntos criticos:
—xz +x+6 =0 al multiplicar por — 1, se tiene:
X2 —-x—6=0->(x—-3)x(x+2)=0
x—3=0-x=3
X+2=0->x=-2
Los puntos criticos son: X = 3 Yy X = -2

e Se determina la segunda derivada y se reemplazan los puntos criticos:
Siff(x)=—x*+x—-6->f"(x) = -2x+1
Reemplazando los puntos criticos en f” (.X'), se tiene que:
ff3)=-23)+1=-6+1=-5-enx =3 hay un maximo
f'(-2)=-2(-2)+1=4+1=5->enx =—-2 hay un minimo
Escribiéndolos en orden quedarian:
x = —2 minimo relativo.
x = 3 maximo relativo.

e Sesabe que entre minimo y un MAximo una funcién es creciente.

La funcién es creciente en el intervalo: X€ [—2, 3]

e También se sabe que a la izquierda de un Minimo Ia funcién es decreciente.

La funcién es decreciente en el intervalo: X€ [—00, —2]
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e Por ultimo, a la derecha de un maximo la funcion es decreciente.

La funcidn es decreciente en el intervalo: X€ [3, +00]
e Determinacidon de los puntos de inflexion:

Para determinar donde hay cambio de concavidad, se deben conocer los puntos de inflexion.

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: u

. . s ; : - " —
Traer a la memoria: los puntos de inflexion se obtienen solucionando la ecuacion: f (X) =0

Se tiene que:

1
fu(x)=—2.X.'-|—1—>—2x+]_:()_>_2x=_1_)x=E

N =

El punto de inflexién corresponde a: X =

Se sabe que:

> Enun minimo y en todos los puntos vecinos al minimo la funcidn es concava hacia arriba y cambia de
concavidad en el punto de inflexién, por lo tanto:

. . : 1
Concava hacia arriba en el intervalo: X € (—0,-]

» Enun maximo y en todos los puntos vecinos al maximo la funcién es con

. . ) 1
Concavidad hacia abajo en el intervalo: X € [E' +00)

5
2. Paralafuncién: Yy = f(X) =2x3 — Exz +x—2

Determine intervalos de crecimiento, intervalos de decrecimiento, intervalos donde la funcién es céncava hacia
arriba e intervalos donde la funcién es céncava hacia abajo.

Procedimiento

a. Se encuentran los maximos y los minimos de la funcién:
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2+5x
2

> Se obtiene la primera derivada f’ (x) = 6x2 — + 1, simplificando:

fl(x) =6x*—-5x+1

» Seigualala primera derivada a cero: 6x2 —5x+1=0

» Se soluciona la ecuacion: factorizando,
36x% —5(6x) +6 (6x —3) * (6x — 2)

(6x—3)*(6x—2)_0 32x—-1)*2(3x-1)
6 -7 32

6
g(6x2—5x+1=0—>

=0->2x—-1)*Bx—-1)=0

» Seiguala cada factor a cero para obtener los puntos criticos:

1
2x—1=0—>2x=1—>x=§

1
3x—1=0—>3x=1—>x=§

» Reemplazando cada punto critico en la segunda derivada:

Sif'(x) =6x*—-5x+1- f"(x) =12x -5

1 1 1 ..
f”<5>=12<—>—5=6—5=1—> X = = es un minimo

2 2
1 1 1 .
f”<§>:12<§>_5=4—5=—1—> x=§ es un maximo

Escribiéndolos en orden quedarian:

1

X = 3 es un maximo relativo

1
X = 2 es un minimo relativo
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> Sesabe que: A la izquierda de un maximo la funcidn es creciente:

La funcidn es creciente en el intervalo: X € (—00, 5]

> También se sabe que: €ntre un Maximo y un minimo la funcisn €s decreciente.

La funcidn es decreciente en el intervalo: X € [5 E]

> A la derecha de un minimo ia funcion s creciente.

La funcidn es creciente en el intervalo: X € [ +00)

b. Determinacion de los puntos de inflexion.
» Para determinar donde hay cambio de concavidad, se deben conocer los puntos de inflexion vy,

. . . " —
recuerde, que estos se obtienen solucionando la ecuacién: f (.X') =0

Se tiene que:

5
frr(x)zlzx—5—> 12.76'—5=()—)x=E

El punto de inflexion corresponde a: X = %

» Se sabe que en un minimo y en todos los puntos vecinos al minimo la funcién es céncava hacia arriba y
cambia de concavidad en el punto de inflexion, por lo tanto:

o Cdncava hacia arriba en el intervalo: X € [ ,+00)
» Enun maximo y en todos los puntos vecinos al maximo Ia funcion es céncava hacia abajo

o Concavidad hacia abajo en el intervalo: X € [—00,— >

La grafica de las funciones anteriores, puede ser realizada con el applet de la siguiente pagina.

http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/index.htm

3. http://www.youtube.com/watch?v=00KdIZkDGQk&feature=related
4. http://www.youtube.com/watch?v=ykIL 7e41kU&feature=fvwrel
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OPTIMIZACION

Consiste en problemas de aplicacién, donde el objetivo es encontrar los maximos o los minimos de una funcién
0 un modelo matematico.

En este tema, se parte de una funcién y posteriormente, por medio de las técnicas de la primera y de la segunda
derivada, se deben encontrar los valores maximos o los valores minimos de dicha funcién.

Se sugiere el siguiente procedimiento:

Identifique cual es la funcién objetivo. (Funcidén que se desea maximizar o minimizar).
Por lo general la funcidn no es conocida, constriyala de acuerdo a las condiciones del problema.
3. Obtenga los maximos o los minimos de dicha funciéon. Cuando el enunciado del problema incluya un
intervalo, para hallar los maximos o los minimos, se deben tener en cuenta los extremos del intervalo.
4. Conteste las preguntas del problema.

4.4.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Problema planteado por los autores (Haeussler & Richard, 1997):

La funcién de costo total de un fabricante esta dado por:

2
c(q)=qz+3q+400enUS$

éPara qué nivel de produccion el costo promedio por unidad sera minimo? ¢Cual es el costo promedio minimo?

Procedimiento

a. Lafuncién objetivo es el de COStO promedio y se desea minimizar. se debe encontrar dicha

funcidn, ya que no es dada.
» Determinacion de la funcidn de costo promedio:
2
c(q) qT +3q+400 g4 400
= =—+3+—
q q 4 q

» Para determinar los minimos de la funcidn de costo promedio, se debe derivar la funcidn:

c(q) =

Nota: para derivar la funcion de costo promedio, una posibilidad es escribir dicha funcion de la siguiente manera:
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1
c(q) = 24 +3+400g°1

Derivando la expresion anterior:

£(q) =5+ 0 +400(-1)g - ¢'(q) = 5 — o

= — — e = — -

» Seiguala a ceroy se soluciona la ecuacién resultante, se iguala cada factor a cero:
c(@=0
1 400 q° — 1600 0% — 1600 = 0
—_—_——_— = - = - —_ =
4 g 4q* 1

(g +40)+(q—40)=0
q+40 =0 - q = —40 (No sirve)
q — 40 = 0 - q = 40 (Punto critico)

El valor negativo (q - 4-0) no sirve porque no podemos hablar de produccién negativa.

> Se obtiene la segunda derivada:

1 a00 o . . 800
c'(q) :Z_?_) c"(q) =0-400(-2)q° - c"(q) =

> Sereemplaza el punto critico en la segunda derivada:

¢ (q) = 800
q) = F

800 800 .
c'(q) = 20° — 64000 +0.0125 -» q = 40 es un minimo

Por lo tanto, con una produccién de 40 unidades se garantiza que el COStO promedio es
minimo.
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> Para hallar el costo promedio minimo se reemplaza 40 enla funcidn de costo promedio:

40

400
c(40) = +3+—,~-=10+3+10 =23 US $

2. Un monopolista vende un articulo por un precio de $ 30.000 vy le ofrece a uno de sus clientes un
descuento de diez pesos por cada unidad comprada.

Determine:

1. Lafuncién de ingreso.
2. Elingreso maximo.

Procedimiento

a. Sea( el nimero de unidades vendidas, entonces el precio de cada unidad sers: S 30.000

menos 10 pesos por cada unidad vendida, esto es:

p(q) = 30.000 — 10q $

Nota: se debe tener en cuenta que €l precio no puede ser negativo, entonces la condicion para el
precio es:

30.000—-10q9 =0

Resolviendo la inecuacion:

—10q > —30.000 Multiplicando por — %1 en ambos lados de la inecuacion se tiene:
10 ( ! ) > —30.000 ( ! )
— * — — — . * — —
T*\"10/ = 10
q < 3.000

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Tener en cuenta: al multiplicar ambos miembros de una desigualdad por un numero real negativo, la
desigualdad cambia de sentido.
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Nota: g es menor-igual que 3000, pero tiene que ser mayor-igual que cero, por lo tanto el
intervalo solucidn es:

q€[0,3.000]
b. Ingreso: r(q) = Precio: p(q)por nimero de unidades vendidas: (q)

r(q) =p(q) *q = (30.000 — 10q) * q

La funcion de ingreso queda:
r(q) = 30.000q — 10qg*% $
Con ( € [0,3000]

» Se deben encontrar los maximos de la funcidon de ingreso, por lo tanto, se deriva la funcién ingreso:

r(q) = 30.000q — 10g* — r'(q) = 30.000 — 20q

> Sehace ' () = 0 ,se halla el valor de q:

30.000
30.000 — 20g = 0 > —20q = —30.000 > g =

- q=1.500

» Se calcula la segunda derivada y se reemplaza el valor de q:

si '(q) =30.000—20q > r'"(q) = —-20
r'"(1.500) = —20 - g = 1.500 Maximo

Pero para encontrar el maximo absoluto en el intervalo:

qce [0, 3. 000], se debe hallar: 1‘(0), 1‘(3. OOO), 1"(1. 500)
en(q) = 30.000g — 10q?

r(0) = 30.000(0) — 10(0)2 =0
7(3.000) = 30.000(3.000) — 10(3.000)% = 90.000.000 — 90.000.000 = 0

r(1.500) = 30.000(1.500) — 10(1.500)% = $22.500.000
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El maximo absoluto enelintervalo g € [0,3.000] es g = 1.500
> Elingreso maximo se obtiene con la venta de 1.500 unidades

El ingreso maximo es:

r(g1.500) = 30.000 * (1.500) — 10(1.500)% = $ 22.500.000

Elmaximo ingreso gue puede obtener es de $ 22’500.000
3. Un mayorista tiene la siguiente promocidn del dia:

Vende pifias a 2000 pesos la unidad y ofrece un descuento de 10 pesos por pifia comprada.

a. Encuentre una funcién que represente el ingreso del mayorista.

Procedimiento

Para construir la funcién de ingreso en la venta de las { pifias, tenga en cuenta que:

Ingreso = precio de venta multiplicado por la cantidad vendida.

En la siguiente tabla se observa mejor la construccién de la funcidn de ingreso para la venta de q pifias.

Cantidad de pinas Precio de venta Ingreso
vendidas
1 2000 —-10(1) [2000 - 10(1)]*1
2 2000 - 10(2) [2000 — 10(2)]*2
3 2000 —10(3) [2000 - 10(3)]*3
4 2000 —10(4) [2000 - 10(4)]*4
Q 2000 - 10q (2000 - 10q)*q
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Como Y = T(CI) es el ingreso obtenido al vender { pifias:

T(CI) = (2 000 — 10q> *q — T(CI) = 2. OOOCI - loqz(funcién representativa del

ingreso del mayorista).

b. ¢Bajo qué condiciones el mayorista obtendra el maximo ingreso?

Procedimiento

» Se halla la primera derivada:
sir(q) = 2.000q — 10g% - r'(q) = 2.000 — 20q

> sehace: 7' (q) = 0y se despeja el valor de q:

2.000 — 20g = 0 > —20g = —2.000 - q =;20000—> g =100
> Se halla la segunda derivada:
sir'(q) =2.000—-20qg - r'"(q) = -20 -
r'""(q100) = —20 —» g = 100 es un maximo relativo

Por lo tanto, con la Venta de 100 pifias se obtiene €l ingreso maximo.
> Elingreso maximo es:
r(q) = 2.000q — 10g? - r(100) = 2.000 * (100) — 10 * (100)? = $100.000
4. Ejemplo propuesto como ejercicio por los autores (Haeussler & Richard, 1997)

Una empresa dispone de USS 3000 para cercar una porcidn rectangular de terreno adyacente a un rio usando
este como un lado del drea cercada. El costo de la cerca paralela al rio es de US$ 5 por metro instalado y el de la
cerca para los otros dos lados es de USS 6 por metro instalado. Encuentre las dimensiones del drea maxima
cercada. Véase la figura 58.
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KES. 2661 MEN JUNID 21 DE 1996

."S'JEEI a Cercar

Figura 58. Area a cercar.
(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 18 de 2011)

Procedimiento

De acuerdo con la figura 58:

a. Sea X lalongitud de la cerca paralela al rio, sea Y la longitud de cada uno de los lados del terreno

adyacente al rio.

> Se debe encontrar una relacién entre Xy 'Y por los datos que dan, se sabe que el costo total del drea

es de USS 3.000, por tanto:

5x + 6y = 3.000, se despeja y:

3.000 — 5x
6

6y =3.000—6x—>y =

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria:

Traer a la memoria: el drea de un rectangulo es igual al producto de la base por la altura

Arecta'ngulo = base * altura

Al reemplazar en esta ecuacién en funcion de X y Y, se tiene:

Arecténgulo = X * Y, reemplazando .
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3.000-5x
a(x) = X * (T), realizando el producto indicado y separando denominadores:
3.000x  5x?
a(x) = - » simplificandoz
6 6
5x?
a(x) =500x — —
6
» Determinacién del dominio de esta funcion:

5x2 .
a(x) = 500x — g 7 como el érea no puede ser negativa, entonces:

5x2
500x — o > (), factorizando:
5x
X (500 — ?) > 0, igualando a cero cada factor:

x=0 o 500—%=O,queda:

5x
500 — ? = 0, multiplicando toda la ecuacién por 6

—3.000
3.000—5x=O—>—5x=—3.000—>x=—5—>x=600

Por lo tanto, el dominio de la funcién es:
Dy = x¢€(0,600)
b. Se obtiene la primera derivada de la funcion:

2
Sia(x) =500x — 5% - a'(x) =500 — %

Se hace a'(x) = 0 — 500—%=0—>3.000—10x=0—>

—-3.000
—10x = —3.000—>x=_—10—>x= 300
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a. Se obtiene la segunda derivada de la funcion:

. _ _10x " _ _1o_ 5
sia’(x) = 500 6—>a(x)— - = 3

» Reemplazando en la segunda derivada, se tiene:

5
a”(300) = — 3 esto implica que:

x = 300 es un maximo relativo

3.000-5x
6

~3.000 - 5(300) 3.000—1.500 1.500
= - = . =

> Por lo tanto, las dimensiones son:

> Sereemplazaelvalorde Xeny = y se encuentra el valor de la otra dimension Y.

y -y =250

x = 300 metros

y = 250 metros

http://www.youtube.com/watch?v=TSVK1vFifQ0
http://www.youtube.com/watch?v=x90Q0z95kyA
http://www.youtube.com/watch?v=1QckQJcpcKo

http://www.youtube.com/watch?v=LulyYqlfdoQ

W N Wwm

http://www.youtube.com/watch?v=pcrdikpQlLo

4.4.7 EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

1. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva:

7x-1
= f =]
y = f(x) 3o

Enel puntox=1

2. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva:

y =+/5x-1
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En el punto x=2

3. Lafuncidon de costo en la fabricacidon de g unidades de cierto articulo es:
c(q)=0,03g% +50q + 3%
Determine el costo marginal y el costo promedio en la produccién de 25 unidades del producto.
4. Lafuncidn de demanda en la venta de q unidades de cierto articulo es:
p(q) =7000-0,29 $
Determine el ingreso marginal en la venta de 10 unidades del producto.

5. Lafuncidon de posicién de un objeto estd dada por:
s(t)=4t° —5t? + 3t +50 m
Determine la velocidad y la aceleracién para un tiempo de 10 segundos.

6. Lafuncion de posicién de un objeto esta dada por:
5 3 2
s(t) = 3t —3t? +8t+20 km

Determine la velocidad y la aceleracién para un tiempo de 3 horas.
Determine el instante en el cual el objeto se detiene.
7. Para la funcion
f(x) = x> —80x + 20
Determine:
Maximos y minimos relativos.
Puntos de inflexidn.
Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Intervalos de concavidad arriba e intervalos de concavidad abajo.

8. Parala funcion
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f(x)=x® +121x2 —4x+10

Determine:

Maximos y minimos relativos.

Puntos de inflexidn.

Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Intervalos de concavidad arriba e intervalos de concavidad abajo.

9. Un monopolista ofrece a uno de sus clientes vender un producto de la siguiente manera:

Un precio de $8000 y un descuento de 0,02 pesos por cada unidad comprada. Determine el maximo ingreso
gue puede obtener el monopolista bajo estas condiciones.

10. Se desea construir una caja rectangular sin tapa con una lamina de cartén de 80 cm por 35 cm, para ello
se quita en cada esquina un cuadrado de x cm de longitud. Determine las dimensiones de la caja de tal
manera que permita almacenar el maximo volumen. Determine el volumen maximo.
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5 PISTAS DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta: para determinar intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento de una funcién, se
debe recorrer la gréfica de la funcién de izquierda a derecha, si la sensacion es que se sube por la grafica, en este
tramo la funcidn es creciente y si la sensacidon es que se baja por la grafica, en este tramo la funcién es
decreciente.

Tenga presente: que a los nimeros reales no pertenecen expresiones de la forma: cero dividido cero, un nimero
diferente de cero dividido cero, la raiz par de los nimeros negativos, el logaritmo de cero, el logaritmo de los
numeros negativos, entre otros.

Traer a la memoria: para hallar los interceptos de una funcidn con el eje x, se hace y = 0. Para encontrar los
interceptos con el eje y, se hace x =0.

Tener en cuenta: para determinar si una expresion cuya grafica es dada, es funcion, se traza una recta vertical,
si corta la grafica en un solo punto corresponde a una funcidn; si corta la grafica en dos o mas puntos no es una

funcién.

Tenga presente: una funcidn racional es discontinua en todos aquellos valores de x en los cuales el denominador
es igual a cero.

Traer a la memoria: toda funcion es continua en su dominio.

. . L 0
Tener en cuenta: si al evaluar un limite da como resultado una expresién de la forma 6 , este no es un resultado

valido que se llama una indeterminacion de la “forma cero sobre cero”. Las indeterminaciones de la forma — se

pueden eliminar factorizando y/o racionalizando.

Tenga presente: para determinar los puntos criticos de una funcidon, se debe solucionar la ecuacién: primera
derivada igual a cero.

Traer a la memoria: para determinar si un punto critico corresponde a un maximo o a un minimo relativo, debe
reemplazar cada punto critico en la segunda derivada. Si la segunda derivada evaluada en el punto critico es
positiva, el punto critico corresponde a un minimo relativo y si el resultado es negativo, el punto critico
corresponde a un maximo.

Tener en cuenta: para determinar los puntos de inflexién de una funcidn, se debe solucionar la ecuacion:
segunda derivada igual a cero.

Tenga presente: que los cambios de concavidad de una funcidn se presentan en los puntos de inflexién de la
misma.

Traer ala memoria: que el costo marginal se interpreta como: el dinero que cuesta producir una unidad adicional
a las unidades planeadas.
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6 GLOSARIO

Funcidn: “Una funcidn es una regla que describe la forma en que una cantidad depende de otra; por
ejemplo, al estudiar el movimiento, la distancia recorrida es una funcién del tiempo.” (Stewar, Lothar,
& Watson, 2001, p.130).

Dominio: el dominio para cualquier funcién esta constituido por todos los valores que puede tomar la variable
independiente (la x). Todos los valores tomados de los nimeros reales.

Rango: el rango para cualquier funcién estd constituido por todos los nimeros que puede tomar la variable
dependiente (la y). Al rango también se le conoce como la imagen de la funcién

Interceptos: un intercepto es un punto en el cual la grafica de la funcidn corta un eje.

Crecimiento: se dice que una funcidn es creciente cuando al aumentar la x, la y también aumenta o
viceversa.

Decrecimiento: se dice que una funcién es decreciente cuando al aumentar la x, la y disminuye o
viceversa.

Continuidad: conceptualmente, se dice que una funcién es continua, cuando al observar su grafica,
esta se puede recorrer sin necesidad de levantar el lapiz.

Discontinuidad: conceptualmente, se dice que una funcién es discontinua, cuando al observar su
grafica, es necesario levantar el lapiz para recorrerla.

Punto critico: es un valor de x en el cual la primera derivada de una funcién es igual a cero o no existe.
Punto de inflexion: es un valor de x en el cual la segunda derivada de una funcién es igual a cero.

Asintota vertical: es una linea recta vertical que presenta la caracteristica que la grafica de la funcién
tiende a tocarla; pero nunca la toca, ni la corta, ni la cruza.
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