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1. MAPA DE LA ASIGNATURA

ECUACIONES DIFERENCIALES

v

PROPOSITO GENERAL DEL MODULO
A través del Calculo Diferencial y el Célculo Integral se obtienen herramientas y elementos para

representar situaciones matematicas, mediante un lenguaje matematico claro y preciso, pero es
demasiado importante entender que las matemadticas son el lenguaje de la ingenieria, los ingenieros
trabajan en diferentes areas con diferentes principios, las matematicas son el lenguaje en comun que
sirve para expresar, comprender y manipular los distintos fenémenos en las diferentes areas de su
trabajo, no solo debemos quedarnos en la solucidn de problemas, sino avanzar en la aplicacién real y
concreta de los mismos.

En el mismo sentido se habla de las ecuaciones como la base de la ingenieria, estas en particular nos
sirven para establecer relaciones entre distintas variables, de manera que podamos, despejar,
correlacionar, modelar o expresar relaciones en un sistema.

Sin las ecuaciones los problemas en la ingenieria no serian resueltos jamas, pues la formulacién de un
problema se resuelve mas facilmente haciendo uso de las mismas, ya sean lineales, cuadraticas,
diferenciales, para tal fin existen métodos de soluciones que ayudan a resolver el problema en cada
campo de la ingenieria.

v
OBIJETIVO GENERAL

Analizar los conceptos del Calculo y los fundamentos basicos de las Ecuaciones Diferenciales aplicados a
la Fisica, la Economia, la Administracién y el mercadeo como modelos de representacion de diversas
situaciones problémicas que involucren relaciones de cambio entre variables.

OBJETIVOS ESPECIFICOS
M Reconocer los procesos de Derivacidon e Integracién, sus aplicaciones y los conceptos

fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales.
M Solucionar Ecuaciones Diferenciales:
v" Ordinarias de Primer Orden.
v' Lineales con Coeficientes Constantes.
v'  Lineales Simultdneas.

M Resolver aplicaciones de Ecuaciones Diferenciales utilizando Series e Integrales de Fourier y la

J J

Unidad 1 Unidad 2 Unidad 3

Transformada de Laplace.

. Solucién de  Ecuaciones icaci
Generalidades Aplicaciones de las

Diferenciales Ecuaciones Diferenciales.
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2. UNIDAD 1 GENERALIDADES

proporciona una introduccién a aque"as—b(ramas de las Matema'ticas)

posteriores

|

al Calculo "1

tales como
La Derivaciéon y =4 -
la Integracion B{l Flangenisng debe estarm
para poder

[Ilevar a cabo su trabajo}

hY ;f Desarrollos actuales en
(mantenerse il uik Ios 'Lsu campo de conocimiento

Conceptos Basicos

e Célculo: En general el término célculo (del latin calculus = piedra)® hace referencia al resultado
correspondiente a la accion de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste en realizar las
operaciones necesarias para prever el resultado de una accién previamente concebida, o conocer
las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente conocidos.

No obstante, el uso mas comun del término calculo es el I16gico matematico. Desde esta perspectiva, el
calculo consiste en un procedimiento mecanico, o algoritmo, mediante el cual podemos conocer las

consecuencias que se derivan de unos datos previamente conocidos
debidamente formalizados y simbolizados.
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e Derivaciéon: La derivacion numérica es una técnica de analisis numérico para calcular una
aproximacion a la derivada de una funcién en un punto, utilizando los valores y propiedades de la
misma.

e Integracion: La integracidn es un concepto fundamental del calculo y del andlisis matematico,
basicamente, una integral es una generalizacion de la suma de infinitos sumandos, infinitamente
pequeios.

El calculo integral, encuadrado en el calculo infinitesimal, es una rama de las matematicas en el proceso
de integracion o antiderivacidon, es muy comun en la ingenieria y en la ciencia también; se utiliza

principalmente para el calculo de areas y volimenes de regiones y sélidos de revolucion.

Fue usado por primera vez por cientificos como Arquimedes, René Descartes, Isaac Newton, Gottfried
Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este Ultimo y los aportes de Newton generaron el teorema
fundamental del calculo integral, que propone que la derivacidon y la integracidn son procesos inversos.

e Ingenieria: La ingenieria es el conjunto de conocimientos y técnicas cientificas aplicadas al
desarrollo, implementaciéon, mantenimiento y perfeccionamiento de estructuras (tanto fisicas
como tedricas) para la resolucién de problemas que afectan la actividad cotidiana de la sociedad.

Para ella, el estudio, conocimiento, manejo y dominio de las matematicas, la fisica y otras ciencias es
aplicado profesionalmente tanto para el desarrollo de tecnologias, como para el manejo eficiente de
recursos y/o fuerzas de la naturaleza en beneficio de la sociedad. La ingenieria es la actividad de
transformar el conocimiento en algo practico.

Otra caracteristica que define a la ingenieria es la aplicacién de los conocimientos cientificos a la invencion
o perfeccionamiento de nuevas técnicas. Esta aplicacidn se caracteriza por usar el ingenio principalmente
de una manera mds pragmatica y agil que el método cientifico, puesto que la ingenieria, como actividad,
esta limitada al tiempo y recursos dados por el entorno en que ella se desenvuelve.

Su estudio como campo del conocimiento estd directamente relacionado con el comienzo de la Revolucidn
Industrial, constituyendo una de las actividades pilares en el desarrollo de las sociedades modernas.

Ecuacién Diferencial: Una ecuacidn diferencial es una ecuacién en la que intervienen derivadas de una o
mas funciones desconocidas. Dependiendo del numero de variables independientes respecto de las que
se deriva.
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OBJETIVO GENERAL

Reconocer los procesos de Derivacidn e Integracion, sus aplicaciones y los conceptos fundamentales de las
Ecuaciones Diferenciales.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

M Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de las derivadas, describiendo
procedimientos asociados con las técnicas para el calculo de derivadas y comparando, mediante

la ejemplificacion, resultados de cdlculos de derivadas optimizando asi los distintos
procedimientos empleados.

M Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de la integracién conociendo los
diferentes métodos de la misma, para su posterior aplicacion.

M Determinar los conceptos fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales.

A continuacién, encontrara unos conceptos teéricos, algunos ejemplos y ejercicios para que resuelva, de dos

temas de suma importancia para el posterior desarrollo del médulo, temas que utilizard con mucha
frecuencia.

> FUNCION EXPONENCIAL

L — X - -
Esunafunciéndelaformay) = @ yque cumple las siguientes condiciones:
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« Dominio de la funcion —» Dy = R, = (—o0, +0)
e Rango de la funcién - Ry = R{ = (0, +0)
o Esuna funcion Continua.
e a+1
« Lospuntos (0,1)y (1, a)pertenecen a la grafica
e EsInyectiva (uno a uno)v .1
e Esuna Funcion Crecientesia > 1,
su grafica esta dada por:
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e Esuna Funcion Decreciente si 0 < a < 1,
su grafica esta dada por:

=

e Las curvas
* Y = a*,

1
*k Y = (E)x son Simétricas con respecto al eje OY
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> Algunas propiedades de la potenciacion:

Recuerda algunas de las propiedades de la potenciacidon que te seran Utiles para la solucién
de Ecuaciones Exponenciales:

o amx qm = gm*™m

a™ m-n

e —=a cona +0
a

e a’=1,cona+#0

_ 1
e a"=—cona+0
a

Ejemplos de Ecuaciones Exponenciales:

Resolver las siguientes Ecuaciones exponenciales:

1. 2*=16
Procedimiento
a. Para resolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es:

2% = 24, por lo tanto, si tienen la misma base (2), sus exponentes son
iguales:

x=4
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b. Solucién: x = 4

2. 3*=1243

a. Para resolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es:

3* = 35, por lo tanto, si tienen la misma base (3), sus exponentes son
iguales:

XxX=5
b. Solucién: X =5

3. 25* =125

a. Para resolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es:

52x = 53, por lo tanto, si tienen la misma base (5), sus exponentes son
iguales:

2x =5 —3
—_— ﬁ e —
x X=3

b. Solucién: X =

NlW

4, 2*¥+¥3 4 4*1 _320=0,

a. utilizando las propiedades de la potenciacién, la ecuacién puede escribirse:
2% %23 +4% %41 —320=0 > 2"« 23 + (2¥)?2%22-320=0
Haciendo ** 2* = t, se tiene:

t+23 +t2%x22-320=0 - 4t>+8t—320 =0 Dividiendo toda la
ecuacion por 4: t2 + 2t — 80 = 0

b. Factorizando:

t?+2t—80=0 - (t+10)  (t — 8) = 0, cada factor a cero:

t+10=0-t=-10 (no tiene solucion, recuerde que a>1)

t—-8=0-t=8
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c. Se calcula X reemplazando en: *x 2¥ =t

2*=8-2*=23>x=3

Ejercicios

Teniendo como modelo los ejemplos anteriores, resuelve para X.
1. 4* =256
2. 9 =1029
3. 6* =216
4. 52— 6x5*+5=0
5. 2x+1 — 162x—3
2
7. 27*"1 =9
8. eXtl = 3%
9. Simplifica la siguiente expresion (e**1)(e**>)
10. e4x+1 — ex+1

> Logaritmos

o DEFINICION: Dado un nimero R*, no nulo y diferentede 1 (a > 0,a # 0,a # 1) y un
numero N positivo y no nulo (N > 0,N # 0), se llama Logaritmo en base a de N al
exponente al que hay que elevar dicha base para obtener el nimero.

Se escribe de la siguiente forma:

loga N = X, donde:
a: Base
N:Numero

x: Exponente
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Esta expresién logaritmica también se puede expresar en forma exponencial:

log,N =x ¢=====) a*=N

NOTACION
NOTACION NOTACION
LOGARITMICA EXPONENCIAL
log, N = x a* =N

Ejemplos
NOTACION LOGARITMICA NOTACION EXPONENCIAL
log,8 =3 23=8
log; 81 = 4 3% =81
logs 25 = 2 52 =25
logg 512 =3 83 =512

o PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

e log,a=1porquea’=1

e log,1=0porque a®=1

e log,a™ = mporque a™ = a™

e log,—N No existe

e log,0 Noexiste

e El Logaritmo de un nimero N > 1 es positivo sia > 1
e El Logaritmo de un nimero N > 1 esnegativo sia < 1
e log,(M*N)=1log, M +log, N

e log,(M/N) =log,M —log, N

e log,M" =n=xlog,M

e log, VM = %logaM

o log,N = 11(:)% (cambio de base de un logaritmo).
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» Logaritmos Naturales: Llamados también Logaritmos Neperianos (John Neper), son

aquellos que tienen como base el nimero € (llamado nimero Neperiano), su valor es:

e /2 2, T1828182845904523536028747135266249775724709369995...

Nota: Cumplen las mismas propiedades de los Logaritmos Decimales (Base 10).

EJERCICIOS

1. Utilizando la notacidon Exponencial, encuentre el valor para x en cada uno de los
siguientes ejercicios:

a.log; 81 =x
b.log; 625 = x
C. log,64 =3

d.logi164 =x
2

e.log,343 =x

2. Utilizando la definicién de Logaritmo, resuelva los siguientes ejercicios:

a.log, 64 +1log; 811081256 +1logs 125 —log, V2
4

1 1 1 1
b.log, o1 1085 - +log; ——log, ;

3. Utilizando las propiedades de los Logaritmos, resuelva las siguientes ecuaciones:

a. 3logx —log32 =logx —log2
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Solucioén: Se realizara el primer ejercicio como modelo.

1. Aplicando las propiedades de los logaritmos, se tiene:

3
3logx —log32 =logx —log2 - log;c—2 = logg , como

tienen la misma base (10), entonces:

2 x 3 32 2 _ 16 .
—_— e — = — > = -
32 2 x 2 %

b. log(x —2)+1=1log(x—1) +log2

c. logx +1log50 =3
d. 2logx —log(x+ 6) = 3log2
e.lIn(x—1)—In(x*-1)=1n (%)

.. In(=5) +1In2 = In(x + 3)

Nota: En cada ejercicio se debe comprobar la validez de cada solucidn obtenida.
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2.3. Tema 1 Derivacion e Integracion

A continuacién se encuentran las diferentes formas de derivar y de integrar con ejemplos y ejercicios
de cada una de ellas, realiza este repaso con responsabilidad (matematicas Il), ya que serd de mucha
utilidad en el desarrollo de este mddulo.

a. Derivadas

e FORMAS DE REPRESENTACION
DERIVADA
o ey = f) | dy | ] | Dif@)]
dx dx
La . segunda y” — f”(x) dZy dZ [f(x)] Derivadas - de
derivada W 7 orden superior
o e yT=fTG) | &y | EU@)
erivada E 7
(I;Iaerivada cuarta y4- — f4-(x) Q d4[f(x)]
dx* dx*
o deada eyt = () | d'y | d'f@)]
dx™ dxm

e La derivada de una constante esigual a cero:

y = f(x) = ¢,donde c es una constante - f'(x) =0
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Ejercicios de Aprendizaje

1. y=f(x) =25
y=fx=0

2. y=g(x)=-350
y=9'x)=0
e Derivada de una potenciade X

y=fx)=x"->y = f'(x) =nx"?!

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE
1. si f(X) = x5, haIIarf’(.X')

Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

f'(x) =5x>"1 =5x%

7

2. si h(.X') = x§, hallar b’ (.X')

Procedimiento
Aplicando la propiedad, se tiene:

7-3

7 73
h,(x)=—x3 =§x3 = =

W
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e Derivada de una constante por una funcion potencia:

y=f()=cx" >y =f'(x) =cxnx""!
Nota 1: para aplicar esta ley la variable debe estar en el numerador.

Nota 2: si hay radicales, para aplicar esta ley se deben llevar a potencia con exponente fraccionario,
aplicar la ley y luego volver a convertir a radical.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. siy = h(x) = 5x73, hallar h' (%)

Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

h(x)=5%(-3)x31=—15x%=-_=

e Derivada de una suma (diferencia):

Siy = f(.X') + g(x) + k(x) ...y €ntonces:
y=f(x)xtg'x) k).,

Esta ley dice que la derivada de una suma (diferencia) de funciones es igual a la suma (diferencia)
de las derivadas de cada funcién; es decir cuando hay una suma, se deriva cada funcién por
separado y luego se juntan los resultados con el signo correspondiente.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. y=f(x)=3x*+5

Procedimiento

Se deriva cada uno de los sumandos:

fl(x)=3x2x*1+0
fl(x) =3%2x*140- f'(x) =6x

2. g(x) = 4x3 — 5x% + 3x — 10, hallar g'"' (x)

Procedimiento

Para hallar la tercera derivada hay que partir siempre de la primera derivada y luego de la segunda.

y | =g 4x3 — 5x* +3x— 10
Yol =] 90 | 4%3x3 1 -5 x2x271 4 3411 _ (| Primera
derivada

=12x%>—-10x + 3
y" = 9" (x) 12x2 —10x+ 3 = Segunda
derivada

2+12x271—10x1"1+ 0
=24x—10

' =190 124x - 10=24x1"1-0 o
— 24 derivada
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e Derivada de un Producto
Siy = f(x) = g(x) * h(.X'),entonces:

y' =f(x)=g"(x)*h(x)+h'(x) x g(x)

e Derivada de un cociente:

y = f(x) = '}glgg con h(X) # 0, entonces:

g'(x) * h(x) — g(x) x h'(x)
[R(x)]?

y'(x)=f(x)=

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Si

y=f(x)=0Bx—-7)*(2x+9),halar f'(x)
PROCEDIMIENTO

Se aplica la regla del producto:

FUNCION DERIVADA FUNCION DERIVADA
g(x) g'(x) f(x) f'(x)
5x—7 5 2x+9 2
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Entonces:

y’(.X) =5 *_+ l * (5x — 7), realizando los productos indicados, se

tiene:
y'(x) =10x+ 45+ 10x — 14

Reduciendo términos semejantes:

y'(x) = 20x + 31

2. siy=f(x) = Z 3012 haIIarf(x)

Procedimiento

Se aplica la regla del cociente:

4x — 5
—3x+2

= f) =5

»gx)=4x-5-g(x) =4

> h(x) =x*-3x+2 >R =2x=3
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Entonces:

4x(x*—3x+2)—(2x—3) x(4x—5)
(x2 —3x + 2)2

y'@)=fx)=

Realizando los productos indicados:

x> —12x+ 8 — 8x%2 +10x + 12x — 15
(x%2 — 3x + 2)?

! —
flx) =
Reduciendo términos semejantes en el numerador de la fraccién:

—4x%2 +10x—7
(x%2 — 3x + 2)?

f(x) =

e REGLA DE LA CADENA (O REGLA DE LA POTENCIA)

Siy = f(.X) = u", donde U es una funcién escrita en términos de X, entonces:

y =f&) =nu"""xu

Otra forma de escribir lo mismo es:

fx) =[g@)]" > f'(x) = n[g(x)]" " = g'(x)

Esta ley dice que si se tiene una expresion elevada a cualquier exponente, la derivada es igual al
exponente multiplicado por la misma expresién elevada al exponente menos uno y multiplicada
por la derivada de lo que estd dentro del paréntesis.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. siy = f(x) = (3x% — 5x + 4)7, hallar f' (%)

Procedimiento

Se hace U igual a todo lo que esta dentro del paréntesis:
u=3x*-5x+4
Derivando U:

—_

En términos de U queda: u' =6x-5

setiene: Yy =f(x)= W)’ »>y=f(x)=u’

Derivando en funcion de U:

y=f@)=u" - f®=7u""1xu =7ub «u
Recuperando la variable inicial (reemplazando):

f/® =703x%—-5x+4)% % (6x —5)

M Derivada de funciones exponenciales

seau = f(x), a>0ya=+1

Entoncess Yy = a* -y = a*xu' *Ina
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Esta ley dice que la derivada de una funcidn exponencial es igual a la misma funcién exponencial
multiplicada por la derivada del exponente y multiplicada por el logaritmo natural de la base. El

logaritmo natural del nimero e es igual a uno (ll‘l e = 1)

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

l.siy= f(x) = 53x—10, Hallar la primera derivada

Procedimiento
y=f(x)=53%10 5y = f(x) =53%10%3«In5

2. siy = f(x) = 7554 aar y’

Procedimiento

2_ e, 2_By—
y=e7x 5x 4_)y1=e7x 5x 4*(14x—5)*lne
peroIn e = 1, entonces

y = 7 -5x—4 _, y' = e7X*—5x—4 (14x — 5)

e Derivada de la funcion logaritmica

I

u

s y=fw=logyu—y =fw=1p

Ejercicios de aprendizaje

1. siy=f(x) =InBx — 10), hallar f'(x)
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Procedimiento

D,(3x—10)
(3x—10)Ine

y=f(x)=In(3x—-10) - f'(x) =

, 3
Y =310

, recuerde que Ine=1
2. siy =In(5x* + 8x — 12), hatlar y’

Procedimiento

. Dy(5x*+8x—12) , 20x3 + 8
Y = e ~Y =
(5x*+8x—12) *Ine 5x* +8x—12

Nota: en algunos casos para derivar funciones logaritmicas es necesario aplicar previamente una o
varias de las propiedades de los logaritmos. Dichas propiedades se enuncian a continuacion:

> Logaritmo de una potencia:

log, a™ = n +xlog, a

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE

1. Ejemplo 1: Obtenga la primera derivada de:
=In(3x — 4)*
y =In(3x —4)

Procedimiento

e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:

y=In(3x —4)* =4In(3x — 4)
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e Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo natural:

D,(3x — 4) , 3 12
* -y =4 =
(3x—4)*Ine Bx—4) 3x—-4

!/

y =4

Derivada de las funciones trigonométricas:

y=fX) y =fx)

sinu cosu *u'

72

ux*cotux* u

—CSC

cscu —cscu * cotu *u'

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE

1. Halle la primera derivada de:

y = f(x) =sin(3x* +5x — 1)

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosuxu

sau=3x*+5x—1->u' =6x+5
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e Derivando se tiene:

y’=cos(3x2+5x—1)* 6x+5

e Ordenando la derivada:
y = (6x+5) *cos(3x° + 5x — 1)

2. Hallar la primera derivada de:

. (3x+1)
y = sin 77— 3

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosux*u
L3 3Qx-3)-2(Bx+D) _ 6x-9-6x-2 _ 11
el =3 - (2x—3)2 T (2x-3)2  (2x-3)2

, (3x + 1) 11
=cos|m—— | ———=
Y 2x—3)" (2x-3)?

e Ordenando la derivada:

11

Yy = —*COS(

3x+1
~ (2x — 3)2 )

2x—3
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b. LEYES BASICAS DE INTEGRACION.
Xn+1

X"dx="4+¢ n=#-1
. n+1

Ejercicios de aprendizaje

Ejemplo 1:
3+1 4
3 X
X’dx=_——+Cc="—+¢C
3+1
Ejemplo 2:
2541 X7/ 5
$/x2dx = [xPdx =~ +c=2_+c=28x +c
Jean=| 25+1  7/5 7 0
Ejemplo3:
31 -4
d—z(=jx’3dx= X +c=X—+c=—i4+c
a) 7 X —3-1 -4 4x

) I%dx:jxldx=lnx+c

9 Idx =x+C
Ejemplo 4:

Idz:z+C
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Ejemplo 5:

) Idy:y+C

b) J'exdx=eX +C

Iaxdx = iaX +C
<) Ina

Ejemplo 6:

J’5de:i5x+c
In5

Ejemplo 7:

7"dx=i7X +C
In7

. JKF()dx =k [ f (x)dx = kF(x)+C

Donde K es una constante.

Podemos ver que se efectua la integral de la funcidn, el resultado se multiplica por la constante k y al final sélo
se escribe una sola constante de integracion.
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Ejercicios de aprendizaje

Ejemplol:
Ilde zlojdx =10x+c
Ejemplo2:
i dx=1lInx+c
X
Ejemplo3:

dey=—4ln y+cC
y

Ejemplos4:
J.gdx:Sj.ldx=8ln x+C
X X

Ejemplo 5:

[/3dx =3[ dx = ~/3x+c

Ejemplo 6:

13 13 9x?*
j9x dx=9jx dx="—+C
2.3

Ejemplos 7:

2 ) X2+1 X3 5
I6x dx=6'fx dx=6——+Cc=6—4+Cc=2X"+C
2+1 3

8
Ejemplo 8: I%ij
X

4

-4
j%dx:ij*de=si+C=—3+c
X -4 X
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Ejemplo 9:
[11e7dx =11fe*dx =11e* +C
Ejemplo 10:
3 3
J'—exdx =—e"+c¢C
5 5
Ejemplol11:
I—Sezdz =-8e’ +cC
Ejemplo12:
Iedx =eX+C Yaque € es una constante.
Ejemplo13:
Xe+1
jx dx = +C
e+1

j[f(x)+g(x)+h _...]dxj )dxijg(x)dxijh(x)dxi...

Esto es: La integral de una suma (o diferencia) es igual a la suma (o diferencia) de las integrales.

Para aplicar la ley, se efectia cada derivada independientemente y al final escribimos una sola
constante de integracion C.

Ejercicios de aprendizaje

Ejemplo 1
5x? +6x —10 px = | 5x%dx + | 6xdx — 1de—5i+6x —10x+c
J b= [xax + [xax — | =5

5%+3x —-10x+c¢
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Ejemplo 2

I(?x“ —3x% +8x— 9)dx

SOLUCION
7j x*dx —Bj x2dx + SI xdx — 9j dx

5 3 2
7X _3x +8x _ox+C
5 3 2

Simplificando:

"

—x*+4x*> -9x+C

Ejemplo 3

dx

I4X5 —6x%% +8x
2X

I4XS —6x7 +8de=j%dx—j%dx+f8 dx

oX
2X 2X

5 4

j‘2x4dx—.[3x3dx+J‘4dx: 2%—3%+4x+c

Ejemplo 4
I 5z°%dx

I523dx = 523_[dx =572°x+c¢
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Esto debido a que se estd integrando X y no se esta integrando Z

Ejemplo 5
I[3q2 - gq +5J dq

2 2 20°
I(qu —§q+5J dg :3jq2dq —gjqdq+5j‘dq :3%—§%+Sq+c

=q3—%q2+5q+c

Ejemplo 6

[y?(y+3/2)dy

2 3 _ 3 3.2 (3 3 5 _y4 3y’
Iy (y+§)dy_j(y +Ey de__[y dy+j5y dy—7+5?+c

1, 1.,
—y'+=-y +c
4y 2y

Ejemplo 7

X

j3*2de=3j2de=3*li2+c

Ejemplo 8

j—dx——_fS dx li+c
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o Integracion con condiciones iniciales. Las condiciones iniciales nos permiten
determinar el valor de la constante C. Es decir entre muchas funciones, nos permite

determinar una unica funcién.

Ejercicios de aprendizaje

Ejemplol

si. f'(X)=5x,y f(1)=4. Determine: f(X)

NOTA: El procedimiento a seguir para este y para cualquier otro ejemplo es el siguiente:
1. Escriba una notacidn para la derivada que permita visualizar las dos variables.

dlf ), o
dx dx

f'(X). También se puede escribir como: esto es.

d
f,(x)zd[f(x)]zdl ay

dx dX _ se utilizara la notacion:. dx

2. La ecuacién dada se llama una Ecuacién Diferencial (porque es una ecuacién que incluye
derivadas).

idy = 5 X
dx

3. Seindependizan las dos variables. Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el dX) y todo
lo que tenga Y = f(X) al lado contrario.

Separando variables queda:

dy = 5xdx
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4. Integrando en ambos lados. No es necesario colocar dos constantes de integracion.

Idy=j5xdx

5. Resolviendo la integral:

5x°
= +C
Y 2

Recuerde que Yes lo mismo que f(x)( y — f (X) )

6. Luego se utiliza la condicién inicial o valor en la frontera para hallar C.
Para este caso la condicién inicial es f (1) = 4. Esta condicién quiere decir:

parax=1, y=4

Se va a la funcidn obteniday se reemplaza tanto x comoy, resulta una ecuacién con una incégnita
que es C, Despejando se tiene:

ParaX =1, Yy =4 Reemplazando x e y en el modelo se tiene:

2
4:5(1)+C:4:5+C:>4—5:C:8_5=C:>3:
2 2 2 2 2

La funcién queda:

y_5x2_|_3
2 2
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Se ha contestado la primera pregunta.

a. Conlafuncién obtenida se pueden encontrar valores de x o de y segun se necesite.

2
f(x)—>y:5)2(+3

2
. (=3
_12)2
2 2 2 2 2
. @
2
(-5 3_20 3 2

2 2 2 2 2

e. ¢Qué valortiene la X cuandoy = 7?

2 2
7:5X+3—>2*7:2*5X+2*3
2 2 2

14 =5x*>+3

14 -3 =5x"

11=5x%> = x* =151

11
X ==+ |==
N\ 5
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Integrales Trigonométricas

Sen x dx = —cosx + C
Cos x dx = Senx + C
= —In|Cos x| +C

Tanx dx

Cscxdx
In|Csc x + Cot x| + C

S d
eexax In|Secx + Tan x| + C

— S —_— —_— — —_———
[

Cot x dx = In|Sen x| + C
Sec? x dx = Tanx + C
—Cscx+C

j Cscx.Cot xdx
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j Secx.Tan x dx

Secx +c

j Csc’x dx

—Cotx + ¢

Integrales Trigonométricas Inversas

arc Sen x dx

1

1—x2

+C

-1
_ 1 _4c
|x|vx2-1

arc Cos x dx

f arc Csc x dx

-1

x2-1

+C

Arc Sec x dx

—

1
_1_4c
|x|vx2-1

arcTan x dx

N —

arc Cot x dx

—

1+x2+C
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Integrales Trigonométricas Hiperbdlicas
jSenhxdx = coshx+C

senhx+ C

fCoshxdx

j Tan h x dx In(cosh x) + C

X
f Csc hx dx tan(sen h h (E)) + C

j Sec hx dx
tan(sen hx) + C

jCothxdx In(senhx) +C

PASOS PARA LA INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Para laintegracién de expresiones trigonométricas, se debe tener en cuenta los siguientes aspectos.

Nota: No necesariamente este es el orden a seguir.
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1. Determine inicialmente si la integral presenta la forma de alguna de las férmulas basicas;
Si es asi efectuamos la integral.

2. Cuando hay una sola expresién trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma
lo que esta dentro de la expresidn trigonométrica, es decir el angulo.

3. Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de
variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas.

4. Lleve las expresiones trigonométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y
del coseno. (Esto a veces funciona).

5. Sies necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas.

Ejercicios de aprendizaje:
Ejemplol:
I 3x° cos x*dx

SOLUCION

u:x3:>du:3x2dx:>duzzdx
3X

Reemplazando en la integral:

I3x2 cos x>dx = j3x2 cosu (1112 = Icos udu = senu +C
3X

3x% cos X3dx = senx® +C
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Ejemplo 2:

X
) X

J‘5en2(3x2 + 2)

SOLUCION

u:3x2+2:>du:6xdx:>;m:dx
X

» Reemplazando en la integral:

J‘ X d:j X *du—ljl%lu

X =
sen’(3x*+2) ’sen’u 6x 67 sen’u
» Utilizando la identidad:
1 2
CSCU=——=0CSC U= 5
senu sen-u

» Laintegral queda:

J‘ X
sen®(3x? +2

dx = 1j%du = 1_"c:sc2 udu :1(—cotu)+C
)" 67senu’ 6 6

I X
sen?(3x2 + 2

)dx = —Elscot(3x2 + 2)+ C
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Ejemplo 3
senx
J' = dx
COS X

Aca el cambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigonométricas, en este caso
por coseno.

du
U=cosX=du=-sendx = ——  =dx

— Senx

Reemplazando en la integral:

Jsenx dX:jsenX*du=—Hdu:—ju‘5du:-lﬁ+czl+c

00S° X wo—senx U ~4 4y

1
5 dx:4+C:sec4x+C
COS’ X 4c0S” X 4

j SENX 1

Ejemplo 4:

J tan(5x — 7)dx

SOLUCION

u=5x—7:>du=5dx:>d5u=dx
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J-tan(5x — 7)dx = _ftan u> O:: = ;I_)'Insec(u) +C

J' tan(5x — 7)dx = J' tanu ™ du

Ejemplo5:

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell?

Resolver:

dx

J‘SGHX—COSX

sen X
SOLUCION
J~ Senx — CosS X dx — J- sSenx COS X J- senx
senx senx senx senx

COSX
J.d _J-SEI’IX

jdx=x

x|

1 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 389.

COS X
Senx
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—adX > U=5%enx > —=C0SX > —— =X

j COS X du du
Senx ax COS X

1du = Inju|+C =In|senx|+C

j»cosx jcosx du :ju

——X =
senx U CcosX

j‘COSX

dx = In|senx| + C
senx

J~senx—c;osxcIX
N — X —+ In\senx\ + C

EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

Halle la primera derivada para cada una de las siguientes funciones.
1. f(x)=9x3—5i2+4KM+x
2. f(x)=(4x-3)-(7-3x?)
3. f(x)=(x-3)°(7-2x)
a. f(x)=(6x>—7x+4)

5. :7x—2
5x+3
4x+2
6. =
y (3—2x)°

75
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9. f

11. h(x)= In(w)

(
10. f(x)=sec(5x—2%*°)
12. g(x)=+/3" —¢*

13. f(x)=senx-Inx

cos3x—1

14, f(x)= "=
(X) \/8—3X

Resolver las siguientes integrales utilizando los métodos vistos:

5x* —6x% +8x% +9x +10
1. I dx
X+2
2. Ixzi/SX +1 dx
3. j 7xsen(x? + 35 Hix

4. J‘tan3 xcot? dx

dx

v

3x+1
J‘S\ X+

3% +2x+3

Definicion:

Es aquella que relaciona, de manera no trivial*¥, a una funcién
desconocida y una o mas derivadas de esta funcion desconocida con
respecto a una o mas variables independientes.
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ECUACION

CARACTERISTICA

Ecuacion Diferencial ordinaria

Cuando la funcion desconocida
depende de una sola variable.

Ecuacion Diferencial Parcial

Cuando la funciéon desconocida dep
de mas de una variable.

*Cuando se hace referencia a la “Manera_no Trivial”, se tiene como propdsito descartar

ecuaciones diferenciales que satisfacen la definicidn, son siempre verdaderas sin importar cual sea

la funcion desconocida (realmente son identidades, por ejemplo:

dy 2 (dy\? dy\?
(E“-“) —(E) ‘z%ﬁ(a)

ECUACION CARACTERISTICA
Sen? <Q> + Cos? (ﬂ) 4 Esta ’ecuacién la satisface cualquier
dx dx funcion que sea derivable en una
variable.
dy Es claro que corresponde al Producto

Notable:
(x—y)2=x%-2xy+y°

Por lo cual la funcién la satisface
cualquier funcién derivable.

dy dy dy dy
b Nl G M TG m b e st ¢

2 3
dx ty

Es claro que corresponde al Producto
Notable:

(x +y)3 =23 + 3x%y + 3xy?
+y3

Por lo cual la funcién la satisface
cualquier funcion derivable

Esta ecuacion la satisface cualquier
funcion que sea derivable en una
variable.

Esta ecuacion la satisface cualquier
funcion que sea derivable en una
variable.

(3 —yHdx+ (x* + y3)dy =10

Esta ecuacion la satisface cualquier
funcion que sea derivable en una
variable.
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DEFINICIONES FUNDAMENTALES

En este aparte, el trabajo se centrara en las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Se entiende por Ecuacion Diferencial Ordinaria aquella que tiene:

y como Variable Dependiente y
x como Variable Independiente

Se expresa en de la forma:
F(x’ v, y(l), y(z), e y(n) =0

Dada para algun entero positivo n . Despejando de esta ecuacion la derivada mas alta, se obtienen
una o mas ecuaciones de orden n de la forma:

y(n) = G(x, y,y(l)’y(z)’ "_,y(n_l)

Lo anterior lo podemos mirar a través de un ejemplo que mostrara claramente lo que se pretende
mostrar:

dy2 dy
— +x(a —X

2=0
dx

Esta ecuacién es equivalente a las Ecuaciones Diferenciales:
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e ECUACION DIFERENCIAL LINEAL:

Es aquella de primer grado en la variable dependiente y sus derivadas, por lo tanto la Ecuacion

lineal (ordinaria) general de orden M (se puede decir que una ecuacién diferencial es lineal si lo es
en todas sus derivadas y también en su Variable dependiente), esta dada por:

d
Poy™ 4 4 Py (1) (52) + Pa0y = 1(®)

Nota: Una ecuacién diferencial que no pueda expresarse de esta forma no es lineal.

Ejemplo 1: dy .
Los términos 3X | — y SII X, no

dx
dzy dy alteran el hecho de que la ecuacion
W —3x (d_> + y sea lineal, ya que, por definicion dicha
) condicion viene determinada
=Ssinx Unicamente por la manera de

relacionarse entre si la wvariable
dependiente y sus derivadas.
Ejemplo 2: Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal
de primer orden.

dy + 4 0
— x —
dx y
Ejemplo 3: Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal
de segundo orden.
d?y N dy 0
—_— x_ —_— —_—
dx? dx 7
ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES
Ejemplo 4: Es no Lineal ya que aparece en uno

de sus términos la variable Y

multiplicada por una de sus
derivadas:
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d?y dy dy
Soo@ey )
a2 “Y\ax) "7 Y \dx
=C0os Xx
Ejemplo 3 Es no Lineal, ya que en ella
dz interviene la funcion S€N Y, la cual
d_x:;’ + sen y = 0 es una funcién no lineal de Yy

OTRAS ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES

d%y dy
1 @4‘5(&)3—4)’:.1’5

2. y(%)—2x=2

3. x+y)dx+(x—-—y)dy=0

dy
4- I = y
dx €
dy _
5 = = CcoSsy

e Orden de una ecuacion Diferencial

El orden de una Ecuacién Diferencial es igual al de la derivada de mas alto
orden que aparece de manera no trivial en la ecuacién, en otras palabras, la
derivada de mas alto orden determina el orden de los factores de la
Ecuacion Diferencial.
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Ejemplos:
ECUACION ORDEN
dy Ecuacion Diferencial de primer orden.
1. ——4xy=0
dx
dzy dy Ecuacion Diferencial de sequndo orden.
2. xy+—-—=—-
dx- dx
d*y 5d3y Ecuacion Diferencial de cuarto orden.
3. 12
dx*  dx3

Grado de una Ecuacion Diferencial

Escriba aqui la ecuacion.

El grado de una Ecuacién Diferencial esta dado por el exponente entero
positivo de la derivada mas alta presente en la ecuacion.

Ejemplos:
ECUACION ORDEN y GRADO
dzy dy 3 Ecuacién Diferencial Ordinaria de segundo
1. P 5 (E) + 4y orden y de primer grado.

=X

dy
(a)2 +3xy=0

Ecuacion Diferencial Ordinaria de primer
orden y de segqundo grado.

Algunas Aplicaciones

Para la Sicologia surge una Ecuacidn Diferencial que representa un modelo de

aprendizaje:
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dy 2p 3 3
FTin ﬁyZ(l —¥)2

Dénde:
» Lavariable y representa el nivel de habilidad del individuo como una funcién del tiempo t

» Las constantes p y n dependen del individuo considerado y de la naturaleza de la tarea
que se esté aprendiendo.

Nota: Esta Ecuacion Diferencial es:

v De primer orden,
v No lineal, y

v No homogénea.

2. Esta ecuacidn diferencial surge en el estudio de circuitos eléctricos que consisten de:
> Uninductor L,
» Corriente q,
» UnresistorR,y
>

Un capacitor C, al cual se aplica una fuerza electromotriz E ;) .

d%q dgq 1
LF-I_RE-'_E(I _E(t)

Nota: Esta Ecuacion Diferencial es de:

v' Seqgundo orden,

v' Lineal con coeficientes constantes, y

v No homogénea.
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3. Otras Ecuaciones Diferenciales

ECUACION CARACTERISTICA
3 2 _ Es de:
+vy“—5y=0
y y y > Orden 3,
> Lineal con coeficientes
constantes,

> Homogénea.

dy Es de:
x( dxz)z +—= = Cos (xy)

> Primer orden,
> No lineal, y

> No homogénea.

&
(2% + 1)( y) + Senx (Z::) + 4y = x Cosx
» Segundo orden,

> Lineal con coeficientes
variables,

> No homogénea.

Nota: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales como se muestra en
los siguientes ejemplos:

ECUACION CARACTERISTICA

u azu Se conoce como la ecuacion de
— =C"— calor y es de:

ot dx?2

> Primer orden en t,
> Segundo orden en X.

azu azu Se conoce como la ecuacion de
+ — Laplace y es de:
dx2  0y?

» Segundo orden en X, y

> Segundo orden eny.
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azu azu azu Se conoce como la ecuacion de

+ - onda y es de:
ax%  dy? at?

Cc

» Segundo orden en X,
> Segundo ordeneny,y

> Segundo orden en L.

Nota 1: Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda
tienen un enorme significado para la Fisica Tedrica y su estudio ha estimulado
el desarrollo de muchas ideas matematicas relevantes.

Nota 2: Las ecuaciones diferenciales parciales aparecen en problemas
relacionados con:

Campos eléctricos,
Dinamica de fluidos,
Difusion, y

YV V V V

Movimiento ondulatorio.

Su teoria es muy diferente de la de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y notablemente mas dificil en casi todas sus facetas.

Ejercicio de Aprendizaje:

El siguiente ejemplo es tomado del libro Ecuaciones diferenciales de Moisés Villena Mufioz,
capitulo I.

4
x
Determinar si la funcion de primer orden Y = f(X) = R es solucion de la ecuacion
dy 2
——xy2=0.
dx y

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co- Medellin - Colombia



http://www.remington.edu.co/

Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal
Ecuaciones Diferenciales

Procedimiento:

x4

1. Se obtiene la derivada de la funcion y = f(x) = 1o’ esto es:
dy 4ax® _ dy 3
—— = ——, Simplificando se tiene: — = —
dx 16 dx 4
dy 1
2. Reemplazando esta derivada en Fr xyz = 0, se tiene que:
d 4
x3 xt\? 0 x3 x2 0 x3 (\/x4) 0
_x— =0 r——x—|=0——x(—)=0-
4 16 4 1 4 V16
162
x3 x2
T X (T) = (), Efectuando el producto indicado, se tiene:
* B 0 0=0
— — E— _——_———_— =
4 4
r x4 ’ 4
Por lo tanto, la funcion Yy = f(x) = 1o S solucion para la Ecuacion

y 1
Dif ial ——xyz =0.
iferencia dx y

Dadas las siguientes Ecuaciones Diferenciales, determine: su orden, si es
Ordinaria o Parcial y si es Lineal o no Lineal:
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EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

*Ecuacion Diferencial Caracteristicas
d%y dy
1. ﬁ - 4 _t 2y = x*
2. Z (a + bcos 2x)y =
0
d*y d°y dy _
3'dx2+6dx2+5d + 2y =
ex
A%y | L9 2
4.dxd+ dx+y =0
dl x=Y
5. (xd ) +xy=0
6-(x +2y)dy = (x —y)dx
207 _ ,0u
7"12 a2 U 6t2
0“u %u J0“u
8'ax2 i ay? i az2
P(x,y 2)

*Taller tomado de C. Ray Wylie, paginas 7 y 8.

PISTAS DE APRENDIZAIJE

Tener en cuenta que: Se entiende por Ecuacion Diferencial Ordinaria aquella que tiene:

e ycomoVariable Dependiente, y
e xcomo Variable Independiente

Tener presente que: El grado de una Ecuacidn Diferencial estd dado por el exponente entero
positivo de la derivada mas alta presente en la ecuacidn.
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Traer a la memoria que: El orden de una Ecuacidn Diferencial es igual al de la derivada de mas
alto orden que aparece de manera no trivial en la ecuacion, en otras palabras, la derivada de
mas alto orden determina el orden de los factores de la Ecuacién Diferencial.

Tener en cuenta que: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales.

Tener presente que: Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda tienen
un enorme significado para la Fisica Tedrica y su estudio ha estimulado el desarrollo de muchas
ideas matematicas relevantes.
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3. UNIDAD 2 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Solucién de
Ecuaciones Diferenciales

tales como

(Ordinarias de Primer Orden] [Lineales con Coeficientes Constantes] [Lineales Simulténeas)

e Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden: Una ecuacion diferencial ordinaria
de primer orden es una ecuacidn diferencial ordinaria donde intervienen derivadas de

primer orden respecto a una variable independiente.

e Ecuaciones Diferenciales lineales con Coeficientes Constantes: La resolucidon de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales se simplifica mucho si las ecuaciones
son de coeficientes constantes. En el caso de una ecuacién de primer orden la bisqueda
de un factor integrante nos lleva en la mayoria de los casos a una ecuacién en derivadas
parciales. Si la ecuacion es de orden superior, a no ser que sea una ecuacién de Euler o
similar, tendremos que proponer una solucién que no viene dada, en general, por
funciones elementales.
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e Ecuaciones Diferenciales Lineales simultaneas: Las ecuaciones diferenciales ordinarias
simultaneas consisten en dos o0 mas ecuaciones con derivadas de dos o mas funciones
desconocidas de una sola variable independiente.

OBJETIVO GENERAL

Solucionar Ecuaciones Diferenciales:

o Ordinarias de Primer Orden.
o Lineales con Coeficientes Constantes.

o Lineales Simultaneas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

¥ Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden.
¥ Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales con Coeficientes Constantes.

M Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales Simulténeas.

En esta prueba se realizard un repaso de la unidad 1, fundamental para el desarrollo de las unidades
2y3.

Defina e ilustre con ejemplos cada uno de los siguientes conceptos:
¢Qué es una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)?

¢Cémo se determina el Grado de una ecuacién Diferencial?

¢Cémo se determina el Orden de una ecuacion Diferencial?

0T o R
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2. Identifique y resuelva las siguiente Ecuacién Diferencial:

x6 dy 1
o y= f(x) = 16 S solucién de la ecuacion i xXy3 = 0

3. Dadas las siguientes Ecuaciones Diferenciales, determine: su orden, si es Ordinaria o Parcial
y si es Lineal o no Lineal:

*Ecuacién Diferencial Caracteristicas
3
oL % = 4 + 2y = x*
10. — + (a + bcos 2x)y =0
4
11, Z+es +sﬂ+2y=
dx
ex
dy 4y 2 _
12. T2 T Xty =

(2
13. —(;;”‘) +xy=0
14. (x+y)dy =(x—ydx

Zn
207w _ 0
— asang_uat3
d0°u  0°u a°u
16. = Z
6 ax3+ay +63 (xy')

*Taller tomado de C. Ray Wylie, paginas 7 y 8.

3.3. Temal: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias De Primer Orden

Definicion:

Una Ecuaciéon Diferencial ordinaria de primer orden, es una ecuacion  donde
intervienen derivadas de primer orden respecto a una variable independiente.
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Se pueden expresar, junto con su condicion inicial, en forma:

a. Explicita:
dy
E - f (x, y)
y(xo) = Yo
b.Implicita:

dy
f (x,y,a)=0, cony(x0)=y0

Ejercicios enunciados tomados de: B, Gonzalez, D, Hernandez y otros; Matematica Aplicada y
Estadistica.

Ejercicio de Aprendizaje 1: Variables Separadas:
Resolver la siguiente Ecuacion Diferencial de Primer Orden

(1 + ex)y dy = e*dXx Hallar la solucion que pasa por (0, 1)

Procedimiento

ECUACION OPERACION
1+eY)ydy = e*dx

Despejando Yy dy se tiene

ex Integrando a ambos lados,
dy = ——dx
y ey 1+ e*
e~ Efectuando la integracion
dy = f —dx
] e 1+e*
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y2 Despejando y se tiene,
—=In(1+e*)+c
5 =In(1+e")
yZ =2 ln(1 + ex) +c Sacando raiz cuadrada a ambos lados
Se obtiene,
V¥ =2In(1+e5)+c |7

b. Para obtener la solucién particular que pasas por el punto (0,1) , se considera la
solucidn positiva de la ecuacion:

y=+2In(1+ e*) +c *

Como esta pasara por el punto (0, 1), se tiene que y(O) =1
Por lo tanto y reemplazando los valores en la anterior ecuacién * se
tiene que:

*y(O)z\/Zln(1+eO)+c =1-

V2In(1+ 1) +c =1-2In(2) + ¢ =

1

Elevando al cuadrado a ambos lados de la ecuacién se tiene:

2
V2In(2)+c =1?> 2In(2Q)+c=1->¢c=1=2In2

Entonces, la solucién particular esta dada por:

y=y2In(l+e’)+c »y=42[In(1+e*)—In2]+1 -
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A
Recuerde que: In4A—InB = In (E) Propiedades de los logaritmos, entonces:

1+e*
y= |[14+2In———

Ejercicio de Aprendizaje 2: Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Resolver la siguiente Ecuacion Diferencial de Primer Orden:

dy x-y _ _
dx — x y Se tiene que. y(l) =1
Solucion:

a. Separando denominadores en la segunda parte de la igualdad se tiene:

— =—-—=ox—==1 - —y Otra forma de escribir la ecuacion
X

b. Realizando cambio de variable se tendria: *x Z = % — Y = XZ, por lo tanto:

dy . dz
dxr 2T %dx

dy
c. Reemplazandoen * — = 1—-= Se tiene:
dx X

- dz 1 dz 1-2
—_— = — Xk — —_— = —_
VA xdx Z xdx Z

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co- Medellin - Colombia



http://www.remington.edu.co/

Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal
Ecuaciones Diferenciales

d. Reuniendo las variables iguales a un mismo lado de la ecuacidn, se tiene:

dz dx
— — Multiplicando el numerador y el denominador del primer

1-2z X
término de la igualdad por —2 se tiene:

1 (-2) dx
- = dZ — —, Integrando a ambos lados de la igualdad se

2 1-2z X
tiene

1
—Eln(l — 2z) = Inx + ¢ - Aplicando la siguiente propiedad de los
logaritmos: Inx% = aln x, se tiene que:

1 1 1
In(1-2z) z=Inx+InC->1In(1-2z) z=InCx > (1—-2z) z=Cx

1
== Cx - o V1 — 2z, Elevando al cuadrado ambos lados de la

—_

2
Ecuacion (1) =(VI—22) > (1-22)=Cx 2> -2z=Cx 2 ~1->z=1-

£
x2

Nota: Aparentemente se pierde el 2 que multiplica o divide a C, pero este pasa a ser parte de la
constante.

y

Pero Z = o Entonces:
y_1_2¢ i Sy =x1-xE simplifi : N
L2 X despejando y: —» y = X; =X, Simplificando: ** y = S
e. Calculando la solucién particular que verifica y(l) =1,
Cc
Reemplazando en ** y = g— 5
1 C 1 C=15C 1 1
= = — — = - = — — -
Y=2717772 2
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X c
f.  La solucion particular buscada, reemplazando en®* y = e estd dada por:
r B ko
= —_——— e — —
Y=2 7 x 7Y T2 2%

Ejercicio de Aprendizaje 3: Ecuaciones Diferenciales Lineales

Resolver la siguiente Ecuacién Diferencial Lineal

d
wl+4y=ﬁ

dx X

Procedimiento

a. Dividiendo por X ambos miembros de la igualdad, se tiene:

x2 4 x3 x dy 4
X X x x dx x

b. Se multiplica la ecuacidn por un factor integrante dado por:

Jzdx . . PR
€’ x , realizando la integral indefinida indicada:

= e4 lnx, aplicando las propiedades de los logaritmos:
In x* : : ; .
e , por propiedades de los logaritmos se obtiene:

=x4
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d 4

x4 * d_i =7 x4 * ;y = x4 * xz — x4 * 1 Efectuando los productos indicados
d

x4 gk d_z + 4x3y = x6 — x4, Que se puede expresar como:

d
i (x4y) = x6 — x4, integrando a ambos lados:

d 4 6 4 4 x7 x5 T 4
fa(x y) = [(x® —xN)dx > x*y = — — 7 + C dividiendo por x* ,se
tiene:

x7 x5
xty - T C ¥ x C

Ejercicio de Aprendizaje 4: Ecuaciones Diferenciales Exactas

Resolver la siguiente Ecuacion Diferencial:
(X3 +xy>)+ (x2y+y3) =0
a. Tomando:
M (x,y) = x3 + xy?
* ) y y 'Y

e N(x,y) =x*y+y3

Se cumple entonces que:

6M( )_6(x3+xy2)_2 _6(x2y+y3)_6N( )
ay Y= ay B B dx ~ax Y
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Como ambas ecuaciones coinciden, se trata entonces de una Ecuacion Exacta, entonces:

x4-

ux,y) = fM(x,y)dx +C(y) = f(x3 + xy?)dx + C(y) = T + >

+C(y)

b. Para calcular C(y):
du , 3 ' 3
a—y(x,y)= +C)=Nxy) =gy +y’ - CO) =y

c. Integrando a ambos lados:

feo- | - EERR

d. Lasolucion general sera:

4 x2y2

Recuerde que: x: + Ty + C(y)yC(y) = % + C
Reemplazando se tiene que:

ulx,y)=C- x; + xzz—yz +y74 = C (C Constante)

Multiplicando por 4:

4*%4+4*x22}’2+4*y74=4*6

Nota: Aparentemente se pierde el 4 que multiplica a C, pero este pasa a ser parte de la
constante.

x*+2x%y  +yt=C-> (x> +y*)2=C (C Constante)
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Ejercicio de Aprendizaje 5: Ejercicio de Aplicacion:

Tomado el enunciado de: B, Gonzalez, D, Hernandez y otros; Matematica Aplicada y Estadistica
Problema: Inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después de 6 horas
su masa disminuyé en un 3%. Si en un instante cualquiera la rapidez de desintegracidon es

proporcional a la cantidad de sustancia presente, determinarla cantidad que queda después de 24
horas.

Procedimiento
Datos del problema:

Sustancia radiactiva = 100miligramos (inicialmente)
C(t) = Cantidad de sustancia radiactiva en el instante t

a. Se sabe que al cabo de 6 horas quedan:

C(6) = (100 — 3)mg = 97 mg : Condiciones iniciales del problema.

b. Larapidez de desintegracion es proporcional a la cantidad de sustancia presente, es

decir:
dac . .
i kC, donde k es la constante de proporcionalidad.

¢. De acuerdo a los planteamientos tedricos, tal ecuacidon admite por solucidn:

C(t) =x A e’“, donde A y k son constantes para determinar su valor.

d. Enelinstanteinicial £ = 0 quedan 97 miligramos de la sustancia, reemplazando en

C(t) =«A ekt , se tiene:

C(0) =+ A e*? > €(0) = Ae® = 100 - A=100
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e. Enelinstanteinicial £ = 6 y se cuenta con 100 miligramos de la sustancia,

reemplazando en C(t) =+ A ekt ) setiene:

97
C(6) =+ 100e%* = 97 — % = = Tog » S3cando Ln a ambos lados

de la ecuacidn, se tiene:

Ine® = In— - 6k Ine = ln— Pero lne=1,
100 100

97
E =In—>k=-
ntonces: 6K = 100 k==-xIn 100

f. La cantidad de sustancia radiactiva en el instante £, estd dada por la ecuacion:

97

1
C(t) = 100es™

g. Lacantidad remanente, transcurridas 24 horas seria:

24 97

C(24) = 100e6 ™00 = 100e 212 = 88.5 myg

PISTA DE APRENDIZAJE

Recuerde que: Una Ecuacién Diferencial ordinaria de primer orden, se puede expresar de dos
formas:
c. Explicita:

dy

— x,

2= ®Y)

y(Xo) = Yo
d.lmplicita:

dy
f (x'J’»E) =0, con y(xo) = Yo
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e Forma General: Una Ecuacién Diferencial Homogénea de Orden Superior se
presenta de la siguiente forma:

()Y + ap 1 ()Y + o+ a0y + a;(X)y + ag(X)y
= f(x)

Nota 1: Si f(x) = 0 Ecuacion Diferencial Homogénea.
Nota 2: Si f(x) # 0 Ecuacién Diferencial No Homogénea

e Solucion general: Esta ecuacién Diferencial tiene como solucién general la funcién:

W= @i

Por lo tanto la Ecuacion Auxiliar estd dada por:

a,m"+a, m*1+..+am?+am+a,

® 0Otra Forma General de presentacion de una Ecuacién Diferencial Homogénea de Orden
Superior:
7 !/ -
ay’' + by +cy = f(x)

Cumple con las mismas condiciones dadas por:

a.

Nota 1: Si f(x) = 0 Ecuacion Diferencial Homogénea.
Nota 2: Si f(x) # 0 Ecuacion Diferencial No Homogénea
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b. Para ser combinada en una solucién completa tiene como solucién general la funcién:

y = e™X

En esta, 11 es una constante por determinar, todas las derivadas de esta funcién son
semejantes, salvo en el coeficiente numérico.

Paraquey = e"”‘ sea una solucidn se debe verificar que:
e™ (am?*+bm+c)=0
mx . . .
Pero € nunca sera cero, por lo tanto se tiene que cumplir que:

am? + bm + ¢ = 0 *x

Xk am2+bm+c=0 Es una Sus raices determinan las Unicas

., . . soluciones posibles de Ila supuesta
ecuacion algebraica conocida como

. . .. - : emx
Ecuacion Caracteristica o Auxiliar. orma .

Nota: En la préactica no se obtiene sustituyendo Y = e™ en la ecuacion

diferencial dada y luego simplificando, sino sustituyendo, en la

ecuacion dada:
> y'" porm
>y porm
> yporl1l

2

Como es una funcién Cuadratica, sera satisfecha por dos valores de M , por lo tanto

Se tendrian las raices M1 4, M2, con sus respectivas soluciones:

— mqiXxX I mox
yi=e™ y yz=e"
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Ejercicio de Aprendizaje 1:

Encuentre la solucién completa para la ecuacion diferencial:

y'—4y' -5y=0
Procedimiento

a. Laecuacién Caracteristica o Auxiliar seria:

m>—4m-5=0
b. Factorizando:

(m-5)(m+1)=0

c. lgualando cada factora 0:
(m-5)=0-m=5
(m+1)=0-m=-1

Por lo tanto sus raices serian:

m; =5 y m, = —1

d. Como los valores de M son diferentes, una soluciéon completa seria:

y= cie°* + ce*
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Ejercicio de Aprendizaje 2:

Encuentre la solucién completa para la ecuacidn diferencial:

y'+4y +4y=20
Procedimiento

a. Laecuacion Caracteristica o Auxiliar seria:

m>*+4m+4=0

b. Factorizando:
(m+2)(m+2)=0

c. lgualando cada factora 0:
(m+2)=0-m=-2
(m+2)=0->m= -2
Por lo tanto sus raices serian:
my; = -2 y m, = —2

d. Como los valores de M son iguales, una solucién completa de la
ecuacién dada:
y= cie” % + ce™%*

Después de3 analizar la teoria al respecto y los ejercicios anteriores, se puede determinar el
siguiente esquema:
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ECUACION DIFERENCIAL:
ay”" + by +cy=0

ECUACION CARACTERISTICA:
am?+bm+c=0

Naturaleza de las raices de la Ecuacion
Caracteristica

Condicion de los
coeficientes de la Ecuacion

Caracteristica

Solucion completa de |Ia

Ecuacion Diferencial

m; =p+iq
m; =p—iq

Reales y Desiguales b%* —4ac >0 Y= et 4 cpem
mq +Fm,
Reales e Iguales b2 —4ac=0 y = €™+ cpe™
m; =m;
**Complejas Conjugadas bZ —4ac<0 y = eP*(Acos qx + Bsen qx)

Tomado de C. RAY WYLIE. Pagina 56

**Complejas Conjugadas: En este médulo solo se hara la referencia de este tema y no se

profundizara en el mismo.

siguiente forma:

PISTAS DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria : una Ecuacién Diferencial Homogénea de Orden Superior se presenta de la

ap()Y" + a1 ()Y + -+ a3 (0)y" + a1 ()Y + ap(x)y = f(x)

Tener en cuenta : Si f(x) = 0 es una Ecuaciéon Diferencial Homogénea.

Tener presente que: Si  f(x) # 0 es una Ecuacién Diferencial No Homogénea
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e Traer a la memoria: Este tipo de ecuaciones tienen como solucidn general la funcion:
y — emx
e Tener en cuenta:la Ecuacidon Auxiliar, para solucionar este tipo de ecuaciones

diferenciales, esta dada por:

am"*+a, m*" 1+ +am?+am+a,

e Generalidades

En muchos problemas de matematicas existen varias variables dependientes y no solo una, cada
una de ellas en funcién de una sola variable independiente, por lo tanto, el planteamiento de este
tipo de problemas conduce a un sistema de Ecuaciones Diferenciales Simultaneas, que se forma
por un numero de Ecuaciones igual al nUmero de variables dependientes que existan.

Un ejemplo ilustrativo de este tipo de ecuaciones estd dado en la ILeyes de Newton:

d®xy _ ot
m o — = F1(x1,%2 %3,1, X3, X3, X3)

dle ! !/ !/
m x — = Fa(X1,% X3, 1, X3, X3, X3)
dle ! !/ !/
mx*x ——— = F3(x1 X, x3,t,X1,X5,X3)
3 1,42 A3, H A1, A2, A3

dt?
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Ddénde:
CONCEPTO EQUIVALENCIA
m Masa de la particula.

Coordenadas espaciales.

(X1, X7, X3)
Componentes de la fuerza actuante sobre la

(Fq,F3, F3) P .
particula en dicha posicién (pueden ser en
funcién de: La posicion, La velocidad y del
Tiempo.

e Conceptualizacion tedrica de los Sistemas Lineales de
Ecuaciones de Primer Orden

Tomando un sistema de M Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden, como se da a
continuacion:

x7 =P11(®) *x1 + P12(t) *x2 + -+ P1p(®) * x5 + q1 (1)

Xy =P21(t) * x1 + P (t) * x5 + -+ P21 (B) * x, + q2(1)

Xn = Pn1(®) * X1 + Ppa(t) *x X3 + - + Pppn(t) * X, + (1)
Utilizando un Sistema Matricial, quedaria:

x =P (t) *x+ q(t)
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Dénde:

X1
X2
o X = :
xn

O La Derivada:
X1
/
r_ Xy

!

Xn

P11(t) P12() ... P1a(®)
o P(t) = p21.(t) pzz.(t) pz,?(t)

Pii® Pus® .. Dunl®

q+(t)
o q= QZ:(t)

qn(t)
Nota: Esta notacion permite:
» Simplificar la escritura.

> Enfatizar el paralelismo entre los sistemas y las ecuaciones Diferenciales Lineales de
Primer Orden.
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e Solucion del Sistema:

Se dice que un vector X con componentes X = {@, t}, es solucion para el sistema si sus
componentes satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

En forma general:
Suponga que P Y { son continuos en un intervalo (& <t< ﬁ.

a. Se estudia la ecuacion Homogénea dada por:

x' = P(t) * x (Ecuacién 1)

Nota: Una vez esta ecuacidn esté resuelta se resuelve la ecuacién No Homogénea.

b. Sea:
X1 (1)
Xoi(t

b. Sean x; = 2],( ) Soluciones especificas de la ecuacion
_xnj(t)_

Homogénea, entonces:

Si X1y X2 son soluciones del sistema 1 (ecuacidén 1), entonces:

C, * x1 + C5 * x5, también serian solucién, donde:

C, y C, Son Constantes Arbitrarias.

Este es el principio de SUPERPOSICION que se comprueba nada mas que diferenciando la solucién
propuesta y se sustituye en 1 (ecuaciéon 1).
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Conclusiones

> Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe cuestionar entonces
acerca del numero minimo de soluciones independientes que generan todas y cada una de
las soluciones del sistema.

» Se puede afirmar que existirdan 10 soluciones:

Sean X1, X2, ..., Xy, considerando la matriz formada por estos vectores columna —
cada columna es uno de estos vectores -

x11(8)  x12(8) .. x1,(0)
X(t) = x21.(t) ng(t) xZn.(t)

X1 () Xnz(®) .. Xnn(D)

e Estas soluciones seran Linealmente Independientes en cada punto € del intervalo:

a < t < f Siy sélo si el determinante es diferente de CERO en ese
punto. Al Determinante de X se le lama Wronskiano de las 7 soluciones.

Ejemplo: Dada la derivada:

11 , . .
X = 4 1 Encontrar las raices, los vectores vinculados y las respectivas

soluciones.

Procedimiento

a. Se supone que: X = e”.a

b. Se obtiene: L]l: 1 -[Z;] =T [Z;]
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c. Realizando las operaciones indicadas (recuerde operaciones entre matrices), se obtendria:

[1—r 1 —0

4 1—7r
d. Solucionando la matriz, se tiene:
1-MN+*A1-1r)—-1%4=0-1-2r+1r*—-4=0

v' Reduciendo términos semejantes y ordenando el polinomio:

r?—2r—-3=0,
v Factorizando, (r —3)(r+1) =0

v' Igualando cada factor a cero:
r—3=0->r=3

r+1=0-r=-1

v Las Raices seran: 1 = 3 y r, =-1

e. De acuerdo a lo anterior los vectores asociados son:

o r1=3—>—2a11+a21=0—>a1=[;]

o 1"2=—1—>2a12+a22=0—)a1=[_12]

f. Las soluciones son:

X = [;] e3t y X, = [;] et
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g. El Wronskiano es: W (xq,x5) = [; _12]. e?t

h. Solucionando el determinante:
W(xqy,x2) = [(1) * (-2) — (1) * (2)].€* >

W(xy, xz) = —4e*

i. como—4e?t # 0 — la solucién general esté dada por:

_ 3¢ [1 ¢+ [1
x=0Cq.e .[]+C.e [ ]
1 2 2 )
Que también se puede escribir de la forma:

x;=C1.e3 +Cy.e7t y X, =2.C;.e3* —2.Cy. et

Ejercicio de aprendizaje

El siguiente ejercicio, tomado de J. Albizuri, J.J. Anza, C. Bastero y M. Martinez: Sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Lineales, se realizara como un complemento de lo visto anteriormente,
pero no se profundizara en el tema, es una ilustracién de lo que es un sistema No Homogéneo.

e Seaelsistema x' = P(t).x+ Q(¢t),
« Resuelto el sistema homogéneo: X' = P(t).x, y

e Tomando y(t) como la matriz fundamental de las soluciones

Se manejaran varios casos:

A. Si P(t) = A, Matriz Constante Diagonizable
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a. Sellamard T a la matriz de los vectores propios de A realizando el
cambio de variable, se tiene: X = T.y

b. Resulta, entonces: I . y’ = A.T. y + Q(t) ,pero T es No Singular.

Actividad: Consultar que significa el término No Singular, en matematicas.

entonces: Y = T L A.T.y + T"1.Q(t), pero:
T-1.A.T = D , (Matriz Diagonal de los Valores Propios)
Porlotanto, ¥ = D.y + T~1. Q(t) y sus componentes:
y1 = T1.Y1 + h1(t) (No hay suma en indices repetidos)
¢ lueg: yp=¢e"t. [e ™. hy(t).dt+Cq.e™

d. Deshaciendo el cambio de variable: X = T. y

B. Variacion de los Parametros

a. Conocidax = y(t).u

Nota: U Debe ser determinada de modo que el vector X sea solucion del
sistema.

sea X' = P(t).x + Q(t),

b. Sustituyendo, se tiene:

Y').u+y@).u =P(t).y(t).u+ Q(t)
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Pero:

Y'(t) = P(t).y(t) yaque las columnas de j son solucién de la homogénea, luego:

u=[Ir@. ewlar+c

C. Lasolucién general sera:

x = ¥(0). j (). Q@)]de +¥(®) .C

Ejercicios de Entrenamiento

1. Determine el tipo de ecuacidn diferencial y encuentre una solucién completa para cada una
de las siguientes Ecuaciones Diferenciales dadas a continuacién:
a. y'+y -2y=0

b. y-3y=0

c. 10y"+6y ' +y=0

d. y"+5y'+4y=0

e. y'+5y'=0

f. y'+10y'+26y=0

2. Encuentre la solucién particular de cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes de
forma que satisfagan las condiciones dadas:

a. y'+3y —4y=0- y=4, y =-2, cuandox =10
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!

b. y-4y=0- y=1, y'=-1, cuandox =0

3. Resuelva los siguientes problemas de aplicacion:

Enunciados tomados de Benito J. Gonzalez Rodriguez y otros. Ecuaciones Diferenciales de
primer orden: Problemas resueltos.

a. Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la Ley de Newton. Una
pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20°C, se deja caer en un recipiente
con agua hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra tardara en alcanzar los 90°C, si se
sabe que su temperatura aumenté 2°C. ¢ Cuanto tardara la barra en alcanzar los 98°C ?

Nota: Dados los siguientes elementos, solucionar el problema determinado:

La Ecuacidn Diferencial que modeliza dicho fendmeno esta dada por:

T'(t) = K[T(t) — T,] Y su solucién general estd dada por:

T(t) =T, + CeXt

T, = Temperatura Ambiente

b. Un tanque esta lleno de 100litros de agua en los que se han disuelto 20 kilogramos de sal.
Otra mezcla que contiene 1 kilogramo de sal por litro es bombeada al tanque a razén de 7
litros por minuto. La solucidon mezclada es bombeada hacia el exterior a razén de 8 litros
por minuto. Determinar la funcidn que da la cantidad de sal en cada instante. ¢Se vaciara
totalmente el tanque?

c. La rapidez con que cierto medicamento se disemina en el flujo sanguineo se rige por la
ecuacion diferencial:

2 =A-BX, X(0)=0
pénde A y B son constantes positivas. Lafuncion X (t) describe la

concentracion del medicamento en el flujo sanguineo en un instante cualquiera €

Encontrar el valor limite de X cuando t — oo. ¢Cuanto tarda la concentracion en
alcanzar la mitad de este valor limite?
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4. Encuentre un sistema de Ecuaciones diferenciales que tenga como solucion:

2t
’

X

ciet + cye’t,y

y = c,et + 3c,e?t

5. Encuentre un sistema de Ecuaciones diferenciales que tenga como solucién:

e x=ciet+ cet +cze?t,y

e y=cjet—cyet +3c,e%t + 2c5e?t

PISTAS DE APRENDIZAIJE

Tener en cuenta que: Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe
cuestionar entonces acerca del nimero minimo de soluciones independientes que generan todas
y cada una de las soluciones del sistema.

Tener presente que: Se puede afirmar que existiran M soluciones:

Sean X1, X2, ..., Xp, considerando la matriz formada por estos vectores
columna - cada columna es uno de estos vectores -

x11(8) x12(8) .. x1,(0)
X(t) = x21.(t) xzz.(t) xZn.(t)

X1 () Xnz(®) .. Xnn(D)

Traer a la memoria que: Estas soluciones seran Linealmente Independientes en cada punto €
del intervalo: @ < t < B Si y sélo si el determinante es diferente de CERO en ese

punto. Al Determinante de X se le llama Wronskiano de las 7 soluciones.
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4. UNIDAD 3 APLICACIONES DE LA ECUACIONES DIFERENCIALES

e http://youtu.be/2nWSW3SA-no
e http://youtu.be/hqViD9nmD-s

((EcuAcIONES DIFERENCIALES )

Solucién y aplicaciones

tales como

’ Operadores

Operadores Transformada de Laplace

Ecuacién de Continuidad
Inversos

ecuacion Diferencial de
Bernoulli

Aplicaciones a la
Fisica

Vaciado de tanques

y sus

Crecimientos
Poblacionales

Ley de Enfriamiento de
Newton

Ley de Absorcion de
Lambert

propiedades

Ecuacién Diferencial de Problemas de
Euler Cauchy Dilucion

e Ecuacion de Continuidad: En fisica, una ecuaciéon de continuidad expresa una ley de
conservacién de forma matematica, ya sea de forma integral como de forma diferencial.

e Ley de Enfriamiento: Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su medio
ambiente no es demasiado grande, el calor transferido en la unidad de tiempo hacia el
cuerpo o desde el cuerpo por conduccidn, conveccién y radiacion es aproximadamente
proporcional a la diferencia

e Ley de Absorcidn: En dptica, la ley de Beer-Lambert, también conocida como ley de
Beer o ley de Beer-Lambert-Bouguer es una relacién empirica que relaciona
la absorcidn de luz con las propiedades del material atravesado.

e Crecimiento Poblacional o crecimiento demografico: es el cambio en la poblacién en un
cierto plazo, y puede ser cuantificado como el cambio en el nimero de individuos en una
poblacién por unidad de tiempo para su medicidn. El término crecimiento demografico
puede referirse técnicamente a cualquier especie, pero refiere casi siempre a seres
humanos, y es de uso frecuentemente informal para el término demografico mas especifico
tarifa del crecimiento poblacional, y es de uso frecuente referirse especificamente al
crecimiento de la poblacién del mundo.
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OBJETIVO GENERAL

Resolver Ecuaciones Diferenciales en sus diferentes aplicaciones.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

M Aplicar las ecuaciones Diferenciales en la solucion de problemas con diferentes
aplicaciones.

M Aplicar la Transformada de Laplace en la solucién de problemas.

De acuerdo a los razonamientos de la unidad anterior resuelva cada una de las siguientes Ecuaciones
Diferenciales, justificando cada uno de los procesos realizados, en caso de no encontrarles la solucién,
justifique la respuesta:

a. 3y"+2y'+y=0

b. 2y" -y -2y=0

c. y'+10y'=0

d. y+11y' + 10y =0
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« ECUACION DE CONTINUIDAD

En fisica, una ecuacién de continuidad expresa una ley de conservacidn de forma matematica, ya sea de

forma integral como de forma diferencial; con esta ecuacidn se construyen modelos en diferentes areas
del conocimiento que dependen del tiempo dando como resultado una o varias Ecuaciones Diferenciales.

La ecuacidn de continuidad determina que la Tasa de Acumulacién de una variable X en un tanque, en su

forma mas sencilla (pude ser una ciudad, un érgano humano, un banco, entre otros) es igual a la tasa de
entrada menos la tasa de salida (estas pueden ser constantes o variables), resumiendo, se tendria:

T,=t,— L, dénde:

T,:Tasa de acumulacion
t,: tasade entrada
ts: tasade salida

Ahora, asumiendo que la Tasa de Acumulacién de una variable es X y que la tasa de entrada en funcion

del tiempo es E () y la tasa de salida es § () , la tasa de acumulacién estd dada por la siguiente

ecuacion:

dx
E= E(t)—S(t)

Ejemplo: El siguiente ejemplo es tomado del libro Ecuaciones diferenciales con aplicaciones en Maple
de Jaime Escobar A. (Profesor titular de la Universidad de Antioquia).

La concentracidn de glucosa en la sangre aumenta por ingesta de comidas ricas en azucares, si se
suministra glucosa a una razén constante R (en mg/min). Al mismo tiempo, la glucosa se transforma y
se elimina a una tasa proporcional a la concentracidon presente de Glucosa. Si C(t)representa la
concentracion de glucosa en un instante t, entonces E(t) =R vy S(t) = kC(t) , la ecuacién
Diferencial que rige este fendmeno, dada por la ecuacién de continuidad, es:
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dc(t)

T =E®)— S =R-kC(®

« ECUACION DIFERENCIAL DE BERNOULLI

La ecuacidn diferencial de Bernouilli es una Ecuacién diferencial ordinaria de Primer Orden,
formulada por Jacob Bernoulli. Esta ecuacion fue transformada, por Gottfried Leibniz en 1693 y

por Johann Bernoulli en 1697, en una ecuacion diferencial lineal de primer orden, mediante la
1-n _ ,,1
=P

ustitucion, ,qu iz :
sustitucion e se caracteriza por adoptar la forma

dy i _ o
PR Xy=Q0x)y

Donde P (x) y Q (x), son Eunciones Continuas en un intervalo abierto:

(a, b)contenido en Re y & es un numero real cualquiera.

> Soluciéon General para la ecuacion de Bernoulli:

a. Omitiendo los casos particulares & = 0 Yy a = 1 Y dada

y , P(x)

la ecuacion F + Y1) = Q(X) Ecuacion 1 setiene

que:

Al definir Z(x) = o su equivalente « Z = y1~% | se obtienen las

_1
y(a_l)
siguientes igualdades:

Z’(x) — _0;__0[1},' - Z’(x) = — (;—;) * (a — 1) , despejando (;—;) '

se obtiene:
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(x) , por lo tanto la ecuacién 1 se puede escribir como:
Z’Zx)+(Q1-a)«P(x)*Z(x) = (1 —a) »Q(x)
Solucionando esta ecuacion como una Ecuacidon Diferencial Lineal, se obtiene

(1-a)f Q(x)e(1-® [ PWdxgyy ¢
e(1-a) [ P(x)dx

Z(x) = , C € R, Constante

b. Como: *xZ = yl‘“ , entonces,

e(l—a)fP(x)dx
(1-a) [ Qx)e-[PWdxdx + C
a1 e—(@-1) [ P(x)dx
A -a) [Qx)et-®fP@dxdx 4 ¢

y(a_l) =

- y(x)

¢. Lasfunciones que satisfacen la Ecuacién Diferencial se pueden calcular utilizando la ecuacion:

e—fP(x)dx

y(x) =

H\/(l — ) [ Q(x)et =0T POdxdx + €

conC € Re y el factor integrante se puede definir en el intervalo: 0<x<o

» Casos Particulares de la Ecuacidon de Bernoulli

Se dan dos casos particulares:

> Cuando = 0
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La ecuacion se reduce a una Ecuacion Diferencial Lineal cuya solucién esta
dada por:

y(x)= e~ [ P@dx([ g(x) e/ P@dxdx 4 ¢

> Cuandoa = 1

Se tiene una Ecuacién diferencial Lineal (Ecuacion con Variables Separables) cuya solucion est3

dada por:

Iny(x) = j[Q(x) —P(x)]dx+C

Ejercicio de Aprendizaje

Resolver la siguiente Ecuacién Diferencial:

xy' +y = x*y3 Ecuaciéon 1

a. Se realiza el cambio de variable, se hace £ = y—Z y se reemplaza en la
Ecuacion 1:
, 1 ; 1 »
y°=—--2yy =——2z Ecuacion?2
VA VA
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2y
b. Multiplicando la ecuacién 1 por: 7 se tiene:

2y
(xy’ + y) * — B = (x y3) * — , realizando las operaciones indicadas:

2xyy' 2 2yxty?
yy 4+ Yy _2YX Yy Simplificando,
X x x

P 2 3./4 : 2
2yy +;y = 2x°y* Ecuacion 3

c. Sustituyendo la ecuacion 2 en la ecuacion3:

2 2,1 22 7 2 _ 2 tiolicando | y I
= —— , multiplicando la ecuacién por
z2  x z z2 72 xz z2 '’ P P !

_ z' 2 2x3 _ o
Se tiene: | —— + — | * = |—3 ) *&", realizando el producto indicado y
z XZ z

simplificando, se tiene:

’ 2z

= —2x3 Que es Ecuacién Diferencial Lineal

d. Para resolver la Ecuacion Diferencial anterior, se calcula, primero, el
Factor Integrante tipico de la Ecuacién de Bernoulli:

2 1
el POdx — ef 24X — g—2Inx _ =
X
€. Resolviendo la ecuacion:

(&) =223 52 = —2x w— i=f—2xdx=—2fxdx=—2f+c =
x2 x2 x2 2 1

—x% +
¢
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f. Deshaciendo el cambio de variable, se tiene:

—=-—x*+C; > z=Cyx*—x*

x2

: : - o
g. Teniendo en cuenta que el cambio que se realiz6 fue: Z = Y " entonces:

1 +1
=C xz — x4 , despejando Y(X) se obtendria: X) = —

e Operador Diferencial

Un Operador Diferencial es un operador lineal definido como una funcidn del operador de diferenciacion.
Ayuda, como una cuestion de notacion, considerar a la diferenciacién como una operacidn abstracta, que
acepta una funcidn y regresa otra.

Se puede dar con una variable o varias variables, acontinuacion se analizaran cada uno de estos casos:

e Operador con una Variable

Realizar la derivada en si misma es el uso mas comun del operador, su notacién estd dada por:

NOTACION CARACTERISTICA
d

dx

Se utilizan cuando se quiere hacer explicita una variable respecto a la
cual se toman las derivadas ordinarias.

D,
D Sélo se utiliza cuando esta clara la variable respecto a la
cual se deriva (sin necesidad de explicitarla).
amn Para las derivadas de Orden Superior (Enésimas).
n pn
dxn ) X’
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% Operadores Lineales Ordinarios

La utilizacion de la notacion Dk para la derivada k — ésima se debe al matematico Oliver

Heasivide, quién consideraba los Operadores Diferenciales Lineales de la forma:

e {£:C1(Q) - C°(Q),conQ c R}

. {2: (N = T au(X)D*f(x), con x € R,)

Donde:

ay(x): Funciones definidas sobree | dominio ) .
€' (): Funciones diferenciales con continuidad en el dominio ).

C°: Funciones continuas en el mismo dominio.

Nota: En el estudio de las Ecuaciones Diferenciales:

e La derivada simple es, como se ha dicho, un operador diferencial lineal
sobre el conjunto de funciones reales de variable real.

e Una ecuacion diferencial ordinaria se puede expresar mediante un
operador lineal en la forma ¢, = f, donde y es la funcién incégnita.

PROPIEDADES DE LOS OPERADORES DIFERENCIALES

v'  La Diferenciacién es Lineal, esto es:

D(f+g)=(Df)+(Dg), D(af)=a(Df)

f vy g son funciones y a es una constante
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Cualquier polinomio en D con funciones como coeficientes, es también un Operador Diferencial.

También se pueden componer operadores diferenciales con la siguiente regla:

D, 0 D,(f) = D1(D2(f))

Nota: Esta propiedad dota al conjunto de los operadores lineales, sobre un cierto espacio de

funciones reales, de estructura de espacio vectorial sobre R, y de mddulo izquierdo sobre el

mismo conjunto de funciones. Eso ultimo implica a su vez que el conjunto de operadores

constituyen un algebra asociativa.

OPERADORES INVERSOS

Dado un operador diferencial lineal sobre un espacio de funciones reales de una sola variable real

con condiciones de contorno _ homogénea, en el que todas las funciones que intervienen son

continuas, existe un operador inverso que es un operador integral, este estd dado por la funcién
de Green. En forma explicita una Ecuacién Diferencial de orden n sin constante, esta dada por:

+ 2y} = f(x), donde y(x)eD
* D={zeC'(R)| joay D/(2) = bi} donde i€{0,...,n}

Cuando se da de esta forma existe un operador integral k que estd dado por la siguiente funcién:

Para lo cual se cumple que: k0 {z} = R o0k {z} = z(x), Vze D
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e Caso con Varias Variables

De igual forma, al caso de una variable, cuando se consideran derivadas respecto a variables

diferentes, las Derivadas Parciales, pueden escribirse de la siguiente forma:

i:ax:a —an :an n
o, i ir 0xi1..0%n Xi1.x;5, =91 _in

Un operador lineal en derivadas parciales de orden n tiene la siguiente forma:
n
_ k
L= Z i1k ()03 ()
k=0

Nota: Uno de los operadores diferenciales mas frecuentes es el operador laplaciano, que se expresa

en coordenadas cartesianas de la siguiente forma:

Se tomd como referencia para estas aplicaciones: Ecuacion de cauchy-euler, por WikiMatematica.org

e Ecuacion Diferencial Euler - Cauchy

La misma facilidad relativa, con la que fue posible encontrar soluciones explicitas de ecuaciones
diferenciales lineales de orden superior con coeficientes constantes o en general, no se consigue
con las ecuaciones lineales con coeficientes variables. Cuando una Ecuacion Diferencial tiene
coeficientes variables, lo que se puede esperar es encontrar una solucidn en la forma de una serie
infinita, pero en este caso no se realizard de esta forma ya que la Ecuacion Diferencial que se
resolverd tiene coeficientes variables cuya solucién puede expresarse en términos de potencia de

x, sen, cos y funciones logaritmicas.
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Nota: El método de solucidn es bastante similar al de las ecuaciones con coeficientes constantes.

La Ecuacion Diferencial de Euler - Cauchy, esta determinada en una ecuacién
lineal de la forma:

dm dn—l y

dy
Tan T - X" 1d"1+ ‘+ax—+agy = g(x)

a,x"
n dx

Dénde los coeficientes @y, @y _q Ag, Qg son constantes, la caracteristica de este

tipo de ecuacion es que el grado: kn,n—l,...,l,O de los coeficientes XK coincide con el
dky
orden M de diferenciacion —— dak

> Solucion Ecuacion Diferencial Euler - Cauchy

La solucién de ecuaciones de orden superior se obtiene de la misma forma; asimismo la Ecuacion

no Homogénea axzy” + bxy’ + cy = Q(X)

Se resuelve mediante una variacién de parametros, una vez determinada la funcién

complementaria Y ¢«
Se prueba una solucién delaforma Y = X", donde T es un valor a calcular

Cuando se sustituye € en una ecuacion lineal con coeficientes constantes, en forma analoga
sucedera cuando se sustituye X cada término de una ecuacién se convierte en un polinomio en

M multiplicado por xm,

Ya que:

d*y
akxkﬁ=akx"*m*(m—1)*(m—2)*...*(m—k+1)

=agm+(m—-1)x(m—-2)*..x(m—k+ 1)x™
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Al sustituir y = X", sedauna solucién para la Ecuacién Diferencial, siempre que 1 sea

una solucion de la ecuacion auxiliar.

Se deben considerar 3 casos diferentes en la solucion de la ecuacidn cuadratica que se presenta:
e Silas raices son Reales y diferentes.
e Silas raices son Reales e iguales.

e Si las raices son Complejas (las raices aparecen como un par
conjugado).

Se analizaran cada uno de los casos, a partir de un ejemplo determinado:

e Caso 1: Si las raices son Reales y diferentes.

Sean M4 Y M raices de la ecuacién dadacon My F My entonces,

y1 =x™ y vy, = x™2 Forman un conjunto fundamental de soluciones.

Ejemplo de Aprendizaje

d? d
Resuelva la siguiente Ecuacién Diferencial: x2 —Z + 2x 2 4-y =0
dx dx

a. Se diferenciara dos veces, se obtiene:

d? dy
d_x}zl = m(m — Dx™ *ax = mx™~1
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b. Se sustituye en la Ecuacién Diferencial:

2
2°3 dy 2 ) 1
x"dx? + ZxE— 4y = x*m(m — 1)x™“ - 2axmx™ " —4xm =0
=

c. Algebraicamente se tiene:

xm(m?*-3m—-4)=0

d. Factorizando:

m?>—-3m—-4=(m+1)(m—-4)=0
e. Igualando cada factor a cero:

m+1=0>m= -1

m—-—-4=0>m=4

f. De acuerdo con las raices, la solucion esta dada por:

y=Cix 1+ Cyox?

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co- Medellin - Colombia



http://www.remington.edu.co/

Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal
Ecuaciones Diferenciales

e Caso 2: Si las raices son Reales e iguales.

Cuando m; = m,, se obtiene una sola solucién y = x™

Por lo tanto el discriminante de los coeficientes es cero y de la férmula cuadrética se deduce

que las raices deben ser:

_—(b-a

m 2a

Nota: se puede escribir una segunda solucién Y2 pero antes debe escribir la ecuacién de

cauchy en la forma estandar, esto es:

% Realizando las identificaciones, se tiene que:

0= ] (& e o

< Por lo tanto:

b b—a
Y2 = x™ fx aX a« dXx, realizando las operaciones indicadas:
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= xM1 s — My “bib-a e
Y2 =X fx a adx=y,=x fx a dx, simplificando:

—a _ dx
Yy, =x™ [xadx =y, =x™ [x 1dx=>y2=x"‘1f7=>

y, =x™ Inx

< La solucién general esta dada por:

y=0C1x™ 4+ C,x™ Inx

® TRANSFORMADA DE LAPLACE

La transformada de Laplace de una funcién f(t) definida (en ecuaciones diferenciales, o en
analisis matematico o en analisis funcional) para todos los numeros positivos £ = 0 , esla
funcién F(S), definida por:

+00

F(s) = 8 (D)} = f e~Stf(0)dt

0

Nota: Se da siempre y cuando la integral esté definida.

Cuando f(t), no es una funcién sino una distribucién con una singularidad en cero (0), esta

dada por:

F(s) =2{f (0} =lim j +ooe'“f (£)dt
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Notal: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se
refiere a la version unilateral.

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se

define:Fp(s) = &{f (D)} = [ e Stf(t)dt

Nota 3: La transformada de Laplace F(S), existe para todos los niumeros

reales § > A , donde @ es una constante que depende del

comportamiento de crecimiento de f(t),

L Es llamado el operador de la transformada de Laplace.

% Propiedades

a. Linealidad:

Llaf() + bg(t)} = al{f (1)} + bL{g(t)}

b. Derivacion:

L (0} = s&{f ()} — f(0)
&{f" ()} = s*2{f (1)} — £(0) — f'(0)

En general (para la derivacion):

2{f™ (B} = s"L{F (D) - s"f(0) — - - f™D(0)

M) = s"LF@) - ) i)
i=1
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c. Integracion

of [ r@ar| = o0
.

d. Dualidad:

L{tf (1)} = —F'(s)

e. Desplazamiento de la frecuencia:

gle”f(t)} = F(s — a)

f. Desplazamiento Temporal
2{f(t — A)u(t — a)} = e"™F(s)

L Ue F(s)}=f(t—a)u(t—a)

Nota: La funcién U (t) es la Funcién Escalén unitario.

g. Desplazamiento Potencia n — ésima

L{t"f(1)} = (=1)"Dg[F(s)]
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Convolucion: En matematica, el teorema de convolucion establece que bajo
determinadas  circunstancias, la Transformada de  Fourier de
una convolucion es el producto punto a punto de las transformadas. En otras
palabras, la convolucién en un dominio (por ejemplo el dominio temporal) es
equivalente al producto punto a punto en el otro dominio (es decir dominio
espectral).

Sean y 9 dos funciones cuya convolucién se expresa con f*g. (Notar que
el asterisco denota convolucién en este contexto, y no multiplicacién; a veces
es utilizado también el simbolo (&).

Sea . el operador de la transformada de Fourier, con lo que F[.ﬂ y F[g] son
las transformadas de Fourier de f y g, respectivamente.
Entonces:

FIf * g1 = V2r(F[f]) - (Flg])

donde * indica producto punto. También puede afirmarse que:

Ff] = Flg]
v 2T

. . . 1 -
Aplicando la transformada inversa de Fourier J/ °, podemos escribir:

fxg=V2nF[F[f]- Flg]

Ff-g] =
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Esto es un extracto del articulo Teorema de convolucion de la enciclopedia
libre Wikipedia. En Wikipedia hay disponible una lista de los autores.
Tomado de:www.cyclopaedia.es/wiki/Teorema-de-convolucion

En general: {f xg} = F(s)G(s)

h. Transformada de Laplace de una funcion con periodo:

p

1
L{f} = m] e S'f(t)dt

0

CONDICIONES DE CONVERGENCIA

Q t2\1. o —st : t2
e . Crece mas rapido que € , ho pueden ser obtenidas por Laplace porque €~ es

una funcidn exponencial de angulos.

Tablas de propiedades de la transformada de Laplace

A continuacidn encontrara las tablas que le permitiran resolver problemas sobre Laplace:
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Tabla de propiedades de la Transformada de Laplace

(:‘[af(j)]z al'(s) Teorema del valor inicial Tim f (1) = lim sF (s)
150 5300
Lincalidad {j[/‘l(f) + /13 ([)]: F(8)+ I (s) Teorema del valor final fim (1) = lim sF(s)
t—bo0 5—0
Desplazamiento en el tiempo (f[f(; —Tu(t— 1:)]: e "F(s) Tiempo por una funcién F[rf(t)]: —dF(s)
) ds
donde F(5) = ¢[£(n)]
Impulso fé(n|=1
[6(n] F[f(at)}:—ﬁ( )
a
Desplazamiento de frecuencia  ¢le™ £(£) |= F(s +a) " d"F(s
b s) o=y £E
ds
H df (¢ . t
Derivada £|: 1f ( ):|=SF(S)—‘]((O) f[j(_}]zmp(as)
dt a
f S
[If(t)dt} [ ()] J'I‘(s)d;
Integral r ( ) =0
Hdt ———
[ff( ) ]
Pares de Transformadas de Laplace
ft F(s) fi Fis)
1 Impulso unitario | 1 ! 1
(n - 1) s"
u(t) Escalén unitario 1 FrlgFal Rampa amortiguada | 1
s (n—1) (sta)
Escald
a scalon | g l (1 o ) 1
s a s(s +a)
at Rampa | a 1 o 1
—- —lar-1+e™ e
52 a’ ( ) s*(s+a)
Fat Exponencial 1 1 (e"" et ) 1
sta b—a (s+a)s+b)
: S
sen of eno ® 1 (bsz, _ ge ) s
sTtw b—a (s+a)s+b)
s wf Coseno 1
cos > § 5 R 1+ L (be’"' —ae™” ) N
5T+ ab a-b s(s+a)s+b)
e " senar Seno amortiguado | @ shot @
(s+a)f+w st —w?
e " coswit Coseno amortiguado s+a chot s
(s+a)f+w st -0’
n ! f 2
! ’:“ : @, . e sene, - 1 -E7t %
=& s+ 26w, 5+ @)
(et n! 1 e — 5 2 s
" - et g "‘1* zt* 1 2
(s+a)" et w{wn M=Ehrmaretan = = || 2 2k, s o)
fcosf 2 _ gt [ 2 :
) 1 ‘ =& @,
_ —Eam,t k2 v
(Sz +co2)2 1 e e scn(wn J1=& ¢+ arctan g ] S(Sz +2bw,s + o )
s K| cos(Br+8) Kesunwcompleio- k6 | & 'S
sen !
20 (s> +w?f sta—fi s+o+f
2K|e cos(Br +68) K esuntt complejo— K 9 kK
(s+a-ff (s+o+f)
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Ejercicios de Aprendizaje

A continuacién se mostraran ejemplos de algunas de las propiedades de la transformada de
Laplace.

Los ejercicios fueron tomados de:
www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/tmad.htm

1. Determine (usando la propiedad de Linealidad):

2{4t — 3 + 2 cos (5t)}

Procedimiento

a. Utilizando la propiedad de Linealidad, se tiene:
2{4t—3 +2cos (5t)} =42 (t) — 32{1} + 28{cos(5t)}

b. De acuerdo a la tabla de Transformadas:

42 (t) —32{1} + 28{cos(5t)} = 4l — 3 ! +2———

s? + 52
c. Algebraicamente (determinando el M.C.M):
A 1 31 ,_ S _ 4(s* +25) — 3s(s* + 25) + 2s°
s? S s +52 s2(s? + 25)

d. Realizando las operaciones indicadas:

4(s* +25) — 3s(s® +25) + 25> _ 45% + 100 — 35® — 755 + 25

s2(s2 + 25) B s2(s% + 25)
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e. Simplificando:

4s* +100 — 3s° — 75 + 25 100 — 755 + 45 — 5°
s2(s2 + 25) B s2(s2 + 25)

f. La solucion esta dada por:

100 — 75s + 4s% — s3
s?(s%? + 25)

{4t — 3 + 2 cos (5t)} =

2. Determine (Utilizando el primer Teorema de Translacion):

Actividad: Consulte los conceptos tedricos del Teorema de Translacién.

£ = {sen (2t)e3'}
Procedimiento

a. Para utilizar el primer teorema de translacion, se reconoce que:
f(t) =sen (2t) y e* =e3t
b. Entonces:
£ = {sen (2t) €3t} = 2{sen (2t)}| cuandos —» s — 3

c. Utilizando la tabla de transformadas , se tiene que:

L{sen (2t)}| cuandos > s — 3 = cuandos > s — 3

s% + 22

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co- Medellin - Colombia



http://www.remington.edu.co/

Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal

Ecuaciones Diferenciales

d. Reemplazando, se tiene:

2 2
—_— d -3 =
-2 1 2| cuandos s G_3)72122

e. Resolviendo el polinomio y simplificando:

2 B 2 B 2
(s—3)2+22 s2—-65s+9+4 s2—6s+13

f. Por lo tanto la solucion seria:

2
s2 —6s+13

L = {sen (2t)e3!} =

3. Determine (Utilizando el primer la Transformada de la Derivada):

Enunciado del problema: Sabiendo que y (0) =3 y que y'(0) = -1,
simplifique el siguiente polinomio:

Lly" () +3y' (1) - 4y(1)}

Procedimiento

a. Aplicando la propiedad de Linealidad, se tiene:
L{y" () + 3y’ (1) — 4y (D)} == 2{y" ()} + 3&{y' (D)} — 48{y(®)}

b. Por el teorema de la transformada de la derivada:

{y" ()} +32{y' ()} — 48{y(1)} = s*L {y(t)} — sy(0) — y'(0)
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c. Reemplazando los valores conocidos, se tiene:

s?2{y(®)} — sy(0) —y'(0) = s*8{y(t)} — s(3) — (—1)

d. Ademas:
Ly'®}=sL{y(®)}—y(0) =s2{y(t)} -3

e. Retomando la expresién ** y reemplazando los valores:

L{y" (0} +32{y' (1)} — 4{y(0)} = s*8{y(®)} —3s + 1+ 3 (s {y(1)} — 3) — 4L {y(1)}

f. Algebraicamente (agrupando términos):

s28{y()} -3s+1+3(s8{y(®)}—-3)—4{y®)} = (s*+3s—4) e{y(t)} —3s—8

g. Por lo tanto la solucién seria:

L{y"'®) +3y' (1) —4y®)}=(s*+3s-4) L{y(t)} —3s -8

'4. Determine (Utilizando el primer la Transformada de la Integral):

i {s<sz—1+4>}

Procedimiento

a. Se reconoce que:

F(s) _ 1
s s(s2+4)
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b. Multiplicando por S los dos miembros de la igualdad y simplificando se tiene:

Fs) *(s)=> F(s) =

* (8) =

s(s? +4) (s?+4)

c. Aplicando el teorema de la Transformada de la Integral, se tiene:

e {ﬁ} = f” {ﬁ}‘“

d. Utilizando la tabla de Transformadas:

fotz‘l {5(52—14_4)} dt = jot% Sen (2t)dt

e. Desarrollando la integral definida:

jot% Sen (2t)dt = %L Sen (2t)dt = l —cos (2t) + 2]

> l —cos (2t) + 2] i %cos(Zt)

f. La solucion, entonces, esta dada por:

1 1 1
= {s (s + 4)} 4 ZCOS(Zt)
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5. Determine (usando el Teorema de Convolucion):

L Utet sen (t — a)da}
0

Procedimiento

a. Para este caso:
t

{f etsen(t—a)da}=f*g
0

Dénde: f(t) = ety g(t) = sen(t)

b. Utilizando el teorema de Convolucidn, se tiene:

fo ¢! sen (t — o)do = L{F(D)} * L (g (0)

c. Pero:

200} = 2fe) = 1 v Bl9(0) = Blsen() =53

d. La solucién esta dada por:

1,1 1
s—1 7 s241 (s—1)(s2+1)

L {fot el sen (t — a)da} =

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co- Medellin - Colombia



http://www.remington.edu.co/

Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal

Ecuaciones Diferenciales

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Resuelva los siguientes ejercicios justificando cada uno de los procesos realizados (recuerde se
anexo la tabla de Transformadas de Laplace, la cual necesitard para el desarrollo de los mismos):

1. Determine:

a. g1 {Z’::} (Por la propiedad de Linealidad).

-1 5s . .z
b. £ {(s+4)3} (Por la propiedad de Translacién).

c. £ {sent(Zt)} (Por el teorema de la Transformada de la Integral).
d. g1 {ln(;—i)} (Por el teorema de Derivada de la Transformada).

-1 1 . s
e. & {—S(SZ+1)} (Por el Teorema de Convolucion).

2. Para cada una de los siguientes conceptos de aplicacion:

- Ley de Enfriamiento de Newton.
- Ley de Absorcién de Lambert.

- Crecimientos poblacionales.

- Problemas de Dilucion.

- Vaciado de tanques.

- Aplicaciones a la Fisica.

a. Definicion matematica concreta de cada uno de ellos.
Un ejemplo, desarrollado, de cada uno de ellos, justificando cada uno de los pasos realizados
durante el proceso (Si necesita apoyo solicitelo al respectivo tutor y utilice la bibliografia
recomendada).
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PISTAS DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta que: Se deben considerar 3 casos diferentes en la solucidn de la ecuacién
cuadratica que se presenta en la Ecuacidon de Euler - Cauchy

e Silas raices son Reales y diferentes.
e Silas raices son Reales e iguales.

e Si las raices son Complejas (las raices aparecen como un par
conjugado).

Tener presente:

Notal: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente
se refiere a la version unilateral.

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se
define:

+ oo

Fp(s) = &{f(0)} = e *tf(t)dt

— 00

Nota 3: La transformada de Laplace F(S), existe para todos los
nameros reales § > A , donde @ es una constante que depende del

comportamiento de crecimiento de f(t),

L Es llamado el operador de la transformada de Laplace.
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5. GLOSARIO

e Cidlculo: En general el término célculo (del latin calculus = piedra)! hace referencia al resultado
correspondiente a la accidon de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste en realizar las
operaciones necesarias para prever el resultado de una accién previamente concebida, o

conocer las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente conocidos.

No obstante, el uso mdas comun del término cdlculo es el légico matematico. Desde esta
perspectiva, el calculo consiste en un procedimiento mecanico, o algoritmo, mediante el cual
podemos conocer las consecuencias que se derivan de unos datos previamente conocidos
debidamente formalizados y simbolizados.

e Derivacion: La derivacion numérica es una técnica de andlisis numérico para calcular una
aproximacion a la derivada de una funcién en un punto, utilizando los valores y propiedades de
la misma.

¢ Integracion: La integracidn es un concepto fundamental del calculo y del analisis matematico,
basicamente, una integral es una generalizacidn de la suma de infinitos sumandos, infinitamente
pequefios.

El cdlculo integral, encuadrado en el célculo infinitesimal, es una rama de las matematicas en el
proceso de integracién o antiderivacidn, es muy comun en la ingenieria y en la ciencia también;
se utiliza principalmente para el cadlculo de areas y volumenes de regiones y sdlidos de

revolucion.

Fue usado por primera vez por cientificos como Arquimedes, René Descartes, Isaac
Newton, Gottfried Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este ultimo y los aportes de Newton
generaron el teorema fundamental del cdlculo integral, que propone que la derivacién y la

integracion son procesos inversos.

¢ Ingenieria: La ingenieria es el conjunto de conocimientos y técnicas cientificas aplicadas al
desarrollo, implementacion, mantenimiento y perfeccionamiento de estructuras (tanto fisicas
como tedricas) para la resolucion de problemas que afectan la actividad cotidiana de la sociedad.

Paraella, el estudio, conocimiento, manejo y dominio de las matematicas, la fisica y otras ciencias es

aplicado profesionalmente tanto para el desarrollo de tecnologias, como para el manejo
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eficiente de recursos y/o fuerzas de la naturaleza en beneficio de la sociedad. La ingenieria es la
actividad de transformar el conocimiento en algo practico.

Otra caracteristica que define a la ingenieria es la aplicacidén de los conocimientos cientificos a la
invencidn o perfeccionamiento de nuevas técnicas. Esta aplicacion se caracteriza por usar el
ingenio principalmente de una manera mas pragmatica y agil que el método cientifico, puesto
que la ingenieria, como actividad, estd limitada al tiempo y recursos dados por el entorno en
que ella se desenvuelve.

Su estudio como campo del conocimiento estad directamente relacionado con el comienzo de
la Revolucién Industrial, constituyendo una de las actividades pilares en el desarrollo de las
sociedades modernas.

Ecuacion Diferencial: Una ecuacidn diferencial es una ecuacion en la que intervienen derivadas de
una o mas funciones desconocidas. Dependiendo del nimero de variables independientes
respecto de las que se deriva.

e Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden: Una ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden es una ecuacion diferencial ordinaria donde intervienen derivadas de primer orden

respecto a una variable independiente.

e Ecuaciones Diferenciales lineales con Coeficientes Constantes: La resolucidon de ecuaciones y
sistemas de ecuaciones diferenciales se simplifica mucho si las ecuaciones son de coeficientes
constantes. En el caso de una ecuacion de primer orden la busqueda de un factor integrante nos
lleva en la mayoria de los casos a una ecuacién en derivadas parciales. Si la ecuacion es de orden
superior, a no ser que sea una ecuacion de Euler o similar, tendremos que proponer una solucion

gue no viene dada, en general, por funciones elementales.

e Ecuaciones Diferenciales Lineales simultaneas: Las ecuaciones diferenciales ordinarias
simultaneas consisten en dos o mas ecuaciones con derivadas de dos o mas funciones
desconocidas de una sola variable independiente.

e Ecuacion de Continuidad: En fisica, una ecuaciéon de continuidad expresa una ley de
conservacidn de forma matematica, ya sea de forma integral como de forma diferencial.

e Ley de Enfriamiento: Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su medio
ambiente no es demasiado grande, el calor transferido en la unidad de tiempo hacia el cuerpo
o desde el cuerpo por conduccién, conveccién y radiacién es aproximadamente proporcional a
la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio externo.
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e Ley de Absorcion: En dptica, la ley de Beer-Lambert, también conocida como ley de Beer o ley
de Beer-Lambert-Bouguer es una relacidn empirica que relaciona la absorcién de luz con las

propiedades del material atravesado.

e Crecimiento Poblacional o crecimiento demografico: es el cambio en la poblacién en un cierto
plazo, y puede ser cuantificado como el cambio en el nimero de individuos en una poblaciéon
por unidad de tiempo para su medicidn. El término crecimiento demografico puede referirse
técnicamente a cualquier especie, pero refiere casi siempre a seres humanos, y es de uso
frecuentemente informal para el término demografico mas especifico tarifa del crecimiento
poblacional, y es de uso frecuente referirse especificamente al crecimiento de la poblacién del
mundo.
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6. PISTAS DE APRENDIZAIJE

Tener en cuenta que: Se entiende por Ecuacidén Diferencial Ordinaria aquella que tiene:

e ycomo Variable Dependiente,y
e xcomo Variable Independiente

Tener presente que: El grado de una Ecuacidén Diferencial esta dado por el exponente entero
positivo de la derivada mas alta presente en la ecuacion.

Traer a la memoria: El orden de una Ecuacién Diferencial es igual al de la derivada de mas alto

orden que aparece de manera no trivial en la ecuacidn, en otras palabras, la derivada de mas alto
orden determina el orden de los factores de la Ecuacién Diferencial.

Tener en cuenta que: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales.

Tener presente que: Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda tienen un

enorme significado para la Fisica Tedrica y su estudio ha estimulado el desarrollo de muchas ideas
matematicas relevantes.

Traer a la memoria que: Una Ecuacion Diferencial ordinaria de primer orden, se puede expresar de
dos formas:

e. Explicita:

dy
a_f(x'y)

¥(x9) = Yo

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co- Medellin - Colombia



http://www.remington.edu.co/

Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal

Ecuaciones Diferenciales

f. Implicita:

dy
f (x,y,a)=0: cony(x0)=y0

Tener en cuenta que: una Ecuacion Diferencial Homogénea de Orden Superior se presenta de la
siguiente forma:

()Y + ap_1 (Y + -+ a; ()Y + a1 (X)y' + ag(x)y = f(x)

Tener presente que: Si f(x) = 0 es una Ecuaciéon Diferencial Homogénea.
Traer a la memoria que: Si f(x) # 0 es una Ecuaciéon Diferencial No Homogénea

Tener en cuenta que: Este tipo de ecuaciones tienen como solucién general la funcién:
y — emx

Tener presente que: la Ecuacion Auxiliar, para solucionar este tipo de ecuaciones diferenciales,
esta dada por:

a,m" + a,_m* 1+ +a,m?+am+a,

Traer a la memoria que: Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe
cuestionar entonces acerca del nimero minimo de soluciones independientes que generan todas y
cada una de las soluciones del sistema.

Tener en cuenta que: Se puede afirmar que existirdn n soluciones:
Sean X4, X, ..., Xp, considerando la matriz formada por estos vectores columna — cada
columna es uno de estos vectores -

x11(1)  x12(1) . x15(D)
X(t) = x21.(t) ng(t) erf(t)
a1 (B Xa(®) . Xpn(D)

Tener presente que: Estas soluciones serdn Linealmente Independientes en cada punto t del
intervalo: ¢ <t < f Si y sélo si el determinante es diferente de CERO en ese punto. Al
Determinante de X se le llama Wronskiano de las n soluciones.
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Traer a la memoria que: Se deben considerar 3 casos diferentes en la solucién de la ecuacién
cuadratica que se presenta en la Ecuacidn de Euler - Cauchy

e Silas raices son Reales y diferentes.
e Silas raices son Reales e iguales.

e Silas raices son Complejas (las raices aparecen como un par conjugado).

Tener en cuenta que:

Notal: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se refiere a la version
unilateral.

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se define:

+oo
Fp(s) = R{f(D)} = j eStf(0)dt

Nota 3: La transformada de Laplace F(s), existe para todos los nimeros reales s > a ,
donde a es una constante que depende del comportamiento de crecimiento de f(t),

L Es llamado el operador de la transformada de Laplace.
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7. BIBLIOGRAFIA

Este capitulo recomienda al estudiante las fuentes de consulta bibliogrdficas y digitales para ampliar
su conocimiento, por lo tanto deben estar en la biblioteca digital de la Remington. Utilice la biblioteca

digital http://biblioteca.remington.edu.co/es/ para la consulta de bibliografia a la cual puede acceder
el estudiante.
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