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1. MAPA DE LA ASIGNATURA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 
 

PROPÓSITO GENERAL DEL MÓDULO 

A través del Cálculo Diferencial y el Cálculo Integral se obtienen herramientas y elementos para 

representar situaciones matemáticas, mediante un lenguaje matemático claro y preciso, pero es 

demasiado importante entender que las matemáticas son el lenguaje de la ingeniería, los ingenieros 

trabajan en diferentes áreas con diferentes principios, las matemáticas son el lenguaje en común que 

sirve para expresar, comprender y manipular los distintos fenómenos en las diferentes áreas de su 

trabajo, no solo debemos quedarnos en la solución de problemas, sino avanzar en la aplicación real y 

concreta de los mismos. 

En el mismo sentido se habla de las ecuaciones como la base de la ingeniería, estas en particular nos 

sirven para establecer relaciones entre distintas variables, de manera que podamos, despejar, 

correlacionar, modelar o expresar relaciones en un sistema. 

Sin las ecuaciones los problemas en la ingeniería no serían resueltos jamás, pues la formulación de un 

problema se resuelve más fácilmente haciendo uso de las mismas, ya sean lineales, cuadráticas, 

diferenciales, para tal fin existen métodos de soluciones que ayudan a resolver el problema en cada 

campo de la ingeniería. 

 

 

 

ECUACIONES DIFERENCIALES 

 

OBJETIVO GENERAL  

 

Analizar los conceptos del Cálculo y los fundamentos básicos de las Ecuaciones Diferenciales aplicados a 

la Física, la Economía, la Administración y el mercadeo como modelos de representación de diversas 

situaciones problémicas que involucren relaciones de cambio entre variables. 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

Reconocer los procesos de Derivación e Integración, sus aplicaciones y los conceptos 

fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales.  

Solucionar Ecuaciones Diferenciales: 

 Ordinarias de Primer Orden.  

 Lineales con Coeficientes Constantes. 

 Lineales Simultáneas. 

Resolver aplicaciones de Ecuaciones Diferenciales utilizando Series e Integrales de Fourier y la 

Transformada de Laplace. 

Unidad 1 

 

Generalidades 

 

Unidad 3 
 

Aplicaciones de las 

Ecuaciones Diferenciales. 

Unidad 2 
 

Solución de Ecuaciones 

Diferenciales 
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2. UNIDAD 1 GENERALIDADES 

 

2.1. Relación de Conceptos 

 

 

 

 

Conceptos Básicos 

 Cálculo: En general el término cálculo (del latín calculus = piedra)1 hace referencia al resultado 

correspondiente a la acción de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste en realizar las 

operaciones necesarias para prever el resultado de una acción previamente concebida, o conocer 

las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente conocidos. 

No obstante, el uso más común del término cálculo es el lógico matemático. Desde esta perspectiva, el 

cálculo consiste en un procedimiento mecánico, o algoritmo, mediante el cual podemos conocer las 

consecuencias que se derivan de unos datos previamente conocidos 

debidamente formalizados y simbolizados. 
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 Derivación: La derivación numérica es una técnica de análisis numérico para calcular una 

aproximación a la derivada de una función en un punto, utilizando los valores y propiedades de la 

misma. 

 

 

 Integración: La integración es un concepto fundamental del cálculo y del análisis matemático, 
básicamente, una integral es una generalización de la suma de infinitos sumandos, infinitamente 
pequeños. 

El cálculo integral, encuadrado en el cálculo infinitesimal, es una rama de las matemáticas en el proceso 

de integración o antiderivación, es muy común en la ingeniería y en la ciencia también; se utiliza 

principalmente para el cálculo de áreas y volúmenes de regiones y sólidos de revolución. 

Fue usado por primera vez por científicos como Arquímedes, René Descartes, Isaac Newton, Gottfried 

Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este último y los aportes de Newton generaron el teorema 

fundamental del cálculo integral, que propone que la derivación y la integración son procesos inversos. 

 

 

 Ingeniería: La ingeniería es el conjunto de conocimientos y técnicas científicas aplicadas al 
desarrollo, implementación, mantenimiento y perfeccionamiento de estructuras (tanto físicas 
como teóricas) para la resolución de problemas que afectan la actividad cotidiana de la sociedad. 

Para ella, el estudio, conocimiento, manejo y dominio de las matemáticas, la física y otras ciencias es 

aplicado profesionalmente tanto para el desarrollo de tecnologías, como para el manejo eficiente de 

recursos y/o fuerzas de la naturaleza en beneficio de la sociedad. La ingeniería es la actividad de 

transformar el conocimiento en algo práctico. 

Otra característica que define a la ingeniería es la aplicación de los conocimientos científicos a la invención 

o perfeccionamiento de nuevas técnicas. Esta aplicación se caracteriza por usar el ingenio principalmente 

de una manera más pragmática y ágil que el método científico, puesto que la ingeniería, como actividad, 

está limitada al tiempo y recursos dados por el entorno en que ella se desenvuelve. 

Su estudio como campo del conocimiento está directamente relacionado con el comienzo de la Revolución 

Industrial, constituyendo una de las actividades pilares en el desarrollo de las sociedades modernas. 

 

Ecuación Diferencial: Una ecuación diferencial es una ecuación en la que intervienen derivadas de una o 

más funciones desconocidas. Dependiendo del número de variables independientes respecto de las que 

se deriva. 
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OBJETIVO GENERAL 

 

Reconocer los procesos de Derivación e Integración, sus aplicaciones y los conceptos fundamentales de las 

Ecuaciones Diferenciales. 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

 

 Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de las derivadas, describiendo 

procedimientos asociados con las técnicas para el cálculo de derivadas y comparando, mediante 

la ejemplificación, resultados de cálculos de derivadas optimizando así los distintos 

procedimientos empleados. 

 

 Explorar conceptos y procedimientos asociados con el tema de la integración conociendo los 

diferentes métodos de la misma, para su posterior aplicación. 

 

 Determinar los conceptos fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales. 

 

 

2.2. Prueba Inicial 

 

 

A continuación, encontrará unos conceptos teóricos, algunos ejemplos y ejercicios para que resuelva, de dos 

temas de suma importancia para el posterior desarrollo del módulo, temas que utilizará con mucha 

frecuencia. 

 

 

 FUNCIÓN EXPONENCIAL 

 

Es una función de la forma 𝒚 =  𝒂𝒙
 y que cumple las siguientes condiciones: 

  

http://www.remington.edu.co/
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 𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 → 𝑫𝒇 = 𝑹𝒆 = (−∞,+∞) 

 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 → 𝑹𝒇 = 𝑹𝒆
+ = ( 𝟎, +∞) 

 𝐸𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝑪𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂. 

 𝒂 ≠ 𝟏 

 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 (𝟎, 𝟏)𝒚 (𝟏, 𝒂)𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑛𝑒𝑐𝑒𝑛 𝑎 𝑙𝑎 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

 𝑬𝒔 𝑰𝒏𝒚𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒂 (𝒖𝒏𝒐 𝒂 𝒖𝒏𝒐)∀𝒂≠𝟏 

 𝐸𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒔𝒊 𝒂 > 𝟏 ,  

𝑠𝑢 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟: 
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 𝐸𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒔𝒊 𝟎 < 𝒂 < 𝟏,  

𝑠𝑢 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟: 

 

 
 

 𝐿𝑎𝑠 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎𝑠  
 

∗ 𝒚 = 𝒂𝒙 ,  

∗∗ 𝒚 = (
𝟏

𝒂
)𝒙 𝑠𝑜𝑛 𝑆𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑂𝑌 
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 Algunas propiedades de la potenciación: 

 

Recuerda algunas de las propiedades de la potenciación que te serán útiles para la solución 

de Ecuaciones Exponenciales: 

 

 𝒂𝒎 ∗ 𝒂𝒏 = 𝒂𝒎+𝒏 

 

 
𝒂𝒎

𝒂𝒏 = 𝒂𝒎−𝒏 𝒄𝒐𝒏 𝒂 ≠ 𝟎 

 

 𝒂𝟎 = 𝟏, 𝒄𝒐𝒏 𝒂 ≠ 𝟎 

 

 𝒂−𝒏 =
𝟏

𝒂𝒏  𝒄𝒐𝒏 𝒂 ≠ 𝟎 

 

 𝒂
𝒎

𝒏 = √𝒂𝒎𝒏
 

 

Ejemplos de Ecuaciones Exponenciales: 

 

Resolver las siguientes Ecuaciones exponenciales: 

 

 

𝟏.     𝟐𝒙 = 𝟏𝟔 
Procedimiento 

a. Para resolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es: 

𝟐𝒙 = 𝟐𝟒, por lo tanto, si tienen la misma base (𝟐), sus exponentes son 

iguales: 

𝒙 = 𝟒 

http://www.remington.edu.co/
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b. Solución:  𝒙 = 𝟒 
 

𝟐.      𝟑𝒙 = 𝟐𝟒𝟑 
a. Para resolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es: 

𝟑𝒙 = 𝟑𝟓, por lo tanto, si tienen la misma base (𝟑), sus exponentes son 

iguales: 

𝒙 = 𝟓 

b. Solución:  𝒙 = 𝟓 
 

3.   𝟐𝟓𝒙 = 𝟏𝟐𝟓 

a. Para resolver este tipo de ecuaciones se igualan las bases, esto es: 

𝟓𝟐𝒙 = 𝟓𝟑, por lo tanto, si tienen la misma base (𝟓), sus exponentes son 

iguales: 

𝟐𝒙 = 𝟓 → 𝒙 =
𝟑

𝟐
 

b. Solución:  𝒙 =
𝟑

𝟐
 

___________________________________ 

4.     𝟐𝒙+𝟑 + 𝟒𝒙+𝟏 − 𝟑𝟐𝟎 = 𝟎,  

a. utilizando las propiedades de la potenciación, la ecuación puede escribirse: 

𝟐𝒙 ∗ 𝟐𝟑 + 𝟒𝒙 ∗ 𝟒𝟏 − 𝟑𝟐𝟎 = 𝟎 → 𝟐𝒙 ∗ 𝟐𝟑 + (𝟐𝒙)𝟐 ∗ 𝟐𝟐 − 𝟑𝟐𝟎 = 𝟎 

Haciendo ∗∗ 𝟐𝒙 = 𝒕, se tiene: 

𝒕 ∗ 𝟐𝟑 + 𝒕𝟐 ∗ 𝟐𝟐 − 𝟑𝟐𝟎 = 𝟎 → 𝟒𝒕𝟐 + 𝟖𝒕 − 𝟑𝟐𝟎 = 𝟎 Dividiendo toda la 

ecuación por 4: 𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 − 𝟖𝟎 = 𝟎  

b. Factorizando: 

𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 − 𝟖𝟎 = 𝟎 → (𝒕 + 𝟏𝟎) ∗ (𝒕 − 𝟖) = 𝟎, cada factor a cero: 

𝒕 + 𝟏𝟎 = 𝟎 → 𝒕 = −𝟏𝟎 (no tiene solución, recuerde que a>1) 

𝒕 − 𝟖 = 𝟎 → 𝒕 = 𝟖 

  

http://www.remington.edu.co/
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c. Se calcula 𝒙 reemplazando en: ∗∗ 𝟐𝒙 = 𝒕 

𝟐𝒙 = 𝟖 → 𝟐𝒙 = 𝟐𝟑 → 𝒙 = 𝟑 
 

Ejercicios  

 

Teniendo como modelo los ejemplos anteriores, resuelve para 𝒙: 
1. 𝟒𝒙 = 𝟐𝟓𝟔 

2. 𝟗𝒙 = 𝟏𝟎𝟐𝟗 

3. 𝟔𝒙 = 𝟐𝟏𝟔 

4. 𝟓𝟐𝒙 − 𝟔 ∗ 𝟓𝒙 + 𝟓 = 𝟎 

5. 𝟐𝒙+𝟏 = 𝟏𝟔𝟐𝒙−𝟑 

6. 𝟐𝟏−𝒙𝟐
= 𝟏

𝟖⁄  

7. 𝟐𝟕𝒙+𝟏 = 𝟗 

8. 𝒆𝒙+𝟏 = 𝒆𝟑𝒙 

9. 𝑺𝒊𝒎𝒑𝒍𝒊𝒇𝒊𝒄𝒂 𝒍𝒂 𝒔𝒊𝒈𝒖𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒙𝒑𝒓𝒆𝒔𝒊ó𝒏 (𝒆𝒙+𝟏)(𝒆𝟒𝒙−𝟓) 

10. 𝒆𝟒𝒙+𝟏 = 𝒆𝒙+𝟏 

 

 Logaritmos 

 

 

o DEFINICIÓN: Dado un número 𝑹+, no nulo y diferente de 1 (𝒂 > 𝒐, 𝒂 ≠ 𝟎, 𝒂 ≠ 𝟏) y un 

número 𝑵 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒐 𝒚 𝒏𝒐 𝒏𝒖𝒍𝒐 (𝑵 > 𝟎,𝑵 ≠ 𝟎), se llama Logaritmo en base a de N al 

exponente al que hay que elevar dicha base para obtener el número. 

 

Se escribe de la siguiente forma: 

 

𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑵 = 𝒙, dónde: 

𝒂:𝑩𝒂𝒔𝒆 

𝑵:𝑵ú𝒎𝒆𝒓𝒐 

𝒙: 𝑬𝒙𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕𝒆 
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Esta expresión logarítmica también se puede expresar en forma exponencial: 

 

𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑵 = 𝒙                       𝒂𝒙 = 𝑵 
 

 

NOTACIÓN 

NOTACIÓN 

LOGARÍTMICA 

NOTACIÓN 

EXPONENCIAL 

𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑵 = 𝒙 𝒂𝒙 = 𝑵 

 

Ejemplos 

 

NOTACIÓN LOGARÍTMICA NOTACIÓN EXPONENCIAL 

𝐥𝐨𝐠𝟐 𝟖 = 𝟑 𝟐𝟑 = 𝟖 

   𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟖𝟏 = 𝟒   𝟑𝟒 = 𝟖𝟏 

   𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟐𝟓 = 𝟐   𝟓𝟐 = 𝟐𝟓 

      𝐥𝐨𝐠𝟖 𝟓𝟏𝟐 = 𝟑       𝟖𝟑 = 𝟓𝟏𝟐 

  

 

o PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 

 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒂 = 𝟏 𝒑𝒐𝒓𝒒𝒖𝒆 𝒂𝟏 = 𝟏 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝟏 = 𝟎 𝒑𝒐𝒓𝒒𝒖𝒆 𝒂𝟎 = 𝟏 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒂𝒎 = 𝒎 𝒑𝒐𝒓𝒒𝒖𝒆 𝒂𝒎 = 𝒂𝒎 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 −𝑵  𝑵𝒐 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝟎  𝑵𝒐 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 

 El Logaritmo de un número 𝑁 > 1 𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑠𝑖 𝑎 > 1 

 El Logaritmo de un número 𝑁 > 1 𝑒𝑠 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑠𝑖 𝑎 < 1 

 𝐥𝐨𝐠𝒂(𝑴 ∗ 𝑵) = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑴 + 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑵 

  𝐥𝐨𝐠𝒂(𝑴/𝑵) = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑴 − 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑵 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑴𝒏 = 𝒏 ∗ 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑴 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 √𝑴
𝒏

=
𝟏

𝒏
𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑴 

 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝑵 =
𝐥𝐨𝐠𝑵

𝐥𝐨𝐠𝒂
 (𝒄𝒂𝒎𝒃𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝒃𝒂𝒔𝒆 𝒅𝒆 𝒖𝒏 𝒍𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒎𝒐). 
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 Logaritmos Naturales: Llamados también Logaritmos Neperianos  (John Neper), son 

aquellos que tienen como base el número 𝒆 (llamado número Neperiano), su valor es: 

 

 
 

 

Nota: Cumplen las mismas propiedades de los Logaritmos Decimales (Base 10). 

 

 

 

EJERCICIOS 

 

 

1. Utilizando la notación Exponencial, encuentre el valor para x en cada uno de los 

siguientes ejercicios: 

 

a. 𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟖𝟏 = 𝒙 

b. 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟔𝟐𝟓 = 𝒙 

c. 𝐥𝐨𝐠𝒙 𝟔𝟒 = 𝟑  

d. 𝐥𝐨𝐠𝟏

𝟐

𝟔𝟒 = 𝒙 

e. 𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟑𝟒𝟑 = 𝒙 

 
2. Utilizando la definición de Logaritmo, resuelva los siguientes ejercicios: 

 

a. 𝐥𝐨𝐠𝟐 𝟔𝟒 + 𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟖𝟏 𝐥𝐨𝐠𝟏

𝟒

𝟐𝟓𝟔 + 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟏𝟐𝟓 − 𝐥𝐨𝐠𝟐 √𝟐  

b. 𝐥𝐨𝐠𝟐
𝟏

𝟔𝟒
− 𝐥𝐨𝐠𝟓

𝟏

𝟔𝟐𝟓
+ 𝐥𝐨𝐠𝟐

𝟏

𝟏𝟔
− 𝐥𝐨𝐠𝟒

𝟏

𝟒
 

 

3. Utilizando las propiedades de los Logaritmos, resuelva las siguientes ecuaciones: 

a. 𝟑𝐥𝐨𝐠 𝒙 − 𝐥𝐨𝐠𝟑𝟐 = 𝐥𝐨𝐠 𝒙 − 𝐥𝐨𝐠𝟐 
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Solución: Se realizará el primer ejercicio como modelo. 

 

 

1. Aplicando las propiedades de los logaritmos, se tiene: 

 

𝟑𝐥𝐨𝐠 𝒙 − 𝐥𝐨𝐠𝟑𝟐 = 𝐥𝐨𝐠 𝒙 − 𝐥𝐨𝐠𝟐 → 𝐥𝐨𝐠
𝒙𝟑

𝟑𝟐
= 𝐥𝐨𝐠

𝒙

𝟐
 , como 

tienen la misma base (10), entonces: 

 

 

𝒙𝟑

𝟑𝟐
=

𝒙

𝟐
→

𝒙𝟑

𝒙
=

𝟑𝟐

𝟐
→ 𝒙𝟐 = 𝟏𝟔 → 𝒙 = 𝟒 

 

b. 𝐥𝐨𝐠(𝒙 − 𝟐) + 𝟏 = 𝐥𝐨𝐠(𝒙 − 𝟏) + 𝐥𝐨𝐠𝟐 

 

c. 𝐥𝐨𝐠 𝒙 + 𝐥𝐨𝐠𝟓𝟎 = 𝟑 

 

d. 𝟐 𝐥𝐨𝐠 𝒙 − 𝐥𝐨𝐠(𝒙 + 𝟔) = 𝟑 𝐥𝐨𝐠 𝟐 

 

e. 𝐥𝐧(𝒙 − 𝟏) − 𝐥𝐧(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝐥𝐧 (
𝟏

𝟑
) 

 

f. 𝐥𝐧(
𝒙+𝟏

𝒙
) + 𝐥𝐧𝟐 = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟑) 

 

Nota: En cada ejercicio se debe comprobar la validez de cada solución obtenida.  
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2.3. Tema 1 Derivación e Integración 

 
A continuación se encuentran las diferentes formas de derivar y de integrar  con ejemplos y ejercicios  
de cada una de ellas, realiza este repaso con responsabilidad (matemáticas II), ya que será   de mucha 
utilidad en el desarrollo de este módulo. 
 

a. Derivadas 
 

ORDEN 

DERIVADA 
FORMAS DE REPRESENTACIÓN 

La primera 

derivada  
𝒚′ = 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

𝒅[𝒇(𝒙)]

𝒅𝒙
 

𝑫𝒙[𝒇(𝒙)] 

La segunda 

derivada  
𝒚′′ = 𝒇′′(𝒙) 𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 

𝒅𝟐[𝒇(𝒙)]

𝒅𝒙𝟐
 

Derivadas de 

orden superior 

La tercera 

derivada  
𝒚′′′ = 𝒇′′′(𝒙) 𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
 

𝒅𝟑[𝒇(𝒙)]

𝒅𝒙𝟑
 

La cuarta 

derivada  
𝒚𝟒 = 𝒇𝟒(𝒙) 𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
 

𝒅𝟒[𝒇(𝒙)]

𝒅𝒙𝟒
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La derivada de 

orden n 
𝒚𝒏 = 𝒇𝒏(𝒙) 𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
 

𝒅𝒏[𝒇(𝒙)]

𝒅𝒙𝒏
 

 

 

 

 La derivada de una constante es igual a cero: 
 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒄, 𝒅𝒐𝒏𝒅𝒆 𝒄 𝒆𝒔 𝒖𝒏𝒂 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 → 𝒇′(𝐱) = 𝟎  
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Ejercicios de Aprendizaje 

 

1.   𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟐𝟓 

 

𝒚′ = 𝒇′(𝒙) = 𝟎 

 

2.   𝒚 = 𝒈(𝒙) = −𝟑𝟓𝟎 

𝒚′ = 𝒈′(𝒙) = 𝟎 

 

 Derivada de una potencia de  𝒙 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒏 → 𝒚′ = 𝒇′(𝒙) = 𝒏𝒙𝒏−𝟏  
 

 

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

1. Si 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟓
, hallar 𝒇′(𝒙) 

 

Procedimiento 

 

Aplicando la propiedad, se tiene: 

 

𝒇′(𝒙) = 𝟓𝒙𝟓−𝟏 = 𝟓𝒙𝟒
 

 

2. Si 𝒉(𝒙) = 𝒙
𝟕

𝟑 , hallar 𝒉′(𝒙) 

 

Procedimiento 

 

Aplicando la propiedad, se tiene: 

 

𝒉′(𝒙) =
𝟕

𝟑
𝒙 

𝟕

𝟑 
−𝟏 =

𝟕

𝟑
 𝒙 

𝟕−𝟑

𝟑 =
𝟕

𝟑
 𝒙 

𝟒

𝟑 =
𝟕

𝟑
√𝒙𝟒𝟑
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 Derivada de una constante por una función potencia: 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒙𝒏 → 𝒚′ = 𝒇′(𝒙) = 𝒄 ∗ 𝒏𝒙𝒏−𝟏  
 

Nota 1: para aplicar esta ley la variable debe estar en el numerador. 

 

Nota 2: si hay radicales, para aplicar esta ley se deben llevar a potencia con exponente fraccionario, 

aplicar la ley y luego volver a convertir a radical. 

 

 

 

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

1. Si 𝒚 = 𝒉(𝒙) = 𝟓𝒙−𝟑
, hallar 𝒉′(𝒙) 

 

Procedimiento 

 

Aplicando la propiedad, se tiene: 

 

𝒉′(𝒙) = 𝟓 ∗ (−𝟑) 𝒙−𝟑−𝟏 = −𝟏𝟓𝒙−𝟒 = −
𝟏𝟓

𝒙𝟒
 

 
 

 Derivada de una suma (diferencia): 

 

Si  𝒚 = 𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙) ± 𝒌(𝒙)…, entonces: 

                       𝒚′ = 𝒇′(𝒙) ± 𝒈′(𝒙) ± 𝒌′(𝒙)…, 

 

 

Esta ley dice que la derivada de una suma (diferencia) de funciones es igual a la suma (diferencia) 

de las derivadas de cada función; es decir cuando hay una suma, se deriva cada función por 

separado y luego se juntan los resultados con el signo correspondiente. 
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

1. 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟓 

 

Procedimiento 

 

Se deriva cada uno de los sumandos: 

 

𝒇′(𝒙) = 𝟑 ∗ 𝟐𝒙𝟐−𝟏 + 𝟎 

𝒇′(𝒙) = 𝟑 ∗ 𝟐𝒙𝟐−𝟏 + 𝟎 → 𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙 

2. 𝒈(𝒙) = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎, hallar 𝒈′′′(𝒙) 

 
 

Procedimiento 

 

Para hallar la tercera derivada hay que partir siempre de la primera derivada y luego de la segunda. 

 

𝒚 = 𝒈(𝒙) 𝟒𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎 
 

𝑦′ = 𝑔′(𝑥) 𝟒 ∗ 𝟑𝒙𝟑−𝟏 − 𝟓 ∗ 𝟐𝒙𝟐−𝟏 + 𝟑𝒙𝟏−𝟏 − 𝟎

= 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟑 

Primera 

derivada 

𝑦′′ = 𝑔′′(𝑥) 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟑 = 

𝟐 ∗ 𝟏𝟐𝒙𝟐−𝟏 − 𝟏𝟎𝒙𝟏−𝟏 + 𝟎

= 𝟐𝟒𝒙 − 𝟏𝟎 

Segunda 

derivada 

𝑦′′′ = 𝑔′′′(𝑥) 𝟐𝟒𝒙 − 𝟏𝟎 = 𝟐𝟒𝒙𝟏−𝟏 − 𝟎 

= 𝟐𝟒 

Tercera 

derivada 
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 Derivada de un Producto 

 

Si 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) ∗ 𝒉(𝒙), entonces: 

 

𝒚′ = 𝒇′(𝒙) = 𝒈′(𝒙) ∗ 𝒉(𝒙) + 𝒉′(𝒙) ∗ 𝒈(𝒙) 

 

 Derivada de un cociente: 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝒉(𝒙)
   con 𝒉(𝒙) ≠ 𝟎, entonces: 

 

𝒚′(𝒙) = 𝒇′(𝒙) =
𝒈′(𝒙) ∗ 𝒉(𝒙) − 𝒈(𝒙) ∗ 𝒉′(𝒙)

[𝒉(𝒙)]𝟐
 

 

 

 

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

1. Si  

𝒚 = 𝒇(𝒙) = (𝟓𝒙 − 𝟕) ∗ (𝟐𝒙 + 𝟗), hallar  𝒇′(𝒙) 

 

 

PROCEDIMIENTO 

 

 

Se aplica la regla del producto: 

 

 

FUNCIÓN DERIVADA FUNCIÓN DERIVADA 

𝒈(𝒙) 𝒈′(𝒙) 𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙) 

𝟓𝒙 − 𝟕 𝟓 𝟐𝒙 + 𝟗 𝟐 
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Entonces:  

 

𝒚′(𝒙) = 𝟓 ∗ (𝟐𝒙 + 𝟗) + 𝟐 ∗ (𝟓𝒙 − 𝟕), realizando los productos indicados, se 

tiene: 

 

𝒚′(𝒙) = 𝟏𝟎𝒙 + 𝟒𝟓 + 𝟏𝟎𝒙 − 𝟏𝟒 
 

Reduciendo términos semejantes: 

 

 

𝒚′(𝒙) = 𝟐𝟎𝒙 + 𝟑𝟏 
 

2. Si 𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝟒𝒙−𝟓

𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟐
, hallar 𝒇′(𝒙) 

 

 

Procedimiento 

 

 

Se aplica la regla del cociente: 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝟒𝒙 − 𝟓

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐
 

 

 𝒈(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟓 → 𝒈′(𝒙) = 4 

 

 𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐 → 𝒉′(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟑 
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Entonces: 

 

𝒚′(𝒙) = 𝒇′(𝒙) =
𝟒 ∗ (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐) − (𝟐𝒙 − 𝟑) ∗ (𝟒𝒙 − 𝟓)

(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐)𝟐
 

 

 

Realizando los productos indicados: 

 

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟖 − 𝟖𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟐𝒙 − 𝟏𝟓

(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐)𝟐
 

 

Reduciendo términos semejantes en el numerador de la fracción: 

 

𝒇′(𝒙) =
−𝟒𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 − 𝟕

(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐)𝟐
 

 

 

 REGLA DE LA CADENA  (O REGLA DE LA  POTENCIA) 

Si 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒖𝒏, donde 𝑢 es una función escrita en términos de  𝒙, entonces: 

 

𝒚′ = 𝒇′(𝒙) = 𝒏𝒖𝒏−𝟏 ∗ 𝒖′ 
 

 

Otra forma de escribir lo mismo es: 

 

𝒇(𝒙) = [𝒈(𝒙)]𝒏 → 𝒇′(𝒙) = 𝒏[𝒈(𝒙)]𝒏−𝟏 ∗ 𝒈′(𝒙) 

 

 

Esta ley dice que si se tiene una expresión elevada a cualquier exponente,  la derivada es igual al 

exponente multiplicado por la misma expresión elevada al exponente menos uno y multiplicada 

por la derivada de lo que está dentro del paréntesis. 
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

1. Si 𝒚 = 𝒇(𝒙) = (𝟑𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟒)𝟕
, hallar 𝒇′(𝒙) 

 

Procedimiento 

 

 

Se hace 𝒖 igual a todo lo que está dentro del paréntesis: 

𝒖 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟒 

 

Derivando 𝒖: 
→

 

 

En términos de 𝑢 queda:    𝒖′ = 𝟔𝒙 − 𝟓 
 

Se tiene:        𝒚 = 𝒇(𝒙) = (𝒖)𝟕 → 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒖𝟕
 

 
 

Derivando en función de 𝒖: 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒖𝟕 → 𝒇′(𝒙) = 𝟕𝒖𝟕−𝟏 ∗ 𝒖′ = 𝟕𝒖𝟔 ∗ 𝒖′
 

 

Recuperando la variable inicial (reemplazando): 

 

𝒇′(𝒙) = 𝟕(𝟑𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟒)𝟔 ∗ (𝟔𝒙 − 𝟓) 

 
 

 Derivada de funciones exponenciales 

 

Sea 𝒖 = 𝒇(𝒙),   𝒂 > 𝟎 𝒚 𝒂 ≠ 𝟏 

 

Entonces: 𝒚 = 𝒂𝒖 → 𝒚′ = 𝒂𝒖 ∗ 𝒖′ ∗ 𝐥𝐧 𝒂 
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Esta ley dice que la derivada de una función exponencial es igual a la misma función exponencial 

multiplicada por la derivada del exponente y multiplicada por el logaritmo natural de la base.  El 

logaritmo natural del número e es igual a uno (𝐥𝐧 𝒆 = 𝟏)  

 

 

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

1. Si   𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟓𝟑𝒙−𝟏𝟎
, Hallar la primera derivada 

 

Procedimiento 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟓𝟑𝒙−𝟏𝟎 → 𝒚′ = 𝒇′(𝒙) = 𝟓𝟑𝒙−𝟏𝟎 ∗ 𝟑 ∗ 𝐥𝐧 𝟓 

 

2. Si  𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝒆𝟕𝒙𝟐−𝟓𝒙−𝟒, hallar 𝒚′
 

 

Procedimiento 

 

 

𝒚 = 𝒆𝟕𝒙𝟐−𝟓𝒙−𝟒 → 𝒚′ = 𝒆𝟕𝒙𝟐−𝟓𝒙−𝟒 ∗ (𝟏𝟒𝒙 − 𝟓) ∗ 𝐥𝐧 𝒆 
 

Pero 𝐥𝐧 𝒆 = 𝟏, entonces 

 

𝒚 = 𝒆𝟕𝒙𝟐−𝟓𝒙−𝟒 → 𝒚′ = 𝒆𝟕𝒙𝟐−𝟓𝒙−𝟒 ∗ (𝟏𝟒𝒙 − 𝟓) 

 
 Derivada de la función logarítmica 

Si        𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐨𝐠𝒃𝒖 → 𝒚′ = 𝒇
′
(𝒙) = 𝒖′

𝒖∗𝐥𝐧𝒃
 

 

Ejercicios de aprendizaje 

 

1. Si  𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝟑𝒙 − 𝟏𝟎), hallar 𝒇′(𝒙) 
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Procedimiento 

 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝟑𝒙 − 𝟏𝟎) → 𝒇′(𝒙) =
𝑫𝒙(𝟑𝒙 − 𝟏𝟎)

(𝟑𝒙 − 𝟏𝟎) 𝐥𝐧 𝒆
 

𝒚′ =
𝟑

𝟑𝒙−𝟏𝟎
 , recuerde que 𝐥𝐧 𝒆 = 𝟏 

 

2. Si  𝒚 = 𝐥𝐧(𝟓𝒙𝟒 + 𝟖𝒙 − 𝟏𝟐),  hallar  𝒚′
 

 

Procedimiento 

 

𝒚′ =
𝑫𝒙(𝟓𝒙𝟒 + 𝟖𝒙 − 𝟏𝟐)

(𝟓𝒙𝟒 + 𝟖𝒙 − 𝟏𝟐) ∗ 𝐥𝐧 𝒆
→ 𝒚′ =

𝟐𝟎𝒙𝟑 + 𝟖

𝟓𝒙𝟒 + 𝟖𝒙 − 𝟏𝟐
 

 

Nota: en algunos casos para derivar funciones logarítmicas es necesario aplicar previamente una o 

varias de las propiedades de los logaritmos.  Dichas propiedades se enuncian a continuación: 

 

 Logaritmo de una potencia: 

𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒂𝒏 = 𝒏 ∗ 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒂 
 
 

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

1. Ejemplo 1: Obtenga la primera derivada de: 

 

𝒚 = 𝐥𝐧(𝟑𝒙 − 𝟒)𝟒 

 

Procedimiento 

 Se aplica la propiedad del  logaritmo de una potencia: 

 

𝒚 = 𝐥𝐧(𝟑𝒙 − 𝟒)𝟒 = 𝟒 𝐥𝐧(𝟑𝒙 − 𝟒) 
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 Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo natural: 

 

 

𝒚′ = 𝟒 ∗
𝑫𝒙(𝟑𝒙 − 𝟒)

(𝟑𝒙 − 𝟒) ∗ 𝐥𝐧 𝒆
→ 𝒚′ = 𝟒

𝟑

(𝟑𝒙 − 𝟒)
=

𝟏𝟐

𝟑𝒙 − 𝟒
 

 

 

Derivada de las funciones trigonométricas: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE 

 

 

1. Halle la primera derivada de: 

𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟏) 

 

Procedimiento 

 Se aplica la propiedad para derivar la función seno: 

 

 

 

Sea  𝒖 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟏 → 𝒖′ = 𝟔𝒙 + 𝟓 

  

𝒚 = 𝒇(𝒙) 𝒚′ = 𝒇′(𝒙) 

𝐬𝐢𝐧𝒖 𝐜𝐨𝐬𝒖 ∗ 𝒖′ 

𝐜𝐨𝐬 𝒖 −𝐬𝐢𝐧𝒖 ∗ 𝒖′ 

𝐭𝐚𝐧𝒖 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒖 ∗ 𝒖′ 

𝐜𝐨𝐭 𝒖 −𝒄𝒔𝒄𝟐𝒖 ∗ 𝐜𝐨𝐭 𝒖 ∗  𝒖′ 

𝐬𝐞𝐜 𝒖 𝐬𝐞𝐜 𝒖 ∗ 𝐭𝐚𝐧𝒖 ∗ 𝒖′ 

𝐜𝐬𝐜 𝒖 −𝐜𝐬𝐜𝒖 ∗ 𝐜𝐨𝐭 𝒖 ∗ 𝒖′ 

𝐲 = 𝐬𝐢𝐧𝒖 𝒚′ = 𝐜𝐨𝐬𝒖 ∗ 𝒖′ 
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 Derivando se tiene: 

𝒚′ = 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙
𝟐
+𝟓𝒙−𝟏)∗  𝟔𝒙+𝟓 

 Ordenando la derivada: 

𝒚′ = (𝟔𝒙+𝟓)∗ 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙
𝟐
+𝟓𝒙−𝟏) ∗  

 

2.  Hallar  la primera derivada de: 

 

𝐲 = 𝐬𝐢𝐧 (
𝟑𝒙 + 𝟏

𝟐𝒙 − 𝟑
) 

 

 

Procedimiento 

 

 Se aplica la propiedad para derivar la función seno: 

 

 

 

Sea 𝒖 =
𝟑𝒙+𝟏

𝟐𝒙−𝟑
→ 𝒖′ =

𝟑(𝟐𝒙−𝟑)−𝟐(𝟑𝒙+𝟏)

(𝟐𝒙−𝟑)𝟐
=

𝟔𝒙−𝟗−𝟔𝒙−𝟐

(𝟐𝒙−𝟑)𝟐
= −

𝟏𝟏

(𝟐𝒙−𝟑)𝟐
 

 

 

𝒚′ = 𝐜𝐨𝐬 (
𝟑𝒙 + 𝟏

𝟐𝒙 − 𝟑
) ∗ −

𝟏𝟏

(𝟐𝒙 − 𝟑)𝟐
 

 

 Ordenando la derivada: 

𝒚′ = −
𝟏𝟏

(𝟐𝒙 − 𝟑)𝟐
∗ 𝐜𝐨𝐬 (

𝟑𝒙 + 𝟏

𝟐𝒙 − 𝟑
) 

 

  

𝐲 = 𝐬𝐢𝐧𝒖 𝒚′ = 𝐜𝐨𝐬𝒖 ∗ 𝒖′ 
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b. LEYES BÁSICAS DE INTEGRACIÓN. 

  

 

Ejercicios de aprendizaje 

 

 

Ejemplo 1: 

 

 

__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 2: 

 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo3: 

 

a)  

b)  
 

c)  
 

Ejemplo 4: 

 

 

__________________________________________________________ 

 
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Ejemplo 5: 

 

a)  

________________________________________________________ 

 

b)  

________________________________________________________ 

 

c)  

________________________________________________________ 

 

Ejemplo 6: 

 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 7: 

 

 
__________________________________________________________ 

 

  

 

Donde k es una constante. 

 

Podemos ver que se efectúa la integral de la función, el resultado se multiplica por la constante k y al final sólo 

se escribe una sola constante de integración. 

 

  

  Cydy

Cedxe xx 

Ca
a

dxa xx  ln

1

Cdx xx  5
5ln

1
5

Cdx xx  7
7ln

1
7

        CxkFdxxfkdxxkf
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Ejercicios de aprendizaje 

 

 

Ejemplo1: 

  

 __________________________________________________________ 

Ejemplo2: 

 
__________________________________________________________ 

Ejemplo3: 

 

__________________________________________________________ 

Ejemplos4: 

 

__________________________________________________________ 

 
Ejemplo 5: 

 
__________________________________________________________ 

Ejemplo 6: 

 

__________________________________________________________ 

Ejemplos 7: 

 
__________________________________________________________ 

Ejemplo 8:
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__________________________________________________________ 

Ejemplo 9: 

 

__________________________________________________________ 

Ejemplo 10:  

 
__________________________________________________________ 

Ejemplo11:  

 
__________________________________________________________ 

Ejemplo12: 

 Ya que es una constante. 

__________________________________________________________ 

Ejemplo13: 

 

__________________________________________________________ 

 

  

Esto es: La integral de una suma (o diferencia) es igual a la suma (o diferencia) de las integrales. 

 

Para aplicar la ley, se efectúa cada derivada independientemente y al final escribimos una sola 

constante de integración C. 

 

 

Ejercicios de aprendizaje 

 

 

Ejemplo 1 

 

 
__________________________________________________________ 
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Ejemplo 2 

 

 
 

 

SOLUCIÓN 

 

 
 

 
 

Simplificando: 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 3 

 

 
 

 
 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 4 

 

 
 

 
  

   dxxxx 9837 24

  dxxdxdxxdxx 9837 24

Cx
xxx

 9
2

8

3

3

5

7 235

Cxxx
x

 94
5

7 23
5

dx
x

xxx




2

864 35

   


dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

xxx

2

8

2

6

2

4

2

864 3535

cx
xx

dxdxxdxx    4
4

3
5

2432
45

34

 dxz 35

  cxzdxzdxz 333 555
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Esto debido a que se está integrando  y no se está integrando  

__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 5 

 

 
 

 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 6 

 

 
 

 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 7 

 

 
__________________________________________________________ 

 

Ejemplo 8  

 

 
__________________________________________________________ 

x z

dqqq 







 5

3

2
3 2

cq
qq

dqqdqdqqdqqq 







  5

23

2

3
35

3

2
35

3

2
3

23
22

cqqq  5
3

1 23

   dyyy 2/32

c
yy

dyydyydyyydyyy 
















   32

3

42

3

2

3

2

3
34

23232

cyy  34

2

1

4

1

cdxdx
x

xx   2ln

2
*3232*3

  cdxdx
x

x
x

5ln

5

7

1
5

7

1

7

5
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 Integración con condiciones iniciales. Las condiciones iniciales nos permiten 

determinar el valor de la constante C.  Es decir entre muchas funciones, nos permite 

determinar una única función. 

 

 

Ejercicios de aprendizaje 

 

 

Ejemplo1 

 

Sí.  ,  y .  Determine:  

 

NOTA: El procedimiento a seguir para este y para cualquier otro ejemplo es el siguiente: 

 

1. Escriba una notación para la derivada que permita visualizar las dos variables. 

 
 

.  También se puede escribir como:    esto es. 

 

. Se utilizará la notación:.  

 

2. La ecuación dada se llama una Ecuación Diferencial (porque es una ecuación que incluye 

derivadas). 

 

 

3. Se independizan las dos variables.  Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el )  y todo 

lo que tenga  al lado contrario. 

 

Separando variables queda: 

 

xxf 5)('  4)1( f )(xf

)(' xf
 

dx

dy
ó

dx

xfd )(

 
dx

dy

dx

xfd
xf 

)(
)('

dx

dy

x
dx

dy
5

dx

)(xfy 

xdxdy 5

http://www.remington.edu.co/


 Dirección de Educación a Distancia y Virtual  

Asignatura trasversal         Pág. 36 

Ecuaciones Diferenciales 

 

Corporación Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000  Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington  

Página Web: www.remington.edu.co- Medellín - Colombia 

 

4. Integrando en ambos lados.  No es necesario colocar dos constantes de integración. 

 

. 

 

5. Resolviendo la integral: 

 

 
 

Recuerde que   y es  lo  mismo    que  f(x) (  ) 

 

6. Luego se utiliza la condición inicial o valor en la frontera para hallar C. 

 

Para este caso la condición inicial es f (1) = 4.  Esta condición quiere decir:  

 

Para x = 1,  y = 4 

 

Se va a la función obtenida y  se reemplaza tanto x como y,  resulta una ecuación con una incógnita 

que es C,  Despejando se tiene: 

 

Para x = 1, y = 4  Reemplazando x e y en el modelo se tiene: 

 

 
 

La función queda:  

 

  xdxdy 5

C
x

y 
2

5 2

)(xfy 

 
CCCCC 




2

3

2

58

2

5
4

2

5
4

2

15
4

2

2

3

2

5 2


x

y
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Se ha contestado la primera pregunta.  

 

a. Con la función obtenida se pueden encontrar valores de x o de y según se necesite. 

b.  
 

c.  

 

d.  
 

 

 
 

e. ¿Qué valor tiene la x cuando y = 7? 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

  

2

3

2

5
)(

2


x

yxf

)3(f

24
2

48

2

3

2

45

2

3

2

)3(5
)3(

2




f

)2(f

2

23

2

3

2

20

2

3

2

)2(5
)2(

2

f

2

3
*2

2

5
*27*2

2

3

2

5
7

22


xx

3514 2  x

25314 x

5

11
511 22  xx

5

11
x
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Integrales Trigonométricas 

∫𝑺𝒆𝒏 𝒙 𝒅𝒙 
= −𝐜𝐨𝐬𝒙 + 𝑪 

∫𝑪𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 𝐒𝐞𝐧𝒙 + 𝑪  

∫𝑻𝒂𝒏𝒙 𝒅𝒙 

 

= −𝐥𝐧|𝑪𝒐𝒔 𝒙|+𝑪 

∫𝑪𝒔𝒄 𝒙 𝒅𝒙 

 

=   

𝐥𝐧|𝑪𝒔𝒄 𝒙 + 𝑪𝒐𝒕 𝒙| + 𝑪 

∫𝑺𝒆𝒄 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 

𝐥𝐧|𝑺𝒆𝒄 𝒙 + 𝑻𝒂𝒏 𝒙| + 𝑪 

∫𝑪𝒐𝒕 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 𝐥𝐧|𝑺𝒆𝒏 𝒙| + 𝑪 

 

∫𝑺𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 𝑻𝒂𝒏 𝒙 + 𝑪 

∫𝑪𝒔𝒄 𝒙. 𝑪𝒐𝒕 𝒙 𝒅𝒙 

 

 

 −𝑪𝒔𝒄 𝒙 + 𝑪  
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∫𝑺𝒆𝒄 𝒙. 𝑻𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

  

= 𝑺𝒆𝒄 𝒙 + 𝒄  

∫𝑪𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 

  

= −𝑪𝒐𝒕 𝒙 + 𝒄  

 

Integrales Trigonométricas Inversas 

∫𝒂𝒓𝒄 𝑺𝒆𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

 
 

= 𝟏

√𝟏−𝒙𝟐
+C 

 
 

 

∫𝒂𝒓𝒄 𝑪𝒔𝒄 𝒙 𝒅𝒙 

 
 

=  
−𝟏

|𝒙|√𝒙𝟐−𝟏
+C 

∫𝒂𝒓𝒄 𝑪𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 

= 
 

=  
−𝟏

√𝒙𝟐−𝟏
+C 

 

∫𝑨𝒓𝒄 𝑺𝒆𝒄 𝒙 𝒅𝒙 

 = 
 

= 𝟏

|𝒙|√𝒙𝟐−𝟏
+C 

∫𝒂𝒓𝒄 𝑻𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

= 
 

= 𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
+ 𝑪 

∫𝒂𝒓𝒄 𝑪𝒐𝒕 𝒙 𝒅𝒙 
= −𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
+ 𝑪 
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Integrales Trigonométricas Hiperbólicas 

∫𝑺𝒆𝒏 𝒉 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 𝐜𝐨𝐬𝒉 𝒙 + 𝑪 

∫𝑪𝒐𝒔 𝒉 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 𝐬𝐞𝐧𝒉 𝒙 + 𝑪 

 

∫𝑻𝒂𝒏 𝒉 𝒙 𝒅𝒙 

  

= 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬𝒉 𝒙) + 𝑪 

 

∫𝑪𝒔𝒄 𝒉 𝒙 𝒅𝒙 

  

= 𝐭𝐚𝐧(𝐬𝐞𝐧 𝐡𝒉 (
𝒙

𝟐
)) + 𝑪 

∫𝑺𝒆𝒄 𝒉 𝒙 𝒅𝒙 

 

=  

𝐭𝐚𝐧(𝒔𝒆𝒏 𝒉 𝒙) + 𝑪 

∫𝑪𝒐𝒕 𝒉 𝒙 𝒅𝒙 

 

= 𝐥𝐧(𝒔𝒆𝒏 𝒉 𝒙) + 𝑪 

 

 

PASOS PARA LA INTEGRACIÓN DE EXPRESIONES TRIGONOMÉTRICAS 

 

Para la integración de expresiones trigonométricas, se debe tener en cuenta los siguientes aspectos. 

 

Nota: No necesariamente este es el orden a seguir. 
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1. Determine inicialmente si la integral presenta la forma de alguna de las fórmulas básicas; 

Si es así efectuamos la integral. 

 

2. Cuando hay una sola expresión trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma 

lo que está dentro de la expresión trigonométrica, es decir el ángulo. 

 

3. Cuando hay dos o más expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de 

variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas. 

 

4. Lleve las expresiones trigonométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y 

del coseno.  (Esto a veces funciona). 

 

5. Si es necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas. 

 
 

Ejercicios de aprendizaje: 

 

Ejemplo1: 

 

 
 

SOLUCIÓN 

 

 
Reemplazando en la integral: 

 

 

 

 ___________________________________________________________________ 

  

 dxxx 32 cos3

dx
x

du
dxxduxu 

2

23

3
3

   Csenuudu
x

du
uxdxxx cos

3
cos3cos3

2

232

Csenxdxxx 
332 cos3
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Ejemplo 2: 

 

 
 

SOLUCIÓN 

 

 
 

 Reemplazando en la integral: 

 

 
 

 Utilizando la identidad: 

 
 

 La integral queda: 

 

  

 ___________________________________________________________________ 

 
dx

xsen

x
  23 22

dx
x

du
xdxduxu 

6
623 2

 
du

usenx

du

usen

x
dx

xsen

x
 

 2222

1

6

1

6
*

23

usen
u

senu
u

2

2 1
csc

1
csc 

 
  Cuududu

usen
dx

xsen

x


  cot
6

1
csc

6

11

6

1

23

2

222

 
  Cxdx

xsen

x


 23cot
6

1

23

2

22
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Ejemplo 3 

 

 
 

Acá el cambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigonométricas, en este caso 

por coseno. 

 

 

 

Reemplazando en la integral: 

 

 
 

 
___________________________________________________________________ 

 

Ejemplo 4: 

  

SOLUCIÓN 

 

 dx
x

senx
5cos

dx
senx

du
sendxduxu 


 cos

 








 C
u

C
u

duudu
usenx

du

u

senx
dx

x

senx
4

4
5

555 4

1

4

1
*

cos

CxC
x

dx
x

senx


4

45
sec

4

1

cos4

1

cos

   dxx 75tan

dx
du

dxduxu 
5

575
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___________________________________________________________________ 

 

Ejemplo5:  

 

 

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell1 

 

Resolver:  

  

 
 

SOLUCIÓN 

 

  

 

 

  

                                                           
1 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Cálculo con geometría analítica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 389. 

    Cu
du

udxx   secln
5

1

5
*tan75tan

    Cx
du

udxx   75secln
5

1

5
*tan75tan




dx
x

xx

sen

cossen

dx
senx

x
dx

senx

senx
dx

senx

x

senx

senx
dx

senx

xsenx
 










 coscoscos

dx
senx

x
dx  

cos

xdx 
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___________________________________________________________________ 

 

EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO 

 

 

Halle la primera derivada para cada una de las siguientes funciones. 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

 

dx
x

du
x

dx

du
senxudx

senx

x
 cos

cos
cos

CsenxCudu
ux

du

u

x
dx

senx

x
   lnln

1

cos

coscos

Csenxdx
senx

x
 ln

cos




dx
x

xx

sen

cossen
Csenxx  ln

  xx
x

xxf  134
5

3
9

2

3

     23734 xxxf 

     xxxf 2735
3



   42 476  xxxf

35

27






x

x
y

 323

24

x

x
y






  3

43

25






x

x
xh
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8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

13.  

14.  

 

 

Resolver las siguientes integrales utilizando los métodos vistos: 

1.  

 

2.  

 

3.  

 

4.  

 

5.  

2.4. Tema 2 Definición Ecuaciones Diferenciales 

 

 

Definición: 

 

Es aquella que relaciona, de manera no trivial*, a una función 

desconocida  y una o más derivadas de esta función desconocida con 

respecto a una o más variables independientes.      

 

   17  xsenxg

  













2

310
tan

x
xf

   5325sec  xxxf

  













927

311
ln

2 xx

x
xh

  xx exg  23

  xsenxxf ln

 
x

x
xf

38

13cos






dx
x

xxxx
 



2

109865 234

dxxx 42 13

 dxxxsen  357 2

 dxx 23 cottan





dx

xx

x

5 2 323

13
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ECUACIÓN CARACTERÍSTICA 

Ecuación Diferencial ordinaria Cuando la función desconocida  

depende de una sola variable. 

Ecuación Diferencial Parcial Cuando la función desconocida  depende de más 

de  más de una variable. 

 

 

*Cuando se hace referencia a la “Manera no Trivial”, se tiene como propósito descartar 

ecuaciones diferenciales que satisfacen la definición, son siempre verdaderas sin importar cuál sea 

la función desconocida (realmente son identidades, por ejemplo: 

ECUACIÓN CARACTERÍSTICA 

𝑺𝒆𝒏𝟐 (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) + 𝑪𝒐𝒔𝟐 (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) = 𝟏 

Esta ecuación la satisface cualquier 
función que sea derivable en una 

variable. 

  

Es claro que corresponde al Producto 

Notable: 

(𝒙 − 𝒚) 𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 

Por lo cual la función la satisface 

cualquier función derivable. 

(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚)𝟑 = (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟑 + 𝟑(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟐 ∗ 𝒚 + 𝟑

𝒅𝒚

𝒅𝒙
∗ 𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 

Es claro que corresponde al Producto 
Notable: 

(𝒙 + 𝒚) 𝟑 = 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐𝒚 + 𝟑𝒙𝒚𝟐

+ 𝒚𝟑 

Por lo cual la función la satisface 
cualquier función derivable 

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) =  𝒔𝒆𝒄𝟐(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) 

Esta ecuación la satisface cualquier 
función que sea derivable en una 

variable. 

𝟓
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟔𝒚 = 𝟔 

Esta ecuación la satisface cualquier 

función que sea derivable en una 
variable. 

(𝒙𝟑 − 𝒚𝟐)𝒅𝒙 + (𝒙𝟒 + 𝒚−𝟑)𝒅𝒚 = 𝟏𝟎 Esta ecuación la satisface cualquier 
función que sea derivable en una 
variable. 
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DEFINICIONES FUNDAMENTALES 

En este aparte,  el trabajo se centrará en las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.  

 
 

Se entiende por Ecuación Diferencial Ordinaria aquella que tiene: 

 

𝒚 𝒄𝒐𝒎𝒐 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 𝑫𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 y 

    𝒙 𝒄𝒐𝒎𝒐 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 𝑰𝒏𝒅𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 
 

Se expresa en de la forma: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦(1), 𝑦(2), … , 𝑦(𝑛) = 0 

 

Dada para algún entero positivo 𝒏 . Despejando de esta ecuación la derivada más alta, se obtienen 

una o más ecuaciones de orden 𝒏 de la forma: 

𝑦(𝑛) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑦(1), 𝑦(2), … , 𝑦(𝑛−1) 

 
Lo anterior lo podemos mirar a través de un ejemplo que mostrará claramente lo que se pretende 

mostrar: 

 
 

(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)
𝟐

+ 𝒙(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) − 𝒙𝟐 = 𝟎 

 

Esta ecuación es equivalente a las Ecuaciones Diferenciales: 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

√𝒙𝟐+𝟒𝒚−𝒙

𝟐
    y  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

−√𝒙𝟐+𝟒𝒚−𝒙

𝟐
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 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL: 

 

Es aquella de primer grado en la variable dependiente y sus derivadas, por lo tanto la Ecuación 

lineal (ordinaria) general de orden 𝒏 (se puede decir  que una ecuación diferencial es lineal si lo es 

en todas sus derivadas y también en su Variable dependiente),  está dada por: 

 

𝑷𝟎(𝒙)𝒚𝒏−𝟏 + ⋯+ 𝑷𝒏−𝟏(𝒙) (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) + 𝑷𝒏(𝒙)𝒚 = 𝒓(𝒙) 

 

Nota: Una ecuación diferencial que no pueda expresarse de esta forma no es lineal. 

 

Ejemplo 1: 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟑𝒙 (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)  + 𝒚

= 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

Los términos 𝟑𝒙 (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) y 𝐬𝐢𝐧 𝒙, no 

alteran el hecho de que la ecuación 

sea lineal, ya que, por definición dicha 

condición viene determinada 

únicamente por la manera de 

relacionarse entre si la variable 

dependiente y sus derivadas. 

Ejemplo 2: 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟒𝒙𝒚 = 𝟎 

 

Ecuación Diferencial Ordinaria Lineal 

de primer orden. 

Ejemplo 3: 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒚 = 𝟎 

Ecuación Diferencial Ordinaria Lineal 

de segundo orden. 

ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES 

Ejemplo 4: 

 

Es no Lineal ya que aparece en uno 

de sus términos la variable 𝒚 
multiplicada por una de sus 

derivadas: 
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𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟐𝒚(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) + 𝒚

= 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝟐𝒚(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) 

Ejemplo 3 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒔𝒆𝒏 𝒚 = 𝟎 

Es no Lineal, ya que en ella 

interviene la función 𝒔𝒆𝒏 𝒚, la cual 

es una función no lineal de 𝒚 

OTRAS ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES 

1.      
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝟓(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟑 − 𝟒𝒚 = 𝒙 

 

2.      𝒚 (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) − 𝟐𝒙 = 𝟐 

 

3.     (𝒙 + 𝒚)𝒅𝒙 + (𝒙 − 𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

 

4.       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒚 = 𝒆𝒚 

 

5.       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− −𝒚 = 𝐜𝐨𝐬𝒚 

 
 

 Orden de una ecuación Diferencial 

 

El orden de una Ecuación Diferencial es igual al de la derivada de más alto 
orden que aparece de manera no trivial en la ecuación, en otras palabras, la 
derivada de más alto orden determina el orden de los factores de la 

Ecuación Diferencial. 
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Ejemplos: 

 
 

ECUACIÓN ORDEN 

𝟏.       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒙𝒚 = 𝟎 

Ecuación Diferencial de primer orden. 

𝟐.       𝒙𝒚 +
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

Ecuación Diferencial de segundo orden. 

𝟑.      
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
+

𝟓𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝟏𝟐 

Ecuación Diferencial de cuarto orden. 

 
 
 

 Grado de una Ecuación Diferencial 

 

Escriba aquí la ecuación. 

El grado de una Ecuación Diferencial está dado por el exponente entero 

positivo de la derivada más alta presente en la ecuación. 

 
 
 

Ejemplos: 

 

ECUACIÓN ORDEN y GRADO 

𝟏.   
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟓(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)
𝟑

+ 𝟒𝒚

= 𝒙 

Ecuación Diferencial Ordinaria de segundo 

orden y de primer grado. 

𝟐.      (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟐 + 𝟑𝒙𝒚 = 𝟎 

Ecuación Diferencial Ordinaria de primer  

orden y de segundo grado. 

 
 

 

 Algunas Aplicaciones 
 

1. Para la Sicología surge una Ecuación Diferencial que representa un modelo de 
aprendizaje: 
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𝒅𝒚

𝒅𝒕
=

𝟐𝒑

√𝒏
𝒚

𝟑

𝟐(𝟏 − 𝒚)
𝟑

𝟐 

Dónde: 

 La variable 𝒚 representa el nivel de habilidad del individuo como una función del tiempo 𝒕 
 

 Las constantes 𝒑 y 𝒏 dependen del individuo considerado y de la naturaleza de la tarea 
que se esté aprendiendo. 

 

Nota: Esta Ecuación Diferencial es: 

 De primer orden,  

 No lineal, y  

 No homogénea.  

 

2. Esta ecuación diferencial surge en el estudio de circuitos eléctricos que consisten de: 

 Un inductor 𝑳,  

 Corriente 𝒒, 

 Un resistor 𝑹, y  

 Un capacitor 𝑪, al cual se aplica una fuerza electromotriz 𝑬(𝒕) . 

 
 

        𝑳
𝒅𝟐𝒒

𝒅𝒕𝟐
+ 𝑹

𝒅𝒒

𝒅𝒕
+

𝟏

𝑪
𝒒 = 𝑬(𝒕) 

 

Nota: Esta Ecuación Diferencial es de: 

 

 Segundo orden,  

 

 Lineal con coeficientes constantes, y  

 

 No homogénea.  
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3. Otras Ecuaciones Diferenciales 

 

ECUACIÓN CARACTERÍSTICA 

𝒚𝟑 + 𝒚𝟐 − 𝟓𝒚 = 𝟎 Es de:  

 Orden 3,  

 Lineal con coeficientes 

constantes,  

 Homogénea. 

𝒙(
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
)𝟐 +

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝑪𝒐𝒔 (𝒙𝒚) 

Es de: 

 Primer orden,  

 No lineal, y  

 No homogénea. 

(𝒙𝟐 + 𝟏)(
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐) + 𝑺𝒆𝒏 𝒙 (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) + 𝟒𝒚 = 𝒙 𝑪𝒐𝒔𝒙 

Es de: 

 Segundo orden,  

 Lineal con coeficientes 

variables,  

 No homogénea. 

 

Nota: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales como se muestra en 
los siguientes ejemplos: 

ECUACIÓN CARACTERÍSTICA 

𝝏𝒖

𝝏𝒕
= 𝒄𝟐

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
 

Se conoce como la ecuación de 

calor y es de: 

 Primer orden en 𝒕, 
 Segundo orden en 𝒙. 

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
= 𝟎 

Se conoce como la ecuación de 
Laplace y es de: 

 Segundo orden en 𝒙, y  

 Segundo orden en 𝒚. 
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𝒄𝟐 (
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
) =

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒕𝟐
 

Se conoce como la ecuación de 
onda y es de: 

 Segundo orden en 𝒙,   

 Segundo orden en 𝒚, y 

 Segundo orden en 𝒕. 

Nota 1: Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda 

tienen un enorme significado para la Física Teórica y su estudio ha estimulado 

el desarrollo de muchas ideas matemáticas relevantes. 

Nota 2: Las ecuaciones diferenciales parciales aparecen en problemas 

relacionados con: 

 Campos eléctricos,  

 Dinámica de fluidos,  

 Difusión, y  

 Movimiento ondulatorio.  

Su teoría es muy diferente de la de las ecuaciones diferenciales 
ordinarias y notablemente más difícil en casi todas sus facetas. 

 

 

Ejercicio de Aprendizaje:  

 

El siguiente ejemplo es tomado del libro Ecuaciones diferenciales de Moisés Villena Muñoz, 
capítulo I. 

 

Determinar si la función de primer orden 𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟒

𝟏𝟔
 es solución de la ecuación 

 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒙𝒚

𝟏

𝟐 = 𝟎. 
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Procedimiento: 

 

1. Se obtiene la derivada de la función 𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟒

𝟏𝟔
, esto es: 

 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟒𝒙𝟑

𝟏𝟔
, Simplificando se tiene:  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟑

𝟒
 

 

2. Reemplazando esta derivada  en  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒙𝒚

𝟏

𝟐 = 𝟎, se tiene que: 
 

𝒙𝟑

𝟒
− 𝒙(

𝒙𝟒

𝟏𝟔
)

𝟏

𝟐

= 𝟎 →
𝒙𝟑

𝟒
− 𝒙(

𝒙
𝟒

𝟐

𝟏𝟔
𝟏

𝟐

) = 𝟎 →
𝒙𝟑

𝟒
− 𝒙(

√𝒙𝟒

√𝟏𝟔
) = 𝟎 → 

 
𝒙𝟑

𝟒
−  𝒙 (

𝒙𝟐

𝟒
) = 𝟎, Efectuando el producto indicado, se tiene: 

 

𝒙𝟑

𝟒
−

𝒙𝟑

𝟒
= 𝟎 − − − −→ 𝟎 = 𝟎 

 

Por lo tanto, la función 𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟒

𝟏𝟔
, es solución para la Ecuación 

Diferencial     
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒙𝒚

𝟏

𝟐 = 𝟎. 

 
Dadas las siguientes Ecuaciones Diferenciales, determine: su orden, si es 

Ordinaria o Parcial y si es Lineal o no Lineal: 
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EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO 

 

*Ecuación Diferencial Características 

1. 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 − 𝟒
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 = 𝒙𝟒 

 

2. 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + (𝒂 + 𝒃𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝒚 =

𝟎 

 

3. 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝟔
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝟓
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 =

𝒆𝒙 

 

4. 
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒 + 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚𝟐 = 𝟎 

 

5. 
𝒅(𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)

𝒅𝒙
+ 𝒙𝒚 = 𝟎 

 

6. (𝒙 + 𝒚)𝒅𝒚 = (𝒙 − 𝒚)𝒅𝒙  

7. 𝒂𝟐 𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐 = 𝒖
𝝏𝒖

𝝏𝒕
 

 

8. 
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐 +
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐 +
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒛𝟐 =

𝝋(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

 

*Taller tomado de C. Ray Wylie, páginas 7 y 8. 

 

 

PISTAS DE APRENDIZAJE 

Tener en cuenta que:   Se entiende por Ecuación Diferencial Ordinaria aquella que tiene: 

 𝒚 𝒄𝒐𝒎𝒐 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 𝑫𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆, y  

 𝒙 𝒄𝒐𝒎𝒐 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 𝑰𝒏𝒅𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 

 

Tener presente que: El grado de una Ecuación Diferencial está dado por el exponente entero 
positivo de la derivada más alta presente en la ecuación. 
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Traer a la memoria que: El orden de una Ecuación Diferencial es igual al de la derivada de más 
alto orden que aparece de manera no trivial en la ecuación, en otras palabras, la derivada de 
más alto orden determina el orden de los factores de la Ecuación Diferencial. 

Tener en cuenta que: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales. 

Tener presente que: Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda tienen 

un enorme significado para la Física Teórica y su estudio ha estimulado el desarrollo de muchas 

ideas matemáticas relevantes. 

 

 
 

  

http://www.remington.edu.co/


 Dirección de Educación a Distancia y Virtual  

Asignatura trasversal         Pág. 58 

Ecuaciones Diferenciales 

 

Corporación Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000  Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington  

Página Web: www.remington.edu.co- Medellín - Colombia 

 

3.  UNIDAD 2 SOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

 

3.1. Relación de Conceptos 

 

 
 

 

 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden: Una ecuación diferencial ordinaria 

de primer orden es una ecuación diferencial ordinaria donde intervienen derivadas de 

primer orden respecto a una variable independiente. 

 

 Ecuaciones Diferenciales lineales con Coeficientes Constantes: La resolución de 

ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales se simplifica mucho si las ecuaciones 

son de coeficientes constantes. En el caso de una ecuación de primer orden la búsqueda 

de un factor integrante nos lleva en la mayoría de los casos a una ecuación en derivadas 

parciales. Si la ecuación es de orden superior, a no ser que sea una ecuación de Euler o 

similar, tendremos que proponer una solución que no viene dada, en general, por 

funciones elementales. 
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 Ecuaciones Diferenciales Lineales simultáneas: Las ecuaciones diferenciales ordinarias 
simultáneas consisten en dos o más ecuaciones con derivadas de dos o más funciones 
desconocidas de una sola variable independiente.  

 
 

OBJETIVO GENERAL  

 

 

Solucionar Ecuaciones Diferenciales:  

 

o Ordinarias de Primer Orden.  

o Lineales con Coeficientes Constantes. 

o Lineales Simultáneas. 

 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS: 

 

 

 Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden. 

 

 Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales con Coeficientes Constantes. 

 

 Solucionar Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales Simultáneas. 

 

3.2. PRUEBA INICIAL 

 

En esta prueba se realizará un repaso de la unidad 1, fundamental para el desarrollo de las unidades 

2 y3. 

 

1. Defina e ilustre con ejemplos cada uno de los siguientes conceptos: 

a. ¿Qué es una Ecuación Diferencial Ordinaria (EDO)? 

b. ¿Cómo se determina el Grado de una ecuación Diferencial? 

c. ¿Cómo se determina el Orden de una ecuación Diferencial? 

http://www.remington.edu.co/


 Dirección de Educación a Distancia y Virtual  

Asignatura trasversal         Pág. 60 

Ecuaciones Diferenciales 

 

Corporación Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000  Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington  

Página Web: www.remington.edu.co- Medellín - Colombia 

 

2. Identifique y resuelva las siguiente Ecuación Diferencial: 

 𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟔

𝟏𝟔
 es solución de la ecuación  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒙𝒚

𝟏

𝟑 = 𝟎. 
 

 

3. Dadas las siguientes Ecuaciones Diferenciales, determine: su orden, si es Ordinaria o Parcial 

y si es Lineal o no Lineal: 

 

*Ecuación Diferencial Características 

9. 
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑 − 𝟒
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 = 𝒙𝟒 

 

10. 
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒 + (𝒂 + 𝒃𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝒚 = 𝟎 
 

11. 
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒 + 𝟔
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝟓
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 =

𝒆𝒙 

 

12. 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚𝟐 = 𝟎 

 

13. 
𝒅(𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)

𝒅𝒙
+ 𝒙𝒚 = 𝟎 

 

14. (𝒙 + 𝒚)𝒅𝒚 = (𝒙 − 𝒚)𝒅𝒙  

15. 𝒂𝟐 𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐 = 𝒖
𝝏𝒖

𝝏𝒕
 

 

16. 
𝝏𝟑𝒖

𝝏𝒙𝟑 +
𝝏𝟑𝒖

𝝏𝒚𝟑 +
𝝏𝟑𝒖

𝝏𝒛𝟑 = 𝝋(𝒙, 𝒚, 𝒛) 
 

*Taller tomado de C. Ray Wylie, páginas 7 y 8. 

 

 

3.3. Tema1: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias De Primer Orden  

 

Definición:  

Una Ecuación Diferencial ordinaria de primer orden, es una ecuación  donde 

intervienen derivadas de primer orden respecto a una variable independiente. 
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Se pueden expresar, junto con su condición inicial, en forma:  

a. Explícita: 

    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇 (𝒙, 𝒚) 

 

𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 
 

 
 

b. Implícita: 

 

𝒇 (𝒙, 𝒚,
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) = 𝟎, 𝒄𝒐𝒏 𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 

 
 

Ejercicios enunciados tomados de: B, González, D, Hernández y otros; Matemática Aplicada y 
Estadística.  
 

𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝑨𝒑𝒓𝒆𝒏𝒅𝒊𝒛𝒂𝒋𝒆 𝟏:  Variables Separadas:  
 

Resolver la siguiente Ecuación Diferencial de Primer Orden 

 

(𝟏 + 𝒆𝒙)𝒚 𝒅𝒚 = 𝒆𝒙𝒅𝒙  Hallar la solución que pasa por (𝟎, 𝟏) 
 
Procedimiento 

 

a.  
 

ECUACIÓN OPERACIÓN 

(𝟏 + 𝒆𝒙)𝒚 𝒅𝒚 = 𝒆𝒙𝒅𝒙                                                             

Despejando 𝒚 𝒅𝒚 se tiene 

𝒚 𝒅𝒚 =
𝒆𝒙

𝟏 + 𝒆𝒙
𝒅𝒙 

Integrando a ambos lados, 

∫𝒚 𝒅𝒚 = ∫
𝒆𝒙

𝟏 + 𝒆𝒙
𝒅𝒙 

Efectuando la integración 

http://www.remington.edu.co/


 Dirección de Educación a Distancia y Virtual  

Asignatura trasversal         Pág. 62 

Ecuaciones Diferenciales 

 

Corporación Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000  Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington  

Página Web: www.remington.edu.co- Medellín - Colombia 

𝒚𝟐

𝟐
= 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒄 

Despejando 𝑦 se tiene, 

𝒚𝟐 = 𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒄 Sacando raíz cuadrada a ambos lados 

√𝒚𝟐 = √𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒄  
Se obtiene, 

𝒚 = ±√𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒄  
 

b. Para obtener la solución particular que pasas por el punto (𝟎, 𝟏) , se considera la 

solución positiva de la ecuación: 

 

𝒚 = √𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒄 * 

 

Como esta pasará por el punto     (𝟎, 𝟏), se tiene que 𝒚(𝟎) = 𝟏 
Por lo tanto y reemplazando los valores en la anterior ecuación * se 
tiene que: 

 

  

∗ 𝒚(𝟎) = √𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝟎) + 𝒄 = 𝟏 →              

 
                                                                  
 

                        √𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝟏) + 𝒄 = 𝟏 → √𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝒄 =
𝟏                                         

  
 
Elevando al cuadrado a ambos lados de la ecuación se tiene:                                            
 
                                                          

√𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝒄 
2

= 𝟏2 →  𝟐 𝐥𝐧(𝟐) + 𝒄 = 𝟏 → 𝒄 = 𝟏 − 𝟐 𝐥𝐧𝟐    
 
 
Entonces, la solución particular está dada por: 
 
 

𝒚 = √𝟐 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒄 → 𝒚 = √𝟐[𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) − 𝐥𝐧 𝟐] + 𝟏 → 
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Recuerde que: 𝐥𝐧 𝑨 − 𝐥𝐧𝑩 =  𝐥𝐧 (
𝑨

𝑩
), Propiedades de los logaritmos, entonces: 

 
 

𝒚 = √𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧
𝟏 + 𝒆𝒙

𝟐
  

 
___________________________________________________________________________
_ 
 

𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝑨𝒑𝒓𝒆𝒏𝒅𝒊𝒛𝒂𝒋𝒆 𝟐:  Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 
 
 

Resolver la siguiente Ecuación Diferencial de Primer Orden: 
 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙−𝒚

𝒙
, Se tiene que: 𝒚(𝟏) = 𝟏 

 
Solución: 

 
 

a. Separando denominadores en la segunda parte de la igualdad se tiene: 

 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙

𝒙
−

𝒚

𝒙
→∗

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏 −

𝒚

𝒙
, Otra forma de escribir la ecuación 

 
 

b. Realizando cambio de variable se tendría:  ∗∗ 𝒛 = 𝒚
𝒙 → 𝒚 = 𝒙𝒛, por lo tanto: 

 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒛 + 𝒙

𝒅𝒛

𝒅𝒙
 

 

c. Reemplazando en ∗
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏 −

𝒚

𝒙
  Se tiene: 

 

𝒛 + 𝒙
𝒅𝒛

𝒅𝒙
= 𝟏 − 𝒛 ∗∗→ 𝒙

𝒅𝒛

𝒅𝒙
= 𝟏 − 𝟐𝒛 
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d. Reuniendo las variables iguales a un mismo lado de la ecuación, se tiene: 

 
 

𝒅𝒛

𝟏−𝟐𝒛
=

𝒅𝒙

𝒙
 Multiplicando el numerador y el denominador del primer 

término de la igualdad por −𝟐 se tiene:  

 

−
𝟏

𝟐
∗

(−𝟐)

𝟏−𝟐𝒛
𝒅𝒛 =

𝒅𝒙

𝒙
, Integrando a ambos lados de la igualdad se 

tiene: 
 
 

−
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟏 − 𝟐𝒛) = 𝐥𝐧 𝒙 + 𝒄 → Aplicando la siguiente propiedad de los 

logaritmos: ln 𝑥𝑎 = 𝑎 ln 𝑥, se tiene que: 

 

 𝐥𝐧(𝟏 − 𝟐𝒛)−
𝟏

𝟐 = 𝐥𝐧𝒙 + 𝐥𝐧𝑪 → 𝐥𝐧(𝟏 − 𝟐𝒛)−
𝟏

𝟐 = 𝐥𝐧𝑪𝒙 →(𝟏 − 𝟐𝒛)−
𝟏

𝟐 = 𝑪𝒙 
 
 

𝟏

√𝟏−𝟐𝒛
= 𝑪𝒙 →

𝟏

𝑪𝒙
= √𝟏 − 𝟐𝒛, Elevando al cuadrado ambos lados de la  

 

Ecuación (
1

𝐶𝑥
)
2
= (√𝟏 − 𝟐𝒛)

2
→ (𝟏 − 𝟐𝒛) = 𝑪𝒙−𝟐 → −𝟐𝒛 = 𝑪𝒙−𝟐 − 𝟏 → 𝒛 =

𝟏

𝟐
−

𝑪

𝒙𝟐 → 

 

Nota: Aparentemente se pierde el 2 que multiplica o divide a C, pero este pasa a ser parte de la 
constante. 

 

 

Pero 𝒁 =
𝒚

𝒙
 , Entonces:  

 
𝒚

𝒙
=

𝟏

𝟐
−

𝑪

𝒙𝟐
, despejando 𝒚:→ 𝒚 = 𝒙

𝟏

𝟐
− 𝒙

𝑪

𝒙𝟐 , Simplificando: ∗∗ 𝒚 =
𝒙

𝟐
−

𝑪

𝒙
 

 
 

e. Calculando la solución particular que verifica 𝒚(𝟏) = 𝟏 , 

Reemplazando en ** 𝒚 =
𝒙

𝟐
−

𝑪

𝒙
 

 

𝒚 =
𝟏

𝟐
−

𝑪

𝟏
→ 𝒚 =

𝟏

𝟐
− 𝑪 = 𝟏 → 𝑪 =

𝟏

𝟐
− 𝟏 → 𝑪 = −

𝟏

𝟐
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f. La solución particular buscada, reemplazando en** 𝒚 =
𝒙

𝟐
−

𝑪

𝒙
 está dada por: 

 
 

𝒚 =
𝒙

𝟐
−

−
𝟏

𝟐

𝒙
→ 𝒚 =

𝒙

𝟐
+

𝟏

𝟐𝒙
 

 
____________________________________________________________________________
__ 

 

𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝑨𝒑𝒓𝒆𝒏𝒅𝒊𝒛𝒂𝒋𝒆 𝟑: Ecuaciones Diferenciales Lineales 

 
Resolver la siguiente Ecuación Diferencial Lineal 

 

𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟒𝒚 = 𝒙𝟑 − 𝒙 

 
 
Procedimiento 
 
 

a. Dividiendo por 𝒙 ambos miembros de la igualdad, se tiene: 

 
 

𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙

𝒙
+

𝟒𝒚

𝒙
=

𝒙𝟑

𝒙
−

𝒙

𝒙
→

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝟒

𝒙
𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝟏 

 
 

b. Se multiplica la ecuación por un factor integrante dado por: 
 

𝒆∫
𝟒

𝒙
𝒅𝒙

, realizando la integral indefinida indicada: 

 

= 𝒆𝟒 𝐥𝐧𝒙
, aplicando las propiedades de los logaritmos: 

 

= 𝒆𝐥𝐧 𝒙𝟒
, por propiedades de los logaritmos se obtiene: 

 

= 𝒙𝟒 
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𝒙𝟒 ∗
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙𝟒 ∗

𝟒

𝒙
𝒚 = 𝒙𝟒 ∗ 𝒙𝟐 − 𝒙𝟒 ∗ 𝟏 Efectuando los productos indicados 

 
 

𝒙𝟒 ∗
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟒𝒙𝟑𝒚 = 𝒙𝟔 − 𝒙𝟒, Que se puede expresar como: 

 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒙𝟒𝒚) = 𝒙𝟔 − 𝒙𝟒, integrando a ambos lados: 

 

∫
𝒅

𝒅𝒙
(𝒙𝟒𝒚) = ∫(𝒙𝟔 − 𝒙𝟒)𝒅𝒙 →𝒙𝟒𝒚 =

𝒙𝟕

𝟕
−

𝒙𝟓

𝟓
+ 𝑪 ,dividiendo por 𝒙𝟒 ,se 

tiene: 
 

𝒙𝟒𝒚

𝒙𝟒
=

𝒙𝟕

𝟕

𝒙𝟒
−

𝒙𝟓

𝟓

𝒙𝟒
+

𝑪

𝒙𝟒
→ 𝒚 =

𝒙𝟑

𝟕
−

𝒙

𝟓
+

𝑪

𝒙𝟒
 

 
________________________________________________________________________________
__ 
 

𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝑨𝒑𝒓𝒆𝒏𝒅𝒊𝒛𝒂𝒋𝒆 𝟒:  Ecuaciones Diferenciales Exactas 
 

Resolver la siguiente Ecuación Diferencial: 
 

(𝒙𝟑 + 𝒙𝒚𝟐) + (𝒙𝟐𝒚 + 𝒚𝟑) = 𝟎 
 
 

a. Tomando: 
 

 𝑴 (𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟑 + 𝒙𝒚𝟐 , y 

 

 𝑵 (𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟐𝒚 + 𝒚𝟑 
 
 
Se cumple entonces que: 
 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
(𝒙, 𝒚) =

𝝏(𝒙𝟑 + 𝒙𝒚𝟐)

𝝏𝒚
= 𝟐𝒙𝒚 =

𝝏(𝒙𝟐𝒚 + 𝒚𝟑)

𝝏𝒙
=

𝝏𝑵

𝝏𝒙
(𝒙, 𝒚) 
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Como ambas ecuaciones coinciden, se trata entonces de una Ecuación Exacta, entonces: 
 

𝒖(𝒙, 𝒚) = ∫𝑴(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 + 𝑪(𝒚) = ∫(𝒙𝟑 + 𝒙𝒚𝟐)𝒅𝒙 + 𝑪(𝒚) =
𝒙𝟒

𝟒
+

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟐
+ 𝑪(𝒚) 

 

b. Para calcular 𝑪(𝒚): 
 

𝝏𝒖

𝝏𝒚
(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟐𝒚 + 𝑪′(𝒚) = 𝑵(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟐𝒚 + 𝒚𝟑 → 𝑪′(𝒚) = 𝒚𝟑 

 
 

c. Integrando a ambos lados: 
 

∫𝑪′(𝒚) = ∫𝒚𝟑 → 𝑪(𝒚) =
𝒚𝟒

𝟒
+ 𝑪 

 
 

d. La solución general será: 
 

Recuerde que: 
𝒙𝟒

𝟒
+

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟐
+ 𝑪(𝒚) y 𝑪(𝒚) =

𝒚𝟒

𝟒
+ 𝑪 

 
Reemplazando se tiene que: 
 

𝒖(𝒙, 𝒚) = 𝑪 →
𝒙𝟒

𝟒
+

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟐
+

𝒚𝟒

𝟒
= 𝑪   (𝑪 𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆) 

 
Multiplicando por 4: 
 

𝟒 ∗
𝒙𝟒

𝟒
+ 𝟒 ∗

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟐
+ 𝟒 ∗

𝒚𝟒

𝟒
= 𝟒 ∗ 𝑪 

 
 

Nota: Aparentemente se pierde el 4 que multiplica a C, pero este pasa a ser parte de la 
constante. 
 

𝒙𝟒+𝟐𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝒚𝟒 = 𝑪 → (𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐 = 𝑪       (𝑪 𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆) 
 
________________________________________________________________________________ 
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𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝑨𝒑𝒓𝒆𝒏𝒅𝒊𝒛𝒂𝒋𝒆 𝟓: 𝑬𝒋𝒆𝒓𝒄𝒊𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝑨𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒄𝒊ó𝒏: 
 
Tomado el enunciado de: B, González, D, Hernández y otros; Matemática Aplicada y Estadística  
 

Problema: Inicialmente había 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después de 6 horas 

su masa disminuyó en un 3%. Si en un instante cualquiera la rapidez de desintegración es 
proporcional a la cantidad de sustancia presente, determinarla cantidad que queda después de 24 
horas. 
 
 
Procedimiento 
 
Datos del problema: 
 
𝑺𝒖𝒔𝒕𝒂𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒓𝒂𝒅𝒊𝒂𝒄𝒕𝒊𝒗𝒂 = 𝟏𝟎𝟎𝒎𝒊𝒍𝒊𝒈𝒓𝒂𝒎𝒐𝒔 (𝒊𝒏𝒊𝒄𝒊𝒂𝒍𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆) 
𝑪(𝒕) = 𝑪𝒂𝒏𝒕𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆 𝒔𝒖𝒔𝒕𝒂𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒓𝒂𝒅𝒊𝒂𝒄𝒕𝒊𝒗𝒂 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒊𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 𝒕 
 
 

a. Se sabe que al cabo de 𝟔 𝒉𝒐𝒓𝒂𝒔 quedan: 
 

𝑪(𝟔) = (𝟏𝟎𝟎 − 𝟑)𝒎𝒈 = 𝟗𝟕 𝒎𝒈 : Condiciones iniciales del problema. 
 
 

b. La rapidez de desintegración es proporcional a la cantidad de sustancia presente, es 
decir: 
 
 
𝒅𝑪

𝒅𝒕
= 𝒌𝑪, donde 𝒌 es la constante de proporcionalidad. 

 
 

c. De acuerdo a los planteamientos teóricos, tal ecuación admite por solución:  

 

𝑪(𝒕) =∗ 𝑨 𝒆𝒌𝒕
, donde 𝑨 𝒚 𝒌 son constantes para determinar  su valor. 

 
 

d. En el instante inicial  𝒕 = 𝟎  quedan 97 𝒎𝒊𝒍𝒊𝒈𝒓𝒂𝒎𝒐𝒔 de la sustancia, reemplazando en 

𝑪(𝒕) =∗ 𝑨 𝒆𝒌𝒕 , se tiene: 

 

𝑪(𝟎) =∗ 𝑨 𝒆𝒌∗𝟎 → 𝑪(𝟎) = 𝑨𝒆𝟎 = 𝟏𝟎𝟎 → 𝑨 = 𝟏𝟎𝟎 
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e. En el instante inicial  𝒕 = 𝟔  y se cuenta con 𝟏𝟎𝟎 𝒎𝒊𝒍𝒊𝒈𝒓𝒂𝒎𝒐𝒔 de la sustancia, 

reemplazando en 𝑪(𝒕) =∗ 𝑨 𝒆𝒌𝒕 , se tiene: 

 

𝑪(𝟔) =∗ 𝟏𝟎𝟎𝒆𝟔𝒌 = 𝟗𝟕 → 𝒆𝟔𝒌 =
𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎
 , sacando Ln a ambos lados 

de la ecuación, se tiene: 
 

𝐥𝐧 𝒆𝟔𝒌 = 𝐥𝐧
𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎
→ 𝟔𝒌 𝐥𝐧 𝒆= 𝐥𝐧

𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎
 Pero 𝐥𝐧 𝒆 = 𝟏 , 

 

Entonces: 𝟔𝒌= 𝐥𝐧
𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎
→ 𝒌 =

𝟏

𝟔
∗ 𝐥𝐧

𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎
 

 
 

f. La cantidad de sustancia radiactiva en el instante 𝒕, está dada por  la ecuación: 

 

𝑪(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎𝒆
𝟏

𝟔
∗𝐥𝐧

𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎  

 
 

g. La cantidad remanente, transcurridas 24 horas sería: 
 

𝑪(𝟐𝟒) = 𝟏𝟎𝟎𝒆
𝟐𝟒

𝟔
∗𝐥𝐧

𝟗𝟕

𝟏𝟎𝟎 = 𝟏𝟎𝟎𝒆−𝟎.𝟏𝟐 ≅ 𝟖𝟖. 𝟓 𝒎𝒈 
 

PISTA DE APRENDIZAJE 

 

Recuerde que: Una Ecuación Diferencial ordinaria de primer orden, se puede expresar de dos 

formas: 

c. Explícita: 

    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇 (𝒙, 𝒚) 

 

𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 

d. Implícita: 

𝒇 (𝒙, 𝒚,
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) = 𝟎, 𝒄𝒐𝒏 𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 
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3.4. Tema 2 Solución y usos de la Ecuación Diferencial Lineal Homogénea 

con Coeficientes Constantes. 

 

 

 Forma General: Una Ecuación Diferencial Homogénea de Orden Superior se 
presenta de la siguiente forma: 

 

𝒂𝒏(𝒙)𝒚𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏(𝒙)𝒚𝒏−𝟏 + ⋯+ 𝒂𝟐(𝒙)𝒚′′ + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚′ + 𝒂𝟎(𝒙)𝒚

= 𝒇(𝒙) 
 

Nota 1: Si   𝒇(𝒙) = 𝟎 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂. 
Nota 2: Si   𝒇(𝒙) ≠ 𝟎 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑵𝒐 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂 

 
 

 Solución general: Esta ecuación Diferencial tiene como solución general la función: 
 

𝒚 = 𝒆𝒎𝒙 
 
Por lo tanto la Ecuación Auxiliar está dada por: 

 

𝒂𝒏𝒎𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒎
𝒏−𝟏 + ⋯ + 𝒂𝟐𝒎

𝟐 + 𝒂𝟏𝒎 + 𝒂𝟎 
 

 Otra Forma General de presentación de una Ecuación Diferencial Homogénea de Orden 
Superior: 

𝒂𝒚′′ + 𝒃𝒚′ + 𝒄𝒚 = 𝒇(𝒙) 
 

 
Cumple con las mismas condiciones dadas por: 
 

a.  

Nota 1: Si   𝒇(𝒙) = 𝟎 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂. 
Nota 2: Si   𝒇(𝒙) ≠ 𝟎 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑵𝒐 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂 
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b. Para ser combinada en una solución completa tiene como solución general la función: 

 

𝒚 = 𝒆𝒎𝒙 
 

En esta, 𝒎 es una constante por determinar, todas las derivadas de esta función son 

semejantes, salvo en el coeficiente numérico. 
 

Para que 𝒚 = 𝒆𝒎𝒙 sea una solución se debe verificar que: 

 

𝒆𝒎𝒙 (𝒂𝒎𝟐 + 𝒃𝒎 + 𝒄) = 𝟎 

 

Pero  𝒆𝒎𝒙 nunca será cero, por lo tanto se tiene que cumplir que: 

 

𝒂𝒎𝟐 + 𝒃𝒎 + 𝒄 = 𝟎 ∗∗ 

 

** 𝒂𝒎𝟐 + 𝒃𝒎 + 𝒄 = 𝟎 Es una 

ecuación algebraica conocida como 

Ecuación Característica o Auxiliar. 

 

Sus raíces determinan las únicas 

soluciones posibles de la supuesta 

forma 𝒆𝒎𝒙. 

Nota: En la práctica no se obtiene sustituyendo  𝒚 = 𝒆𝒎𝒙 en la ecuación 

diferencial dada y luego simplificando, sino sustituyendo, en la 

ecuación dada: 

 𝒚′′ 𝒑𝒐𝒓 𝒎𝟐 

 𝒚′ 𝒑𝒐𝒓 𝒎 

 𝒚 𝒑𝒐𝒓 𝟏 

 

Como es una función Cuadrática, será satisfecha por dos valores de 𝒎 , por lo tanto 

Se tendrían las raíces 𝒎𝟏  𝒚 𝒎𝟐, con sus respectivas soluciones: 

 
 

𝒚𝟏 = 𝒆𝒎𝟏𝒙         𝒚      𝒚𝟐 = 𝒆𝒎𝟐𝒙 
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Ejercicio de Aprendizaje 1: 

 
   
Encuentre la solución completa para la ecuación diferencial: 
 

𝒚′′ − 𝟒𝒚′ − 𝟓𝒚 = 𝟎 
 
 
Procedimiento 
 
 

a. La ecuación Característica o Auxiliar sería: 
 

𝒎𝟐 − 𝟒𝒎 − 𝟓 = 𝟎 
 

 
b. Factorizando: 
 
 

(𝒎 − 𝟓)(𝒎 + 𝟏) = 𝟎 
 

c. Igualando cada factor a 𝟎: 
 
 

(𝒎 − 𝟓) = 𝟎 → 𝒎 = 𝟓 

 
(𝒎 + 𝟏) = 𝟎 → 𝒎 = −𝟏 
 
 
Por lo tanto sus raíces serían: 
 

𝒎𝟏 = 𝟓           𝒚             𝒎𝟐 = −𝟏 
 
 

d. Como los valores de 𝒎 son diferentes, una solución completa sería: 
 

𝒚 =  𝒄𝟏𝒆
𝟓𝒙 + 𝒄𝟐𝒆

−𝒙 
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Ejercicio de Aprendizaje 2: 

 
   
Encuentre la solución completa para la ecuación diferencial: 
 

𝒚′′ + 𝟒𝒚′ + 𝟒𝒚 = 𝟎 
 
 
Procedimiento 
 
 

a. La ecuación Característica o Auxiliar sería: 
 

𝒎𝟐 + 𝟒𝒎 + 𝟒 = 𝟎 
 

 
b. Factorizando: 
 

(𝒎 + 𝟐)(𝒎 + 𝟐) = 𝟎 
 

c. Igualando cada factor a 𝟎: 
 

(𝒎 + 𝟐) = 𝟎 → 𝒎 = −𝟐 
 
(𝒎 + 𝟐) = 𝟎 → 𝒎 = −𝟐 
 
Por lo tanto sus raíces serían: 
 

𝒎𝟏 = −𝟐           𝒚             𝒎𝟐 = −𝟐 
 

d. Como los valores de 𝒎 son iguales, una solución completa de la 

ecuación dada: 
 

𝒚 =  𝒄𝟏𝒆
−𝟐𝒙 + 𝒄𝟐𝒆

−𝟐𝒙 
 
 
Después de3 analizar la teoría al respecto y los ejercicios anteriores, se puede determinar el 
siguiente esquema: 
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ECUACIÓN DIFERENCIAL: 
𝒂𝒚′′ + 𝒃𝒚′ + 𝒄𝒚 = 𝟎 

 

ECUACIÓN CARACTERÍSTICA: 

𝒂𝒎𝟐 + 𝒃𝒎 + 𝒄 = 𝟎 
 

Naturaleza de las raíces de la Ecuación 

Característica 

Condición de los 

coeficientes de la Ecuación 

Característica 

Solución completa de la 

Ecuación Diferencial 

𝑹𝒆𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒚 𝑫𝒆𝒔𝒊𝒈𝒖𝒂𝒍𝒆𝒔 

𝒎𝟏 ≠ 𝒎𝟐  

𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 > 𝟎 𝒚 =  𝒄𝟏𝒆
𝒎𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒆

𝒎𝟐𝒙 

 

𝑹𝒆𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒆 𝑰𝒈𝒖𝒂𝒍𝒆𝒔 

𝒎𝟏 = 𝒎𝟐 
 

𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 = 𝟎 𝒚 =  𝒄𝟏𝒆
𝒎𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒆

𝒎𝟏𝒙 

 

**𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒋𝒂𝒔 𝑪𝒐𝒏𝒋𝒖𝒈𝒂𝒅𝒂𝒔 

𝒎𝟏 = 𝒑 + 𝒊𝒒 

𝒎𝟐 = 𝒑 − 𝒊𝒒 

𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 < 𝟎 𝒚 = 𝒆𝒑𝒙(𝑨𝒄𝒐𝒔 𝒒𝒙 + 𝑩𝒔𝒆𝒏 𝒒𝒙) 

 
Tomado de C. RAY WYLIE. Página 56 

 

**𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒋𝒂𝒔 𝑪𝒐𝒏𝒋𝒖𝒈𝒂𝒅𝒂𝒔: En este módulo solo se hará la referencia de este tema y no se 

profundizará en el mismo.  
 

PISTAS DE APRENDIZAJE 

 

Traer a la memoria : una Ecuación Diferencial Homogénea de Orden Superior se presenta de la 

siguiente forma: 

 

𝒂𝒏(𝒙)𝒚𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏(𝒙)𝒚𝒏−𝟏 + ⋯+ 𝒂𝟐(𝒙)𝒚′′ + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚′ + 𝒂𝟎(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) 
 

 

Tener en cuenta : Si 𝒇(𝒙) = 𝟎  𝒆𝒔 𝒖𝒏𝒂 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂. 

 

Tener presente que: Si   𝒇(𝒙) ≠ 𝟎 𝒆𝒔 𝒖𝒏𝒂 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑵𝒐 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂 
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 Traer a la memoria: Este tipo de ecuaciones tienen como solución general la función: 
𝒚 = 𝒆𝒎𝒙

 

 Tener en cuenta:la Ecuación Auxiliar, para solucionar este tipo de ecuaciones 

diferenciales, está dada por: 

 

𝒂𝒏𝒎𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒎
𝒏−𝟏 + ⋯ + 𝒂𝟐𝒎

𝟐 + 𝒂𝟏𝒎 + 𝒂𝟎 

 

 
 
 
 

3.5. Tema 3: Ecuaciones Diferenciales Lineales Simultáneas. 

 
 
 

 Generalidades 

 
En muchos problemas de matemáticas existen varias variables dependientes y no solo una, cada 
una de ellas en función de una sola variable independiente, por lo tanto, el planteamiento de este 
tipo de problemas conduce a un sistema de Ecuaciones Diferenciales Simultáneas, que se forma 
por un número de Ecuaciones igual al número de variables dependientes que existan. 
 
Un ejemplo ilustrativo de este tipo de ecuaciones está dado en la lLeyes de Newton: 

 

𝒎 ∗
𝒅𝟐𝒙𝟏

𝒅𝒕𝟐
= 𝑭𝟏(𝒙𝟏,𝒙𝟐 ,𝒙𝟑, 𝒕, 𝒙𝟏

′ , 𝒙𝟐
′ , 𝒙𝟑

′ ) 

 
 

𝒎 ∗
𝒅𝟐𝒙𝟏

𝒅𝒕𝟐
= 𝑭𝟐(𝒙𝟏,𝒙𝟐 ,𝒙𝟑, 𝒕, 𝒙𝟏

′ , 𝒙𝟐
′ , 𝒙𝟑

′ ) 

 

𝒎 ∗
𝒅𝟐𝒙𝟏

𝒅𝒕𝟐
= 𝑭𝟑(𝒙𝟏,𝒙𝟐 ,𝒙𝟑, 𝒕, 𝒙𝟏

′ , 𝒙𝟐
′ , 𝒙𝟑

′ ) 
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Dónde: 
 

CONCEPTO EQUIVALENCIA 

𝒎 Masa de la partícula. 

(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑) 
Coordenadas espaciales. 

(𝑭𝟏, 𝑭𝟐, 𝑭𝟑) 
Componentes de la fuerza actuante sobre la 

partícula en dicha posición (pueden ser en 

función de: La posición, La velocidad y del 

Tiempo. 

 
 
 

 Conceptualización teórica de los Sistemas Lineales de 

Ecuaciones de Primer Orden 
 
 

 

Tomando un sistema de 𝒏 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden, como se da a 

continuación: 

 

 

𝒙𝟏
′ = 𝒑𝟏𝟏(𝒕) ∗ 𝒙𝟏 + 𝒑𝟏𝟐(𝒕) ∗ 𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒑𝟏𝒏(𝒕) ∗ 𝒙𝒏 + 𝒒𝟏(𝒕) 

 
𝒙𝟐

′ = 𝒑𝟐𝟏(𝒕) ∗ 𝒙𝟏 + 𝒑𝟐𝟐(𝒕) ∗ 𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒑𝟐𝟏(𝒕) ∗ 𝒙𝒏 + 𝒒𝟐(𝒕) 

 
⋮ 

 
𝒙𝒏

′ = 𝒑𝒏𝟏(𝒕) ∗ 𝒙𝟏 + 𝒑𝒏𝟐(𝒕) ∗ 𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒑𝒏𝒏(𝒕) ∗ 𝒙𝒏 + 𝒒𝒏(𝒕) 
 
 
 
Utilizando un Sistema Matricial, quedaría: 
 
 

𝒙′ = 𝑷 (𝒕) ∗ 𝒙 + 𝒒(𝒕) 
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Dónde: 
 

o 𝒙 = [

𝒙𝟏
𝒙𝟐

⋮
𝒙𝒏

] 

 
o 𝐿𝑎 𝐷𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎:  

𝒙′ = [

𝒙𝟏
′

𝒙𝟐
′

⋮
𝒙𝒏

′

] 

 

o 𝑷(𝒕) = [

𝒑𝟏𝟏(𝒕) 𝒑𝟏𝟐(𝒕) … 𝒑𝟏𝒏(𝒕)

𝒑𝟐𝟏(𝒕) 𝒑𝟐𝟐(𝒕) … 𝒑𝟐𝒏(𝒕)
⋮

𝒑𝒏𝟏(𝒕)
⋮

𝒑𝒏𝟐(𝒕)
⋱
…

⋮
𝒑𝒏𝒏(𝒕)

] 

 
 
 

o 𝒒 = [

𝒒𝟏(𝒕)

𝒒𝟐(𝒕)
⋮

𝒒𝒏(𝒕)

] 

 
 

Nota: Esta notación permite: 
 
 

 Simplificar la escritura. 
 

 Enfatizar el paralelismo entre los sistemas y las ecuaciones Diferenciales Lineales de 
Primer Orden. 
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 Solución del Sistema: 
 

Se dice que un vector 𝒙 con componentes 𝒙 = {∅, 𝒕}, es solución para el sistema si sus 

componentes satisfacen todas las ecuaciones del sistema.  

 
En forma general: 
 

Suponga que 𝑷 𝒚 𝒒 son continuos en un intervalo 𝜶 < 𝒕 < 𝜷. 

 
a. Se estudia la ecuación Homogénea dada por: 

 

 𝒙′ = 𝑷(𝒕) ∗ 𝒙 (𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝟏) 

 
 
Nota: Una vez esta ecuación esté resuelta se resuelve la ecuación No Homogénea. 
 
 

b. Sea : 

b. Sean 𝒙𝟏 =

[
 
 
 
𝒙𝟏𝒋(𝒕)

𝒙𝟐𝒋(𝒕)

⋮
𝒙𝒏𝒋(𝒕)]

 
 
 

 Soluciones específicas de la ecuación 

Homogénea, entonces: 

 
  

Si  𝒙𝟏 𝒚  𝒙𝟐 son soluciones del sistema 1 (ecuación 1), entonces: 

 
 

𝑪𝟏 ∗ 𝒙𝟏 + 𝑪𝟐 ∗ 𝒙𝟐, también serían solución, donde: 

 

𝑪𝟏 𝒚 𝑪𝟐   Son Constantes Arbitrarias. 

 
Este es el principio de SUPERPOSICIÓN que se comprueba nada más que diferenciando la solución 

propuesta y se sustituye en 1 (ecuación 1). 
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Conclusiones 

 
 

 Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe cuestionar entonces 
acerca del número mínimo de soluciones independientes que generan todas y cada una de 
las soluciones del sistema. 
 

 Se puede afirmar que existirán 𝒏 soluciones: 

Sean 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏, considerando la matriz formada por estos vectores columna – 

cada columna es uno de estos vectores - 
 

𝑿(𝒕) = [

𝒙𝟏𝟏(𝒕) 𝒙𝟏𝟐(𝒕) … 𝒙𝟏𝒏(𝒕)

𝒙𝟐𝟏(𝒕) 𝒙𝟐𝟐(𝒕) … 𝒙𝟐𝒏(𝒕)
⋮

𝒙𝒏𝟏(𝒕)
⋮

𝒙𝒏𝟐(𝒕)
⋱
…

⋮
𝒙𝒏𝒏(𝒕)

] 

 
 

 Estas soluciones serán Linealmente Independientes en cada punto 𝒕 del intervalo:  
 

𝜶 < 𝒕 < 𝜷 Si y sólo sí el determinante es diferente de CERO en ese 

punto. Al Determinante de 𝑿 se le llama Wronskiano de las 𝒏 soluciones. 

 
 

Ejemplo: Dada la derivada: 
 

𝒙′ = [
𝟏 𝟏
𝟒 𝟏

] Encontrar las raíces, los vectores vinculados y las respectivas 

soluciones. 
 

 
Procedimiento 

 
 

a. Se supone que:  𝒙 = 𝒆𝒓𝒕. 𝒂 

 

b. Se obtiene: [
𝟏 𝟏
𝟒 𝟏

].[
𝒂𝟏

𝒂𝟐
] = 𝒓. [

𝒂𝟏

𝒂𝟐
] 
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c. Realizando las operaciones indicadas (recuerde operaciones entre matrices), se obtendría: 
 
 

[
𝟏 − 𝒓 𝟏

𝟒 𝟏 − 𝒓
] = 𝟎 

 
d. Solucionando la matriz, se tiene: 

 
 

(𝟏 − 𝒓) ∗ (𝟏 − 𝒓) − 𝟏 ∗ 𝟒 = 𝟎 → 𝟏 − 𝟐𝒓 + 𝒓𝟐 − 𝟒 = 𝟎  
 

 Reduciendo términos semejantes y ordenando el polinomio: 
 

𝒓𝟐 − 𝟐𝒓 − 𝟑 = 𝟎,  
 Factorizando, (𝒓 − 𝟑)(𝒓 + 𝟏) = 𝟎 

 

 Igualando cada factor a cero: 
 

𝒓 − 𝟑 = 𝟎 → 𝒓 = 𝟑 

𝒓 + 𝟏 = 𝟎 → 𝒓 = −𝟏 

 
 

 Las Raíces serán:  𝒓𝟏 = 𝟑               𝒚          𝒓𝟐 = −𝟏 

 

e. De acuerdo a lo anterior los vectores asociados son: 

o 𝒓𝟏 = 𝟑 → −𝟐𝒂𝟏𝟏 + 𝒂𝟐𝟏 = 𝟎 → 𝒂𝟏 = [
𝟏
𝟐
] 

 

o 𝒓𝟐 = −𝟏 → 𝟐𝒂𝟏𝟐 + 𝒂𝟐𝟐 = 𝟎 → 𝒂𝟏 = [
𝟏

−𝟐
] 

 

f. Las soluciones son: 
 

𝒙𝟏 = [
𝟏
𝟐
] . 𝒆𝟑𝒕       𝒚           𝒙𝟐 = [

𝟏
𝟐
] . 𝒆−𝒕
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g. El Wronskiano es: 𝑾(𝒙𝟏, 𝒙𝟐) = [
𝟏 𝟏
𝟐 −𝟐

]. 𝒆𝟐𝒕        

 
h. Solucionando el determinante:  

 

𝑾(𝒙𝟏, 𝒙𝟐) = [(𝟏) ∗ (−𝟐) − (𝟏) ∗ (𝟐)]. 𝒆𝟐𝒕 → 

 
 

          𝑾(𝒙𝟏, 𝒙𝟐) = −𝟒𝒆𝟐𝒕
 

 

i. Como −𝟒𝒆𝟐𝒕 ≠ 𝟎 → la solución general está dada por: 

 
 

𝒙 = 𝑪𝟏. 𝒆
𝟑𝒕. [

𝟏
𝟐
] + 𝑪𝟐. 𝒆

−𝒕. [
𝟏

−𝟐
] 

 

Que también se puede escribir de la forma: 
 

𝒙𝟏 = 𝑪𝟏. 𝒆
𝟑𝒕 + 𝑪𝟐. 𝒆

−𝒕            𝒚       𝒙𝟐 = 𝟐. 𝑪𝟏. 𝒆
𝟑𝒕 − 𝟐. 𝑪𝟐. 𝒆

−𝒕 

 
 
Ejercicio de aprendizaje 

 
El siguiente ejercicio, tomado de J. Albizuri, J.J. Anza, C. Bastero y M. Martínez: Sistemas de 
Ecuaciones Diferenciales Lineales, se realizará como un complemento de lo visto anteriormente, 
pero no se profundizará en el tema, es una ilustración de lo que es un sistema No Homogéneo. 

 

 

 Sea el sistema    𝒙′ = 𝑷(𝒕). 𝒙 + 𝑸(𝒕),  
 

 Resuelto el sistema homogéneo: 𝒙′ = 𝑷(𝒕). 𝒙, y 

 

 Tomando 𝜸(𝒕) como la matriz fundamental de las soluciones 

  
 
Se manejarán varios casos: 
 

A. Si 𝑷(𝒕) = 𝑨, Matriz Constante Diagonizable 

  

http://www.remington.edu.co/


 Dirección de Educación a Distancia y Virtual  

Asignatura trasversal         Pág. 82 

Ecuaciones Diferenciales 

 

Corporación Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000  Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington  

Página Web: www.remington.edu.co- Medellín - Colombia 

 

a. Se llamará  𝑻  a la matriz de los vectores propios de 𝑨 realizando el 

cambio de variable, se tiene: 𝒙 = 𝑻. 𝒚 

 
 

b. Resulta, entonces: 𝑻. 𝒚′ = 𝑨. 𝑻. 𝒚 + 𝑸(𝒕) , pero 𝑻  es  No Singular. 

 
 

 Actividad: Consultar que significa el término No Singular, en matemáticas. 
 
 

Entonces:  𝒚′ = 𝑻−𝟏. 𝑨. 𝑻. 𝒚 + 𝑻−𝟏. 𝑸(𝒕) ,  pero: 

 

 𝑻−𝟏. 𝑨. 𝑻 = 𝑫 , (Matriz Diagonal de los Valores Propios) 

 

Por lo tanto,  𝒚′ = 𝑫. 𝒚 + 𝑻−𝟏. 𝑸(𝒕) y sus componentes: 

 

𝒚𝟏
′ = 𝒓𝟏. 𝒚𝟏 + 𝒉𝟏(𝒕) (No hay suma en índices repetidos) 

 

c. Luego:       𝒚𝟏 = 𝒆𝒓𝒕. ∫ 𝒆−𝒓𝒕.  𝒉𝟏(𝒕). 𝒅𝒕 + 𝑪𝟏 . 𝒆
𝒓𝒕

 

 

d. Deshaciendo el cambio de variable: 𝒙 = 𝑻. 𝒚 
 

B. Variación de los Parámetros 
 
 

a. Conocida 𝒙 =  𝜸(𝒕). 𝒖 

 

Nota: 𝒖 Debe ser determinada de modo que el vector 𝒙 sea solución del   

sistema. 
 
 

Sea  𝒙′ = 𝑷(𝒕). 𝒙 + 𝑸(𝒕), 

 

b. Sustituyendo, se tiene: 
 

𝜸′(𝒕). 𝒖 + 𝜸(𝒕). 𝒖′ = 𝑷(𝒕). 𝜸(𝒕). 𝒖 + 𝑸(𝒕) 
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Pero: 
 

𝜸′(𝒕) = 𝑷(𝒕). 𝜸(𝒕) ya que las columnas de 𝑗 son solución de la homogénea, luego: 

 

𝒖 = ∫[𝜸−𝟏(𝒕).  𝑸(𝒕)]𝒅𝒕 + 𝑪 

 
 

c. La solución general será: 

 

 

𝒙 =. 𝜸(𝒕).∫[𝜸−𝟏(𝒕).  𝑸(𝒕)]𝒅𝒕 + 𝜸(𝒕) . 𝑪 

 
 
Ejercicios de Entrenamiento 
 
 
 

1. Determine el tipo de ecuación diferencial y encuentre una solución completa para cada una 
de las siguientes  Ecuaciones Diferenciales dadas a continuación: 

 
 

a. 𝒚′′ + 𝒚′ − 𝟐𝒚 = 𝟎 

 

b. 𝒚′′ − 𝟑𝒚 = 𝟎 

 
 

c. 𝟏𝟎𝒚′′ + 𝟔𝒚′ + 𝒚 = 𝟎 
 

d. 𝒚′′ + 𝟓𝒚′ + 𝟒𝒚 = 𝟎 
 

e. 𝒚′′ + 𝟓𝒚′ = 𝟎 
 

f. 𝒚′′ + 𝟏𝟎𝒚′ + 𝟐𝟔𝒚 = 𝟎 
 
 

2. Encuentre la solución particular de cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes de 
forma que satisfagan las condiciones dadas: 

 

a. 𝒚′′ + 𝟑𝒚′ − 𝟒𝒚 = 𝟎 →      𝒚 = 𝟒,    𝒚′ = −𝟐, 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒙 = 𝟎 
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b. 𝒚′′ − 𝟒𝒚 = 𝟎 →      𝒚 = 𝟏,    𝒚′ = −𝟏, 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒙 = 𝟎 
 

 
3. Resuelva los siguientes problemas de aplicación: 

 
Enunciados tomados de Benito J. González Rodríguez y otros. Ecuaciones Diferenciales de 
primer orden: Problemas resueltos. 
  
a. Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la Ley de Newton. Una 

pequeña barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20°𝐶, se deja caer en un recipiente 

con agua hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra tardará en alcanzar los 90°𝐶, si se 

sabe que su temperatura aumentó 2°𝐶. ¿Cuánto tardará la barra en alcanzar los 98°𝐶 ? 
 

Nota: Dados los siguientes elementos, solucionar el problema determinado: 
 
La Ecuación Diferencial que modeliza dicho fenómeno está dada por: 

 

𝑻′(𝒕) = 𝑲[𝑻(𝒕) − 𝑻𝒂] Y su solución general está dada por: 
 

𝑻(𝒕) = 𝑻𝒂 + 𝑪𝒆𝑲𝒕 
 

𝑻𝒂 = 𝑻𝒆𝒎𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒖𝒓𝒂 𝑨𝒎𝒃𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 

 
 

b. Un tanque está lleno de 100litros de agua en los que se han disuelto 20 kilogramos de sal. 
Otra mezcla que contiene 1 kilogramo de sal por litro es bombeada al tanque a razón de 7 
litros por minuto. La solución mezclada es bombeada hacia el exterior a razón de 8 litros 
por minuto. Determinar la función que da la cantidad de sal en cada instante. ¿Se vaciará 
totalmente el tanque? 
 
 

c. La rapidez con que cierto medicamento se disemina en el flujo sanguíneo se rige por la 
ecuación diferencial: 
 

 
𝒅𝑿

𝒅𝒕
= 𝑨 − 𝑩𝑿, 𝑿(𝟎) = 𝟎  

 

Dónde 𝑨 𝒚 𝑩 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒂𝒔. La función 𝑿(𝒕) describe la 

concentración del medicamento en el flujo sanguíneo en un instante cualquiera 𝒕 
Encontrar el valor límite de 𝑿 cuando 𝒕 → ∞. ¿Cuánto tarda la concentración en 

alcanzar la mitad de este valor límite? 
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4. Encuentre un sistema de Ecuaciones diferenciales  que tenga como solución: 

 

𝒙 = 𝒄𝟏𝒆
𝒕 + 𝒄𝟐𝒆

𝟐𝒕 , y 
 

𝒚 = 𝒄𝟏𝒆
𝒕 + 𝟑𝒄𝟐𝒆

𝟐𝒕     
 
 

5. Encuentre un sistema de Ecuaciones diferenciales  que tenga como solución: 
 

 𝒙 = 𝒄𝟏𝒆
−𝒕 + 𝒄𝟐𝒆

𝒕 + 𝒄𝟑𝒆
𝟐𝒕 , y 

 

 𝒚 = 𝒄𝟏𝒆
−𝒕 − 𝒄𝟐𝒆

𝒕 + 𝟑𝒄𝟐𝒆
𝟐𝒕 +  𝟐𝒄𝟑𝒆

𝟐𝒕     
 
 

PISTAS DE APRENDIZAJE 

 

Tener en cuenta que: Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe 

cuestionar entonces acerca del número mínimo de soluciones independientes que generan todas 

y cada una de las soluciones del sistema. 

 

Tener presente que: Se puede afirmar que existirán 𝒏 soluciones: 

Sean 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏, considerando la matriz formada por estos vectores 

columna – cada columna es uno de estos vectores - 

 

𝑿(𝒕) = [

𝒙𝟏𝟏(𝒕) 𝒙𝟏𝟐(𝒕) … 𝒙𝟏𝒏(𝒕)

𝒙𝟐𝟏(𝒕) 𝒙𝟐𝟐(𝒕) … 𝒙𝟐𝒏(𝒕)
⋮

𝒙𝒏𝟏(𝒕)
⋮

𝒙𝒏𝟐(𝒕)
⋱
…

⋮
𝒙𝒏𝒏(𝒕)

] 

 

Traer a la memoria que: Estas soluciones serán Linealmente Independientes en cada punto 𝒕 

del intervalo:  𝜶 < 𝒕 < 𝜷 Si y sólo sí el determinante es diferente de CERO en ese 

punto. Al Determinante de 𝑿 se le llama Wronskiano de las 𝒏 soluciones. 
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4. UNIDAD 3 APLICACIONES DE LA ECUACIONES DIFERENCIALES 

 http://youtu.be/2nWSW3SA-no 

 http://youtu.be/hqVjD9nmD-s 

UNIDAD 3 ESCRIBA EL NOMBRE DE LA U 

4.1. Relación de Conceptos 

 
 Ecuación de Continuidad: En física, una ecuación de continuidad expresa una ley de 

conservación de forma matemática, ya sea de forma integral como de forma diferencial. 

 

 Ley de Enfriamiento: Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su medio 

ambiente no es demasiado grande, el calor transferido en la unidad de tiempo hacia el 

cuerpo o desde el cuerpo por conducción, convección y radiación es aproximadamente 

proporcional a la diferencia  

 

 Ley de Absorción: En óptica, la ley de Beer-Lambert, también conocida como ley de 

Beer o ley de Beer-Lambert-Bouguer es una relación empírica que relaciona 

la absorción de luz con las propiedades del material atravesado. 

 

 Crecimiento Poblacional o crecimiento demográfico: es el cambio en la población en un 

cierto plazo, y puede ser cuantificado como el cambio en el número de individuos en una 

población por unidad de tiempo para su medición. El término crecimiento demográfico 

puede referirse técnicamente a cualquier especie, pero refiere casi siempre a seres 

humanos, y es de uso frecuentemente informal para el término demográfico más específico 

tarifa del crecimiento poblacional, y es de uso frecuente referirse específicamente al 

crecimiento de la población del mundo. 
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OBJETIVO GENERAL 

 

 

Resolver Ecuaciones Diferenciales en sus diferentes aplicaciones. 

 

 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

 

 Aplicar las ecuaciones Diferenciales en la solución de problemas con diferentes 

aplicaciones. 

 

 Aplicar la Transformada de Laplace en la solución de problemas. 

 

 

4.2. Prueba Inicial 

 

 

De acuerdo a los razonamientos de la unidad anterior resuelva cada una de las siguientes Ecuaciones 

Diferenciales, justificando cada uno de los procesos realizados, en caso de no encontrarles  la solución, 

justifique la respuesta: 

 

a. 𝟑𝒚′′ + 𝟐𝒚′ + 𝒚 = 𝟎 
 

b. 𝟐𝒚′′ − 𝒚′ − 𝟐𝒚 = 𝟎 

 
 

c. 𝒚′′ + 𝟏𝟎𝒚′ = 𝟎 
 

d. 𝒚′′ + 𝟏𝟏𝒚′ + 𝟏𝟎𝒚 = 𝟎 
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4.3. Tema 1: Aplicaciones 

 

 

 ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 

 

En física, una ecuación de continuidad expresa una ley de conservación de forma matemática, ya sea de 

forma integral como de forma diferencial; con esta ecuación se construyen modelos en diferentes áreas 

del conocimiento que dependen del tiempo dando como resultado una o varias Ecuaciones Diferenciales. 

 

La ecuación de continuidad determina que la Tasa de Acumulación de una variable 𝒙 en un tanque, en su 

forma más sencilla (pude ser una ciudad, un órgano humano, un banco, entre otros) es igual a la tasa de 

entrada menos la tasa de salida (estas pueden ser constantes o variables), resumiendo, se tendría: 

 

𝑻𝒂 = 𝒕𝒆 − 𝒕𝒔 , dónde: 

 

𝑻𝒂: 𝑻𝒂𝒔𝒂 𝒅𝒆 𝒂𝒄𝒖𝒎𝒖𝒍𝒂𝒄𝒊ó𝒏 

𝒕𝒆:  𝒕𝒂𝒔𝒂 𝒅𝒆 𝒆𝒏𝒕𝒓𝒂𝒅𝒂 

𝒕𝒔:  𝒕𝒂𝒔𝒂 𝒅𝒆 𝒔𝒂𝒍𝒊𝒅𝒂 

 

Ahora, asumiendo que la Tasa de Acumulación de una variable es 𝒙 y que la tasa de entrada en función 

del tiempo es 𝑬 (𝒕) y la tasa de salida es 𝑺 (𝒕) , la tasa de acumulación está dada por la siguiente 

ecuación: 

 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
=  𝑬 (𝒕) −  𝑺 (𝒕) 

Tema 1 Escriba el nombre del tema 
Ejemplo: El siguiente ejemplo es tomado del libro Ecuaciones diferenciales con aplicaciones en Maple 

de Jaime Escobar A. (Profesor titular de la Universidad de Antioquia). 

 

La concentración de glucosa en la sangre aumenta por ingesta de comidas ricas en azúcares, si se 

suministra glucosa a una razón constante R (en mg/min). Al mismo tiempo, la glucosa se transforma y 

se elimina a una tasa proporcional a la concentración presente de Glucosa. Si 𝑪(𝒕)representa la 

concentración de glucosa en un instante 𝒕, entonces  𝑬 (𝒕) = 𝑹  y 𝑺 (𝒕) = 𝒌𝑪(𝒕) , la ecuación 

Diferencial que rige este fenómeno, dada por la ecuación de continuidad, es: 
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𝒅𝑪(𝒕)

𝒅𝒕
= 𝑬 (𝒕) −  𝑺 (𝒕) = 𝑹 − 𝒌𝑪(𝒕) 

 

 

 ECUACIÓN DIFERENCIAL DE BERNOULLI 

 

La ecuación diferencial de Bernouilli es una Ecuación diferencial ordinaria de Primer Orden, 
formulada por Jacob Bernoulli. Esta ecuación fue transformada, por Gottfried Leibniz en 1693 y 
por Johann Bernoulli en 1697, en una ecuación diferencial lineal de primer orden, mediante la 

sustitución,  𝒚𝟏−𝒏 = 𝒗𝟏 , que se caracteriza por adoptar la forma: 
 

 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝑷 (𝒙)𝒚 = 𝑸(𝒙) 𝒚𝜶 

Dónde 𝑃 (𝑥)  𝑦  𝑄 (𝑥), son Funciones Continuas en un intervalo abierto:  

(𝒂, 𝒃)𝒄𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒊𝒅𝒐 𝒆𝒏 𝑹𝒆 y 𝜶 es un número real cualquiera. 

 

 
 Solución General para la ecuación de Bernoulli: 

 

a. Omitiendo los casos particulares 𝜶 = 𝟎  𝒚 𝜶 = 𝟏  y dada 

la ecuación 
𝒚′

𝒚𝜶 +
𝑷(𝒙)

𝒚(𝜶−𝟏) = 𝑸(𝒙)  𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝟏 se tiene 

que: 

 

Al definir 𝒁(𝒙) =
𝟏

𝒚(𝜶−𝟏) o su equivalente ∗∗ 𝒁 = 𝒚𝟏−𝜶 , se obtienen las 

siguientes igualdades: 
 

𝑍′(𝑥) = −
𝛼−1

𝑦𝛼 𝑦′ → 𝑍′(𝑥) = −(
𝑦′

𝑦𝛼) ∗ (𝛼 − 1) , despejando (
𝒚′

𝒚𝜶) , 

se obtiene: 
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𝒚′(𝒙)

𝒚𝜶 = −
𝟏

𝜶−𝟏
∗ 𝒁′(𝒙) , por lo tanto la ecuación 1 se puede escribir como: 

 

𝒁′(𝒙) + (𝟏 − 𝜶) ∗ 𝑷(𝒙) ∗ 𝒁(𝒙) = (𝟏 − 𝜶) ∗ 𝑸(𝒙) 
 
 
Solucionando esta ecuación como una Ecuación Diferencial Lineal, se obtiene 
 

𝒁(𝒙) =
(𝟏−𝜶)∫𝑸(𝒙)𝒆(𝟏−𝜶)∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒙+𝑪

𝒆(𝟏−𝜶)∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙
, 𝑪 ∈ 𝑹𝒆 𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆  

 
 

b. Como:  ∗∗ 𝒁= 𝒚𝟏−𝜶
 , entonces, 

 

𝒚(𝜶−𝟏) =
𝒆(𝟏−𝜶)∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙

(𝟏 − 𝜶)∫𝑸(𝒙)𝒆(𝟏−𝜶)∫ 𝑷(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒙 + 𝑪
→ 𝒚(𝒙)

= √
𝒆−(𝜶−𝟏)∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙

(𝟏 − 𝜶)∫𝑸(𝒙)𝒆(𝟏−𝜶)∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒙 + 𝑪

𝜶−𝟏

 

c. Las funciones que satisfacen la Ecuación Diferencial se pueden calcular utilizando la ecuación: 

𝒚(𝒙) =
𝒆−∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙

√(𝟏 − 𝜶) ∫𝑸(𝒙)𝒆(𝟏−𝜶) ∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒙 + 𝑪
𝜶−𝟏

 

 

Con 𝑪 ∈ 𝑹𝒆 y el factor integrante se puede definir en el intervalo: 𝟎 < 𝒙 < ∞  

 

 Casos Particulares de la Ecuación de Bernoulli 

 

Se dan dos casos particulares: 

 

 Cuando 𝜶 = 𝟎 
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La ecuación se reduce a una Ecuación Diferencial Lineal cuya solución está 

dada por: 

 

𝒚(𝒙)= 𝒆−∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙(∫𝑸(𝒙) 𝒆∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒙 + 𝑪 

_________________________________________________________ 
 

 Cuando 𝜶 = 𝟏 

Se tiene una Ecuación diferencial Lineal (Ecuación con Variables Separables) cuya solución está 

dada por: 

ln y(𝑥) = ∫[𝑄(𝑥) − 𝑃(𝑥)]𝑑𝑥 + 𝐶 

___________________________________________________________________________

_ 

Ejercicio de Aprendizaje 

 
 

Resolver la siguiente Ecuación Diferencial: 
 

𝒙𝒚′ + 𝒚 = 𝒙𝟒𝒚𝟑  𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝟏 

 

a. Se realiza el cambio de variable, se hace  𝒁 = 𝒚−𝟐 y se reemplaza en la 

Ecuación 1:  

𝒚𝟐 =
𝟏

𝒛
→ 𝟐𝒚𝒚′ = −

𝟏

𝒛𝟐
𝒛′  𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝟐 
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b. Multiplicando la ecuación 1 por:  
𝟐𝒚

𝒙
 se tiene: 

 

(𝒙𝒚′ + 𝒚) ∗
𝟐𝒚

𝒙
= (𝒙𝟒𝒚𝟑) ∗

𝟐𝒚

𝒙
 , realizando las operaciones indicadas: 

 

𝟐𝒙𝒚𝒚′

𝒙
+

𝟐𝒚𝒚

𝒙
=

𝟐𝒚𝒙𝟒𝒚𝟑

𝒙
 Simplificando,  

 

𝟐𝒚𝒚′ +
𝟐

𝒙
𝒚𝟐 = 𝟐𝒙𝟑𝒚𝟒 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝟑 

 

 

c. Sustituyendo  la ecuación 2 en la ecuación3: 

 
 

−
𝒛′

𝒛𝟐 +
𝟐

𝒙
∗

𝟏

𝒛
=

𝟐𝒙𝟑

𝒛𝟐 → −
𝒛′

𝒛𝟐 +
𝟐

𝒙𝒛
=

𝟐𝒙𝟑

𝒛𝟐  , multiplicando la ecuación por 𝒛𝟐,  

 
 

Se tiene: (−
𝒛′

𝒛𝟐 +
𝟐

𝒙𝒛
) ∗ 𝒛𝟐 = (

𝟐𝒙𝟑

𝒛𝟐 ) ∗ 𝒛𝟐
, realizando el producto indicado y  

simplificando, se tiene: 
 

𝒛′ −
𝟐𝒛

𝒙
= −𝟐𝒙𝟑 Que es Ecuación Diferencial Lineal 

 
 

d. Para resolver la Ecuación Diferencial anterior, se calcula, primero, el 
Factor Integrante típico de la Ecuación de Bernoulli: 
 

𝒆∫𝑷(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒆∫−
𝟐

𝒙
𝒅𝒙 = 𝒆−𝟐 𝐥𝐧𝒙 =

𝟏

𝒙𝟐
 

e. Resolviendo la ecuación: 
 

(
𝒛

𝒙𝟐)
′ = −𝟐𝒙𝟑 ∗

𝟏

𝒙𝟐 = −𝟐𝒙                      
𝒛

𝒙𝟐 = ∫−𝟐𝒙 𝒅𝒙 = −𝟐∫𝒙 𝒅𝒙 = −𝟐
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝑪𝟏 = −𝒙𝟐 +

𝑪𝟏 
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f. Deshaciendo el cambio de variable, se tiene: 
 

𝒛

𝒙𝟐
= −𝒙𝟐 + 𝑪𝟏 → 𝒛 = 𝑪𝟏𝒙

𝟐 − 𝒙𝟒 

 

g. Teniendo en cuenta que el cambio que se realizó fue: 𝒁 = 𝒚−𝟐
:entonces: 

 

𝟏

𝒚(𝒙)𝟐
= 𝑪𝟏𝒙

𝟐 − 𝒙𝟒
 , despejando 𝒚(𝒙) se obtendría: 𝒚(𝒙) =

± 𝟏

√𝑪𝟏𝒙𝟐−𝒙𝟒
 

 
_______________________________________________________________________________ 

 

 Operador Diferencial 

 

Un Operador Diferencial es un operador lineal definido como una función del operador de diferenciación. 

Ayuda, como una cuestión de notación, considerar a la diferenciación como una operación abstracta, que 

acepta una función y regresa otra. 

 

Se puede dar con una variable o varias variables, acontinuación se analizarán cada uno de estos casos: 

 

 Operador con una Variable 

Realizar la derivada en sí misma es el uso más común del operador, su notación está dada por: 

 

    NOTACIÓN                        CARACTERÍSTICA 

          
𝒅

𝒅𝒙
 

 

Se utilizan cuando se quiere hacer explícita una variable respecto a la 

cual se toman las derivadas ordinarias.  
          𝑫𝒙 

          𝑫 Sólo se utiliza cuando está clara la variable respecto a la  

cual se deriva (sin necesidad de explicitarla). 

𝒅𝒏

𝒅𝒙𝒏
  , 𝑫𝒙

𝒏 , 𝑫𝒏 
Para las derivadas de Orden Superior (Enésimas). 
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 Operadores Lineales Ordinarios  

La utilización de la notación 𝑫𝒌
 para la derivada 𝒌 − é𝒔𝒊𝒎𝒂 se debe al matemático Oliver 

Heasivide, quién consideraba los Operadores Diferenciales Lineales de la forma: 

 

 {𝕷: 𝑪𝟏(𝛀) → 𝑪𝟎(𝛀), 𝒄𝒐𝒏 𝛀 ⊂ 𝑹𝒆} 

 

 {𝕷: (𝒇)(𝒙) = ∑ 𝒂𝒌(𝒙)𝑫𝒌𝒇(𝒙), 𝒄𝒐𝒏 𝒙 ∈ 𝑹𝒆
𝒏
𝒌=𝟎 } 

Dónde: 

               {   

𝒂𝒌(𝒙):𝑭𝒖𝒏𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒅𝒂𝒔 𝒔𝒐𝒃𝒓𝒆𝒆 𝒍 𝒅𝒐𝒎𝒊𝒏𝒊𝒐 𝛀 .

𝑪𝟏(𝛀): 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒅𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒅𝒐𝒎𝒊𝒏𝒊𝒐 𝛀
𝑪𝟎: 𝑭𝒖𝒏𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂𝒔 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒎𝒊𝒔𝒎𝒐 𝒅𝒐𝒎𝒊𝒏𝒊𝒐.

. 

 

Nota: En el estudio de las Ecuaciones Diferenciales: 

 

 La derivada simple es, como se ha dicho, un operador diferencial lineal 

sobre el conjunto de funciones reales de variable real. 

 Una ecuación diferencial ordinaria se puede expresar mediante un 

operador lineal en la forma 𝜻𝒚 = 𝒇, donde 𝒚 es la función incógnita. 

 

 

PROPIEDADES DE LOS OPERADORES DIFERENCIALES 

 

 

 La Diferenciación es Lineal, esto es: 

𝑫 (𝒇 + 𝒈) = (𝑫𝒇) + (𝑫𝒈),       𝑫(𝒂𝒇) = 𝒂(𝑫𝒇) 
 

𝒇 𝑦 𝒈 𝑠𝑜𝑛 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑦 𝒂 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

 

 

http://www.remington.edu.co/
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial_ordinaria


 Dirección de Educación a Distancia y Virtual  

Asignatura trasversal         Pág. 95 

Ecuaciones Diferenciales 

 

Corporación Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 3221000  Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington  

Página Web: www.remington.edu.co- Medellín - Colombia 

 

Cualquier polinomio en 𝑫 con funciones como coeficientes, es también un Operador Diferencial. 

También se pueden componer operadores diferenciales con la siguiente regla: 

𝑫𝟏 𝒐 𝑫𝟐(𝒇) = 𝑫𝟏(𝑫𝟐(𝒇)) 

Nota: Esta propiedad dota al conjunto de los operadores lineales, sobre un cierto espacio de 

funciones reales, de estructura de espacio vectorial sobre  𝑹𝒆 y de módulo izquierdo sobre el 

mismo conjunto de funciones. Eso último implica a su vez que el conjunto de operadores 

constituyen un álgebra asociativa. 

. 

OPERADORES INVERSOS 

Dado un operador diferencial lineal sobre un espacio de funciones reales de una sola variable real 

con condiciones de contorno   homogénea, en el que todas las funciones que intervienen son 

continuas, existe un operador inverso que es un operador integral, este está dado por la función 

de Green. En forma explícita una Ecuación Diferencial de orden 𝒏 sin constante, está dada por: 

 

 𝕷{𝒚(𝒙)} = 𝒇(𝒙), 𝒅ó𝒏𝒅𝒆  𝒚(𝒙)𝝐𝑫 

 

 𝑫 = {𝒛 𝝐 𝑪𝟏(𝑹𝒆)| ∑ 𝒂𝒊𝒋 𝑫
𝒋(𝒛) = 𝒃𝒊

𝒏
𝒋=𝟎 }, 𝒅ó𝒏𝒅𝒆  𝒊 𝝐 {𝟎,… , 𝒏} 

 

Cuando se da de esta forma existe un operador integral 𝒌 que está  dado por la siguiente función: 

 
 

𝒚(𝒙) = 𝒌{𝒇(𝒙)}∫ 𝑮 (�̅�, 𝒙)𝒇(𝒙)𝒅�̅�
+∞

−∞

 

Para lo cual se cumple que: 𝒌 𝒐 𝕷{𝒛} = 𝕷  𝒐 𝒌 {𝒛} = 𝒛(𝒙), ∀𝒛 𝝐 𝑫 
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 Caso con Varias Variables 

De igual forma, al caso de una variable, cuando se consideran derivadas respecto a variables 

diferentes, las Derivadas Parciales, pueden escribirse de la siguiente forma:  

𝝏

𝝏𝒙𝒊
= 𝝏𝒙𝒊 = 𝝏𝒊,          

𝝏𝒏

𝝏𝒙𝒊𝟏…𝝏𝒙𝒊𝒏
= 𝝏𝒙𝒊𝟏…𝒙𝒊𝒏

=𝝏𝒊𝟏….𝒊𝒏
𝒏

𝒏  

Un operador lineal en derivadas parciales de orden 𝒏 tiene la siguiente forma: 

𝕷 = ∑ 𝒂𝒊𝟏…𝒊𝒌(𝒙)𝝏𝒊𝟏…𝒊𝒌
𝒌 (. )

𝒏

𝒌=𝟎

 

Nota: Uno de los operadores diferenciales más frecuentes es el operador laplaciano, que se expresa 

en coordenadas cartesianas de la siguiente forma: 

 

∆= ∑
𝝏𝟐

𝝏𝒌
𝟐

𝐧

𝐤=𝟏

= 𝛁𝟐 

 

 

Se tomó como referencia para estas aplicaciones: Ecuacion de cauchy-euler, por WikiMatematica.org 

 

 

 Ecuación Diferencial Euler -  Cauchy  

La misma facilidad relativa, con la que fue posible encontrar soluciones explicitas de ecuaciones 

diferenciales lineales de orden superior con coeficientes constantes o en general, no se consigue 

con las ecuaciones lineales con coeficientes variables. Cuando una Ecuación Diferencial tiene 

coeficientes variables, lo que se puede esperar es encontrar una solución en la forma de una serie 

infinita,  pero en este caso no se realizará de esta forma ya que la Ecuación Diferencial que se 

resolverá tiene coeficientes variables cuya solución puede expresarse en términos de potencia de 

𝑥, 𝑠𝑒𝑛, 𝑐𝑜𝑠 y funciones logarítmicas.  
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Nota: El método de solución es bastante similar al de las ecuaciones con coeficientes constantes.  

 

La Ecuación Diferencial de Euler -  Cauchy, está determinada en una ecuación 
lineal de la forma: 

𝒂𝒏𝒙𝒏
𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
+ 𝒂𝒏−𝟏𝒙

𝒏−𝟏
𝒅𝒏−𝟏𝒚

𝒅𝒙𝒏−𝟏
+ ⋯+ 𝒂𝟏𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒂𝟎𝒚 = 𝒈(𝒙) 

 

Dónde los coeficientes  𝒂𝒏, 𝒂𝒏−𝟏,𝒂𝟏, 𝒂𝟎 son constantes, la característica de este 

tipo de ecuación es que el grado: 𝒌𝒏,𝒏−𝟏,…,𝟏,𝟎  de los coeficientes 𝒙𝒌 coincide con el 

orden 𝒏 de diferenciación 
𝒅𝒌𝒚

𝒅𝒙𝒌            

 Solución Ecuación Diferencial Euler -  Cauchy  

La solución de ecuaciones de orden superior se obtiene de la misma forma; asimismo la Ecuación 

no Homogénea  𝒂𝒙𝟐𝒚′′ + 𝒃𝒙𝒚′ + 𝒄𝒚 = 𝒒(𝒙)  

Se resuelve mediante una variación de parámetros, una vez determinada la función 

complementaria 𝒚𝒄. 

Se prueba una solución de la forma 𝒚 = 𝒙𝒎, dónde 𝒎 es un valor a calcular 

Cuando se sustituye  𝒆𝒎𝒙
 en una ecuación lineal con coeficientes constantes, en forma análoga 

sucederá cuando se sustituye 𝒙𝒎 cada término de una ecuación se convierte en un polinomio en 
𝒎 multiplicado por 𝒙𝒎, 

  Ya que: 

𝒂𝒌𝒙
𝒌
𝒅𝒌𝒚

𝒅𝒙𝒌
= 𝒂𝒌𝒙

𝒌 ∗ 𝒎 ∗ (𝒎 − 𝟏) ∗ (𝒎 − 𝟐) ∗ …∗ (𝒎 − 𝒌 + 𝟏)  

= 𝒂𝒌𝒎 ∗ (𝒎 − 𝟏) ∗ (𝒎 − 𝟐) ∗ …∗ (𝒎 − 𝒌 + 𝟏)𝒙𝒎 

http://www.remington.edu.co/
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Al sustituir  𝒚 = 𝒙𝒎, se da una solución para la Ecuación Diferencial, siempre que 𝒎 sea 

una solución de la ecuación auxiliar. 

 

Se deben considerar 3 casos diferentes en la solución de la ecuación cuadrática que se presenta: 

 
 Si las raíces son Reales y diferentes. 

 

 Si las raíces son Reales e iguales.  
 

 Si las raíces son Complejas (las raíces aparecen como un par 
conjugado).  

 
Se analizarán cada uno de los casos, a partir de un ejemplo determinado: 
 

 Caso 1: Si las raíces son Reales y diferentes. 
 
 

Sean 𝒎𝟏  𝒚  𝒎𝟐  raíces de la ecuación dada con 𝒎𝟏  ≠ 𝒎𝟐  entonces, 

 

 𝒚𝟏 = 𝒙𝒎𝟏   𝒚    𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟐 Forman un conjunto fundamental de soluciones. 
 
 
 

Ejemplo de Aprendizaje 
 

Resuelva la siguiente Ecuación Diferencial: 𝒙𝟐 𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝟐𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒚 = 𝟎 

 

a. Se diferenciará dos veces, se obtiene: 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝒎(𝒎 − 𝟏)𝒙𝒎−𝟐

𝒅𝒚

𝒅𝒙 = 𝒎𝒙𝒎−𝟏 
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b. Se sustituye en la Ecuación Diferencial: 

𝒙
𝟐

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝟐𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒚 = 𝒙𝟐𝒎(𝒎 − 𝟏)𝒙𝒎−𝟐 − 𝟐𝒙𝒎𝒙𝒎−𝟏 − 𝟒𝒙𝒎 = 𝟎

⟹ 

 

c. Algebraicamente se tiene: 
 

𝒙𝒎 (𝒎𝟐 − 𝟑𝒎 − 𝟒) = 𝟎 
 
 

d. Factorizando: 
 

𝒎𝟐 − 𝟑𝒎 − 𝟒 = (𝒎 + 𝟏)(𝒎 − 𝟒) = 𝟎 
 
 

e. Igualando cada factor a cero: 
 

 

𝒎 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒎 = −𝟏 

 

𝒎 − 𝟒 = 𝟎 ⇒ 𝒎 = 𝟒 

 

f. De acuerdo con las raíces, la solución está dada por: 

𝒚 = 𝑪𝟏𝒙
−𝟏 + 𝑪𝟐𝒙

𝟒 
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 Caso 2: Si las raíces son Reales e iguales.  

Cuando 𝒎𝟏 = 𝒎𝟐, se obtiene una sola solución 𝒚 = 𝒙𝒎 

 

Por lo tanto el discriminante de los coeficientes es cero y de la fórmula cuadrática se deduce 

que las raíces deben ser: 

𝒎𝟏 =
−(𝒃 − 𝜶)

𝟐𝜶
 

Nota: se puede escribir una segunda solución 𝒚𝟐  pero antes debe escribir la ecuación de 

cauchy en la forma estándar, esto es: 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+

𝒃

𝜶𝒙
 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝒄

𝜶𝒙𝟐
𝒚 = 𝟎 

 

 Realizando las identificaciones, se tiene que: 

𝒑(𝒙) =
𝒃

𝜶𝒙
 𝒚∫(

𝒃

𝜶𝒙
 ) 𝒅𝒙 =

𝒃

𝜶
𝐥𝐧(𝒙) 

 Por lo tanto: 

𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫
𝒆−

𝒃

𝜶
𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟐𝒎𝟏
𝒅𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫𝒙−

𝒃

𝜶𝒙𝟐𝒎𝟏𝒅𝒙 

 

 𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫𝒙−
𝒃

𝜶𝒙
𝒃−𝜶

𝜶 𝒅𝒙, realizando las operaciones indicadas: 
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𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫𝒙−
𝒃

𝜶
+

𝒃−𝜶

𝜶 𝒅𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫𝒙
−𝒃+𝒃−𝜶

𝜶 𝒅𝒙, simplificando: 

   

 𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫𝒙
−𝜶

𝜶 𝒅𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫ 𝒙−𝟏𝒅𝒙 ⟹𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏 ∫
𝒅𝒙

𝒙
⇒ 

𝒚𝟐 = 𝒙𝒎𝟏  𝐥𝐧 𝒙 

 

 La solución general está dada por: 

 

𝒚 = 𝑪𝟏𝒙
𝒎𝟏 + 𝑪𝟐𝒙

𝒎𝟏 𝐥𝐧 𝒙 
 
__________________________________________________________________________ 

 
 

 TRANSFORMADA DE LAPLACE 
 

La transformada de Laplace de una función 𝒇(𝒕) definida (en ecuaciones diferenciales, o en 

análisis matemático o en análisis funcional) para todos los números positivos 𝒕 ≥ 𝟎 , es la 

función  𝑭(𝒔), definida por: 

𝐹(𝑠) = 𝔏{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+∞

0

 

Nota: Se da siempre y cuando la integral esté definida. 

Cuando 𝒇(𝒕), no es una función sino una distribución con una singularidad en cero (0), está 

dada por: 

𝐹(𝑠) = 𝔏{𝑓(𝑡)} = lim
𝜀→0

∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−𝜀
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Nota1: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se 

refiere a la versión unilateral.  

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se 

define:𝑭𝑩(𝒔) =  𝕷{𝒇(𝒕)} = ∫ 𝒆−𝒔𝒕𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 

Nota 3: La transformada de Laplace 𝐹(𝑠), existe para todos los números 

reales   𝒔 > 𝒂 , donde 𝒂 es una constante que depende del 

comportamiento de crecimiento de 𝑓(𝑡), 

𝕷 Es llamado el operador de la transformada de Laplace. 

 

 Propiedades  

 

 

a. Linealidad: 

 

𝕷{𝒂𝒇(𝒕) + 𝒃𝒈(𝒕)} = 𝒂𝕷{𝒇(𝒕)} + 𝒃𝕷{𝒈(𝒕)} 

b. Derivación: 

𝕷{𝒇′(𝒕)} = 𝒔𝕷{𝒇(𝒕)} − 𝒇(𝟎) 

𝕷{𝒇′′(𝒕)} = 𝒔𝟐𝕷{𝒇(𝒕)} − 𝒇(𝟎) − 𝒇′(𝟎) 

 

En general (para la derivación): 

 

             𝕷{𝒇(𝒏)(𝒕)} = 𝒔𝒏𝕷{𝒇(𝒕)} − 𝒔𝒏−𝟏𝒇(𝟎) − ⋯− 𝒇(𝒏−𝟏)(𝟎) 

             𝕷{𝒇(𝒏)(𝒕)} = 𝒔𝒏𝕷{𝒇(𝒕)} − ∑𝒔𝒏−𝒊𝒇𝒊−𝟏(𝟎)

𝒏

𝒊=𝟏

 

 

http://www.remington.edu.co/
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c. Integración 

𝕷{∫ 𝒇(𝝉)𝒅𝝉
𝒕

𝟎−
} =

𝟏

𝒔
𝕷{𝒇} 

 

 

d. Dualidad: 

𝕷{𝒕𝒇(𝒕)} = −𝑭′(𝒔) 

 

 

e. Desplazamiento de la frecuencia: 

𝕷{𝒆𝒂𝒕𝒇(𝒕)} = 𝑭(𝒔 − 𝒂) 

 

 

f. Desplazamiento Temporal 

 

𝕷{𝒇(𝒕 − 𝒂)𝒖(𝒕 − 𝒂)} = 𝒆−𝒂𝒔𝑭(𝒔) 

 

𝕷−𝟏{𝒆−𝒂𝒔𝑭(𝒔)} = 𝒇(𝒕 − 𝒂) 𝒖 (𝒕 − 𝒂) 

Nota: La función 𝒖 (𝒕) es la Función Escalón unitario. 

 

 

g. Desplazamiento Potencia    𝒏 − é𝒔𝒊𝒎𝒂 

 

𝕷{𝒕𝒏𝒇(𝒕)} = (−𝟏)𝒏𝑫𝒔
𝒏[𝑭(𝒔)] 
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Convolución: En matemática, el teorema de convolución establece que bajo 

determinadas circunstancias, la Transformada de Fourier de 

una convolución es el producto punto a punto de las transformadas. En otras 

palabras, la convolución en un dominio (por ejemplo el dominio temporal) es 

equivalente al producto punto a punto en el otro dominio (es decir dominio 

espectral). 

 

Sean  y  dos funciones cuya convolución se expresa con  . (Notar que 

el asterisco denota convolución en este contexto, y no multiplicación; a veces 

es utilizado también el símbolo ( ).  

Sea  el operador de la transformada de Fourier, con lo que  y  son 

las transformadas de Fourier de f y g, respectivamente. 

Entonces: 

 

 

 
 

 

donde · indica producto punto. También puede afirmarse que: 

 

 

 
 

 

Aplicando la transformada inversa de Fourier , podemos escribir: 
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Esto es un extracto del artículo Teorema de convolucion de la enciclopedia 

libre Wikipedia. En Wikipedia hay disponible una lista de los autores. 

Tomado de:www.cyclopaedia.es/wiki/Teorema-de-convolucion 

 

En general:          𝕷{𝒇 ∗ 𝒈} = 𝑭(𝒔)𝑮(𝒔) 

 

 

 

h. Transformada de Laplace de una función con período: 

 

𝕷{𝒇} =
𝟏

𝟏 − 𝒆−𝒑𝒔
∫ 𝒆−𝒔𝒕𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒑

𝟎

 

 

 

 

CONDICIONES DE CONVERGENCIA 

 

 

𝕷 {(𝒆𝒕𝟐)}: Crece más rápido que 𝒆−𝒔𝒕
, no pueden ser obtenidas por Laplace porque 𝒆𝒕𝟐  es 

una función exponencial de ángulos. 

 

 

 

Tablas de propiedades de la transformada de Laplace 

 

A continuación encontrará las tablas que le permitirán resolver problemas sobre Laplace: 
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Ejercicios de Aprendizaje 

 
A continuación se mostrarán ejemplos de algunas de las propiedades de la transformada de 
Laplace. 
 
 
Los ejercicios fueron tomados de: 
www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/tma4.htm 
 

1. Determine (usando la propiedad de Linealidad): 

 
𝕷{𝟒𝒕 − 𝟑 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝟓𝒕)} 
 
 

Procedimiento 

 
a. Utilizando  la propiedad de Linealidad, se tiene: 

 
𝕷{𝟒𝒕 − 𝟑 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝟓𝒕)} = 𝟒 𝕷 (𝒕) − 𝟑𝕷{𝟏} + 𝟐𝕷{𝒄𝒐𝒔(𝟓𝒕)} 
 

b. De acuerdo a la tabla de Transformadas:  

 

𝟒 𝕷 (𝒕) − 𝟑𝕷{𝟏} + 𝟐𝕷{𝒄𝒐𝒔(𝟓𝒕)} = 𝟒
𝟏

𝒔𝟐
− 𝟑

𝟏

𝒔
+ 𝟐

𝒔

𝒔𝟐 + 𝟓𝟐
 

 

c. Algebraicamente (determinando el M.C.M):  

 

𝟒
𝟏

𝒔𝟐
− 𝟑

𝟏

𝒔
+ 𝟐

𝒔

𝒔𝟐 + 𝟓𝟐
=

𝟒(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓) − 𝟑𝒔(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓) + 𝟐𝒔𝟑

𝒔𝟐(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓)
 

 

 

d. Realizando las operaciones indicadas: 

𝟒(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓) − 𝟑𝒔(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓) + 𝟐𝒔𝟑

𝒔𝟐(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓)
=

𝟒𝒔𝟐 + 𝟏𝟎𝟎 − 𝟑𝒔𝟑 − 𝟕𝟓𝒔 + 𝟐𝒔𝟑

𝒔𝟐(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓)
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e. Simplificando: 

𝟒𝒔𝟐 + 𝟏𝟎𝟎 − 𝟑𝒔𝟑 − 𝟕𝟓 + 𝟐𝒔𝟑

𝒔𝟐(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓)
=

𝟏𝟎𝟎 − 𝟕𝟓𝒔 + 𝟒𝒔𝟐 − 𝒔𝟑

𝒔𝟐(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓)
 

 

 

f. La solución está dada por: 

𝕷{𝟒𝒕 − 𝟑 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝟓𝒕)} =
𝟏𝟎𝟎 − 𝟕𝟓𝒔 + 𝟒𝒔𝟐 − 𝒔𝟑

𝒔𝟐(𝒔𝟐 + 𝟐𝟓)
 

__________________________________________
_ 

 

2. Determine (Utilizando el primer Teorema de Translación): 
 

Actividad: Consulte los conceptos teóricos del Teorema de Translación. 
 

𝕷 = {𝒔𝒆𝒏 (𝟐𝒕)𝒆𝟑𝒕} 
 

 
Procedimiento 

 
 
 

a. Para utilizar el primer teorema de translación, se reconoce que:  
 

𝒇(𝒕) = 𝒔𝒆𝒏 (𝟐𝒕)  𝒚   𝒆𝜶𝒕 = 𝒆𝟑𝒕 

 
b. Entonces: 

 

𝕷 = {𝒔𝒆𝒏 (𝟐𝒕) 𝒆𝟑𝒕} =  𝕷{𝒔𝒆𝒏 (𝟐𝒕)}| 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒔 → 𝒔 − 𝟑 
 

c. Utilizando la tabla de transformadas , se tiene que: 
 

𝕷{𝒔𝒆𝒏 (𝟐𝒕)}| 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒔 → 𝒔 − 𝟑 =
𝟐

𝒔𝟐 + 𝟐𝟐
|  𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒔 → 𝒔 − 𝟑 
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d. Reemplazando, se tiene: 

𝟐

𝒔𝟐 + 𝟐𝟐
|  𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒔 → 𝒔 − 𝟑 =

𝟐

(𝒔 − 𝟑)𝟐 + 𝟐𝟐
 

 

 

e. Resolviendo el polinomio y simplificando: 

𝟐

(𝒔 − 𝟑)𝟐 + 𝟐𝟐
=

𝟐

𝒔𝟐 − 𝟔𝒔 + 𝟗 + 𝟒
=

𝟐

𝒔𝟐 − 𝟔𝒔 + 𝟏𝟑
 

 

 

f. Por lo tanto la solución sería: 

𝕷 = {𝒔𝒆𝒏 (𝟐𝒕)𝒆𝟑𝒕} =
𝟐

𝒔𝟐 − 𝟔𝒔 + 𝟏𝟑
 

 

 

__________________________________________ 
 

3. Determine (Utilizando el primer la Transformada de la Derivada): 

 

Enunciado del problema: Sabiendo que 𝑦 (0) = 3  𝑦 𝑞𝑢𝑒  𝑦′(0) = −1 , 

simplifique el siguiente polinomio: 
 

𝕷{𝒚′′(𝒕) + 𝟑𝒚′(𝒕) − 𝟒𝒚(𝒕)} 
 
 

 

Procedimiento 

 

a. Aplicando la propiedad de Linealidad, se tiene: 

𝕷{𝒚′′(𝒕) + 𝟑𝒚′(𝒕) − 𝟒𝒚(𝒕)} =∗∗ 𝕷{𝒚′′(𝒕)} + 𝟑𝕷{𝒚′(𝒕)} − 𝟒𝕷{𝒚(𝒕)} 
 

b. Por el teorema de la transformada de la derivada: 

𝕷{𝒚′′(𝒕)} + 𝟑𝕷{𝒚′(𝒕)} − 𝟒𝕷{𝒚(𝒕)} = 𝒔𝟐𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝒔𝒚(𝟎) − 𝒚′(𝟎)  
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c. Reemplazando los valores conocidos, se tiene: 

 

𝒔𝟐𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝒔𝒚(𝟎) − 𝒚′(𝟎) = 𝒔𝟐𝕷{𝒚(𝒕)} − 𝒔(𝟑) − (−𝟏) 

 

d. Además: 

𝕷{𝒚′(𝒕)} = 𝒔𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝒚(𝟎) = 𝒔𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑 
 

e. Retomando la expresión ** y reemplazando los valores: 

𝕷{𝒚′′(𝒕)} + 𝟑𝕷{𝒚′(𝒕)} − 𝟒𝕷{𝒚(𝒕)} = 𝒔𝟐𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑𝒔 + 𝟏 + 𝟑 (𝒔𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑) − 𝟒𝕷 {𝒚(𝒕)} 

 

 

f. Algebraicamente (agrupando términos): 

𝒔𝟐𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑𝒔 + 𝟏 + 𝟑 (𝒔𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑) − 𝟒𝕷 {𝒚(𝒕)} = (𝒔𝟐 + 𝟑𝒔 − 𝟒) 𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑𝒔 − 𝟖 

 

g. Por lo tanto la solución sería: 

𝕷{𝒚′′(𝒕) + 𝟑𝒚′(𝒕) − 𝟒𝒚(𝒕)} = (𝒔𝟐 + 𝟑𝒔 − 𝟒) 𝕷 {𝒚(𝒕)} − 𝟑𝒔 − 𝟖 
 

__________________________________________
_ 
4. Determine (Utilizando el primer la Transformada de la Integral): 

 

𝕷−𝟏 = {
𝟏

𝒔 (𝒔𝟐 + 𝟒)
} 

 

 

Procedimiento 

 

 

a. Se reconoce que: 

𝑭 (𝒔)

𝒔
=

𝟏

𝒔(𝒔𝟐 + 𝟒)
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b. Multiplicando por 𝒔 los dos miembros de la igualdad y simplificando se tiene: 

 

𝑭 (𝒔)

𝒔
∗ (𝒔) =

𝟏

𝒔(𝒔𝟐 + 𝟒)
∗ (𝒔) ⇒ 𝑭(𝒔) =

𝟏

(𝒔𝟐 + 𝟒)
 

 

c. Aplicando el teorema de la Transformada de la Integral, se tiene: 

𝕷−𝟏 {
𝟏

𝒔(𝒔𝟐 + 𝟒)
} = ∫ 𝕷−𝟏 {

𝟏

𝒔(𝒔𝟐 + 𝟒)
}𝒅𝒕

𝒕

𝟎

 

 

d. Utilizando la tabla de Transformadas: 

 

∫ 𝕷−𝟏 {
𝟏

𝒔(𝒔𝟐 + 𝟒)
}𝒅𝒕

𝒕

𝟎

= ∫
𝟏

𝟐
 𝑺𝒆𝒏 (𝟐𝒕)𝒅𝒕

𝒕

𝟎

 

 

e. Desarrollando la integral definida: 

∫
𝟏

𝟐
 𝑺𝒆𝒏 (𝟐𝒕)𝒅𝒕

𝒕

𝟎

=
𝟏

𝟐
∫ 𝑺𝒆𝒏 (𝟐𝒕)𝒅𝒕 =

𝟏

𝟐
[−

𝟏

𝟐
𝒄𝒐𝒔 (𝟐𝒕) +

𝟏

𝟐
]

𝒕

𝟎

 

 

 

𝟏

𝟐
[−

𝟏

𝟐
𝒄𝒐𝒔 (𝟐𝒕) +

𝟏

𝟐
] =

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒕) 

 
 

f. La solución, entonces, está dada por: 

 

𝕷−𝟏 = {
𝟏

𝒔 (𝒔𝟐 + 𝟒)
} =

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒕) 
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5. Determine (usando el Teorema de Convolución): 
 

𝕷 {∫ 𝒆𝒕 𝒔𝒆𝒏 (𝒕 − 𝝈)𝒅𝝈
𝒕

𝟎

} 

 

 

Procedimiento 

 

a. Para este caso: 

{∫ 𝒆𝒕 𝒔𝒆𝒏 (𝒕 − 𝝈)𝒅𝝈
𝒕

𝟎

} = 𝒇 ∗ 𝒈 

 

Dónde: 𝒇(𝒕) = 𝒆𝒕 y 𝒈(𝒕) = 𝒔𝒆𝒏(𝒕) 
 

b. Utilizando el teorema de Convolución, se tiene: 

∫ 𝒆𝒕 𝒔𝒆𝒏 (𝒕 − 𝝈)𝒅𝝈
𝒕

𝟎

=  𝕷{𝒇(𝒕)} ∗ 𝕷 {𝒈(𝒕)} 

 

 

c. Pero: 

𝕷{𝒇(𝒕)} = 𝕷{𝒆𝒕} =
𝟏

𝒔−𝟏
  y  𝕷 {𝒈(𝒕)} =  𝕷{𝒔𝒆𝒏(𝒕)} =

𝟏

𝒔𝟐+𝟏
 

 

 

d. La solución está dada por: 

 

𝕷 {∫ 𝒆𝒕 𝒔𝒆𝒏 (𝒕 − 𝝈)𝒅𝝈
𝒕

𝟎
} =

𝟏

𝒔−𝟏
× 

𝟏

𝒔𝟐+𝟏
=

𝟏

(𝒔−𝟏)(𝒔𝟐+𝟏)
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EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO 

 

Resuelva los siguientes ejercicios justificando cada uno de los procesos realizados (recuerde se 

anexó la tabla de Transformadas de Laplace, la cual necesitará para el desarrollo de los mismos): 

 
1. Determine: 

a. 𝕷−𝟏 {
𝟑𝒔−𝟏

𝒔𝟐+𝟒
} (Por la propiedad de Linealidad).  

 

b. 𝕷−𝟏 {
𝟓𝒔

(𝒔+𝟒)𝟑
} (Por la propiedad de Translación). 

 

c. 𝕷 {
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒕)

𝒕
} (Por el teorema de la Transformada de la Integral). 

d. 𝕷−𝟏 {𝐥𝐧(
𝒔−𝟏

𝒔+𝟏
)} (Por el teorema de Derivada de la Transformada). 

e. 𝕷−𝟏 {
𝟏

𝒔(𝒔𝟐+𝟏)
} (Por el Teorema de Convolución). 

 
2. Para cada una de los siguientes conceptos de aplicación: 

 

- Ley de Enfriamiento de Newton. 

- Ley de Absorción de Lambert. 

- Crecimientos poblacionales. 

- Problemas de Dilución. 

- Vaciado de tanques. 

- Aplicaciones a la Física. 

 

a. Definición matemática concreta de cada uno de ellos. 

b. Un ejemplo, desarrollado, de cada uno de ellos, justificando cada uno de los pasos realizados 

durante el proceso (Si necesita apoyo solicítelo al respectivo tutor y utilice la bibliografía 

recomendada). 
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PISTAS DE APRENDIZAJE 

 

Tener en cuenta que: Se deben considerar 3 casos diferentes en la solución de la ecuación 

cuadrática que se presenta en la Ecuación de Euler - Cauchy 

 

 Si las raíces son Reales y diferentes. 

 

 Si las raíces son Reales e iguales.  

 

 Si las raíces son Complejas (las raíces aparecen como un par 

conjugado).  

 

Tener presente: 

 

Nota1: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente 

se refiere a la versión unilateral.  

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se 

define: 

𝑭𝑩(𝒔) =  𝕷{𝒇(𝒕)} = ∫ 𝒆−𝒔𝒕𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞

 

Nota 3: La transformada de Laplace 𝐹(𝑠), existe para todos los 

números reales   𝒔 > 𝒂 , donde 𝒂 es una constante que depende del 

comportamiento de crecimiento de 𝑓(𝑡), 

𝕷 Es llamado el operador de la transformada de Laplace. 
 

 

 

Tema 2 Escriba el nombre del tema 
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5. GLOSARIO 

 

 Cálculo: En general el término cálculo (del latín calculus = piedra)1 hace referencia al resultado 

correspondiente a la acción de calcular o contar. Calcular, por su parte, consiste en realizar las 

operaciones necesarias para prever el resultado de una acción previamente concebida, o 

conocer las consecuencias que se pueden derivar de unos datos previamente conocidos. 

No obstante, el uso más común del término cálculo es el lógico matemático. Desde esta 

perspectiva, el cálculo consiste en un procedimiento mecánico, o algoritmo, mediante el cual 

podemos conocer las consecuencias que se derivan de unos datos previamente conocidos 

debidamente formalizados y simbolizados. 

 Derivación: La derivación numérica es una técnica de análisis numérico para calcular una 

aproximación a la derivada de una función en un punto, utilizando los valores y propiedades de 

la misma. 

 

 Integración: La integración es un concepto fundamental del cálculo y del análisis matemático, 
básicamente, una integral es una generalización de la suma de infinitos sumandos, infinitamente 
pequeños. 

 

El cálculo integral, encuadrado en el cálculo infinitesimal, es una rama de las matemáticas en el 

proceso de integración o antiderivación, es muy común en la ingeniería y en la ciencia también; 

se utiliza principalmente para el cálculo de áreas y volúmenes de regiones y sólidos de 

revolución. 

Fue usado por primera vez por científicos como Arquímedes, René Descartes, Isaac 

Newton, Gottfried Leibniz e Isaac Barrow. Los trabajos de este último y los aportes de Newton 

generaron el teorema fundamental del cálculo integral, que propone que la derivación y la 

integración son procesos inversos. 

 

 Ingeniería: La ingeniería es el conjunto de conocimientos y técnicas científicas aplicadas al 
desarrollo, implementación, mantenimiento y perfeccionamiento de estructuras (tanto físicas 
como teóricas) para la resolución de problemas que afectan la actividad cotidiana de la sociedad. 

Para ella, el estudio, conocimiento, manejo y dominio de las matemáticas, la física y otras ciencias es 

aplicado profesionalmente tanto para el desarrollo de tecnologías, como para el manejo 
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eficiente de recursos y/o fuerzas de la naturaleza en beneficio de la sociedad. La ingeniería es la 

actividad de transformar el conocimiento en algo práctico. 

Otra característica que define a la ingeniería es la aplicación de los conocimientos científicos a la 

invención o perfeccionamiento de nuevas técnicas. Esta aplicación se caracteriza por usar el 

ingenio principalmente de una manera más pragmática y ágil que el método científico, puesto 

que la ingeniería, como actividad, está limitada al tiempo y recursos dados por el entorno en 

que ella se desenvuelve. 

Su estudio como campo del conocimiento está directamente relacionado con el comienzo de 

la Revolución Industrial, constituyendo una de las actividades pilares en el desarrollo de las 

sociedades modernas. 

 

Ecuación Diferencial: Una ecuación diferencial es una ecuación en la que intervienen derivadas de 

una o más funciones desconocidas. Dependiendo del número de variables independientes 

respecto de las que se deriva. 

 

 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden: Una ecuación diferencial ordinaria de 

primer orden es una ecuación diferencial ordinaria donde intervienen derivadas de primer orden 

respecto a una variable independiente. 

 Ecuaciones Diferenciales lineales con Coeficientes Constantes: La resolución de ecuaciones y 

sistemas de ecuaciones diferenciales se simplifica mucho si las ecuaciones son de coeficientes 

constantes. En el caso de una ecuación de primer orden la búsqueda de un factor integrante nos 

lleva en la mayoría de los casos a una ecuación en derivadas parciales. Si la ecuación es de orden 

superior, a no ser que sea una ecuación de Euler o similar, tendremos que proponer una solución 

que no viene dada, en general, por funciones elementales. 

 

 Ecuaciones Diferenciales Lineales simultáneas: Las ecuaciones diferenciales ordinarias 
simultáneas consisten en dos o más ecuaciones con derivadas de dos o más funciones 
desconocidas de una sola variable independiente.  

 Ecuación de Continuidad: En física, una ecuación de continuidad expresa una ley de 

conservación de forma matemática, ya sea de forma integral como de forma diferencial. 

 

 Ley de Enfriamiento: Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su medio 

ambiente no es demasiado grande, el calor transferido en la unidad de tiempo hacia el cuerpo 

o desde el cuerpo por conducción, convección y radiación es aproximadamente proporcional a 

la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio externo. 
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 Ley de Absorción: En óptica, la ley de Beer-Lambert, también conocida como ley de Beer o ley 

de Beer-Lambert-Bouguer es una relación empírica que relaciona la absorción de luz con las 

propiedades del material atravesado. 

 

 Crecimiento Poblacional o crecimiento demográfico: es el cambio en la población en un cierto 

plazo, y puede ser cuantificado como el cambio en el número de individuos en una población 

por unidad de tiempo para su medición. El término crecimiento demográfico puede referirse 

técnicamente a cualquier especie, pero refiere casi siempre a seres humanos, y es de uso 

frecuentemente informal para el término demográfico más específico tarifa del crecimiento 

poblacional, y es de uso frecuente referirse específicamente al crecimiento de la población del 

mundo. 
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6. PISTAS DE APRENDIZAJE 

 

Tener en cuenta que: Se entiende por Ecuación Diferencial Ordinaria aquella que tiene: 

 

 𝒚 𝒄𝒐𝒎𝒐 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 𝑫𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆, y  

 𝒙 𝒄𝒐𝒎𝒐 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 𝑰𝒏𝒅𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 
 

Tener presente que: El grado de una Ecuación Diferencial está dado por el exponente entero 
positivo de la derivada más alta presente en la ecuación. 

 

Traer a la memoria: El orden de una Ecuación Diferencial es igual al de la derivada de más alto 
orden que aparece de manera no trivial en la ecuación, en otras palabras, la derivada de más alto 
orden determina el orden de los factores de la Ecuación Diferencial. 

 

Tener en cuenta que: El concepto de orden también se extiende a las ecuaciones parciales. 

 

Tener presente que: Como aplicaciones, las ecuaciones de Laplace, de Calor y de Onda tienen un 

enorme significado para la Física Teórica y su estudio ha estimulado el desarrollo de muchas ideas 

matemáticas relevantes. 

 

Traer a la memoria que: Una Ecuación Diferencial ordinaria de primer orden, se puede expresar de 

dos formas: 

 

e. Explícita: 

    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇 (𝒙, 𝒚) 

 

𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 
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f. Implícita: 

 

𝒇 (𝒙, 𝒚,
𝒅𝒚

𝒅𝒙
) = 𝟎, 𝒄𝒐𝒏 𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 

 
Tener en cuenta que: una Ecuación Diferencial Homogénea de Orden Superior se presenta de la 
siguiente forma: 
 

𝒂𝒏(𝒙)𝒚𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏(𝒙)𝒚𝒏−𝟏 + ⋯+ 𝒂𝟐(𝒙)𝒚′′ + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚′ + 𝒂𝟎(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) 
 
 

Tener presente que: Si 𝒇(𝒙) = 𝟎  𝒆𝒔 𝒖𝒏𝒂 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂. 
 

Traer a la memoria que: Si   𝒇(𝒙) ≠ 𝟎 𝒆𝒔 𝒖𝒏𝒂 𝑬𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝑫𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒄𝒊𝒂𝒍 𝑵𝒐 𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈é𝒏𝒆𝒂 
 

Tener en cuenta que: Este tipo de ecuaciones tienen como solución general la función: 
𝒚 = 𝒆𝒎𝒙 

 
Tener presente que: la Ecuación Auxiliar, para solucionar este tipo de ecuaciones diferenciales, 
está dada por: 
 

𝒂𝒏𝒎𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒎
𝒏−𝟏 + ⋯+ 𝒂𝟐𝒎

𝟐 + 𝒂𝟏𝒎 + 𝒂𝟎 
 
Traer a la memoria que: Aparentemente se pueden encontrar infinitas soluciones, se debe 
cuestionar entonces acerca del número mínimo de soluciones independientes que generan todas y 
cada una de las soluciones del sistema. 
 
Tener en cuenta que: Se puede afirmar que existirán 𝒏 soluciones: 

Sean 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏, considerando la matriz formada por estos vectores columna – cada 
columna es uno de estos vectores - 
 

𝑿(𝒕) = [

𝒙𝟏𝟏(𝒕) 𝒙𝟏𝟐(𝒕) … 𝒙𝟏𝒏(𝒕)

𝒙𝟐𝟏(𝒕) 𝒙𝟐𝟐(𝒕) … 𝒙𝟐𝒏(𝒕)
⋮

𝒙𝒏𝟏(𝒕)
⋮

𝒙𝒏𝟐(𝒕)
⋱
…

⋮
𝒙𝒏𝒏(𝒕)

] 

 
 
Tener presente que: Estas soluciones serán Linealmente Independientes en cada punto 𝒕 del 
intervalo:  𝜶 < 𝒕 < 𝜷 Si y sólo sí el determinante es diferente de CERO en ese punto. Al 
Determinante de 𝑿 se le llama Wronskiano de las 𝒏 soluciones. 
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Traer a la memoria que: Se deben considerar 3 casos diferentes en la solución de la ecuación 
cuadrática que se presenta en la Ecuación de Euler - Cauchy 
 

 Si las raíces son Reales y diferentes. 
 

 Si las raíces son Reales e iguales.  
 

 Si las raíces son Complejas (las raíces aparecen como un par conjugado).  
 

 

Tener en cuenta que: 

 

Nota1: Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se refiere a la versión 

unilateral.  

Nota 2: También existe la transformada de Laplace bilateral, que se define: 

𝑭𝑩(𝒔) =  𝕷{𝒇(𝒕)} = ∫ 𝒆−𝒔𝒕𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞

 

Nota 3: La transformada de Laplace 𝐹(𝑠), existe para todos los números reales   𝒔 > 𝒂 , 

donde 𝒂 es una constante que depende del comportamiento de crecimiento de 𝑓(𝑡), 

𝕷 Es llamado el operador de la transformada de Laplace. 
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Este capítulo recomienda al estudiante las fuentes de consulta bibliográficas y digitales para ampliar  

su conocimiento, por lo tanto deben estar en la biblioteca digital de la Remington.  Utilice la biblioteca  

digital http://biblioteca.remington.edu.co/es/ para la consulta de bibliografía a la cual puede acceder 

el estudiante. 
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