®

UNIREMINGTON"

CORPORACION UNIVERSITARIA
RES. 2641 MEN JUNIO 21 DE 1996

FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

Ingenieria de Sistemas

Asignatura: Matematicas Il

Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

Este material es propiedad de Uniremington Corporacion Universitaria,
para los estudiantes de Uniremington en todo el pais.

2014

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




CORPORACION UNIVERSITARIA Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas 1l

UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual I

CREDITOS

UNIREMINGTON'

CORPORACION UNIVERSITARIA REMINGTON
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996

El mddulo de estudio de la asignaturatrasversal Matematicas Ill (Calculo Integral) es propiedad de la
Corporacion Universitaria Remington. Las imagenes fueron tomadas de diferentes fuentes que se relacionan
en los derechos de autor y las citas en la bibliografia. El contenido del mddulo esta protegido por las leyes
de derechos de autor que rigen al pais.

Este material tiene fines educativos y no puede usarse con propdsitos econémicos o comerciales.

AUTOR

Pablo Emilio Botero Tobon
pbotero@remington.edu.co

Nota: el autor certific (de manera verbal o escrita) No haber incurrido en fraude cientifico, plagio o vicios
de autoria; en caso contrario eximio de toda responsabilidad a la Corporacion Universitaria Remington, y se
declaré como el Unico responsable.

Actualizaciones: fueron creadas a través de talleres didacticos de entrenamiento, ejercicios de aprendizaje,
pistas de aprendizaje, mapa conceptual y pruebas iniciales

RESPONSABLES

Jorge Mauricio Sepulveda Castano

Decano facultad de ciencias basicas e ingenieria
jsepulveda@uniremington.edu.co

Eduardo Alfredo Castillo Builes
Vicerrector modalidad distancia y virtual
ecastillo@uniremington.edu.co

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No.51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 - Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia



mailto:pbotero@remington.edu.co
mailto:jsepulveda@uniremington.edu.co
mailto:ecastillo@uniremington.edu.co

UNlREMlNGTONU Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2461 MEN JUNIO 21 DE 199 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

Carlos Alberto Ocampo Quintero
Coordinador CUR-Virtual
cocampo@uniremington.edu.co

GRUPO DE APOYO

Personal de la Unidad CUR-Virtual
EDICION Y MONTAJE
Primera version. Febrero de 2011.Segunda version Marzo 2012

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia



mailto:cocampo@uniremington.edu.co

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2461 MEN JUNIO 21 DE 199 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

UNlREMlNGTONU Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual I

Derechos Reservados

OO

BY NC SA

Esta obra es publicada bajo la licencia CreativeCommons. Reconocimiento-No Comercial-Compartir Igual
2.5 Colombia.

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




3.1

3.2.
3.3.

4.1.
4.2.
4.3
44.

5.1
5.2.
53.
54.

8.1.

UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il
TABLA DE CONTENIDO

MAPA DE LA ASIGNATURAL........ooiiieiiieietnete st s eesas s e e s s s ee s s s e e s sae s e e sne s snessasssnnanans 6
MAPA CONCEPTUAL DE LA ASIGNATURA ....cociiiiiiiiirieiniasiiineirnesisnsiesssssasssrasssssssssanses 7
UNIDAD | INTEGRAL INDEFINIDA E INTEGRACION..........coeveuerenerrerasrenesenessssenessssessssenssnssssssenenes 8
PrUEDA INICIAL «.veevetee et 8
TEMA L INTEGIACION ..ottt ettt b sttt b et b st eaeeae e 10
Tema 2 TECNICas de INEEGIACION ......ocueiueeieieeeieie ettt ettt ettt eas 51
UNIDAD 2 INTEGRAL DEFINIDA...........eeriiiiniiintnieeiitesnessessse st ssaesse s s s e s s sse s nsesne e 95
PrUEDA INICIAL. oottt ettt st sttt e be e s saae st e 95
Tema 1 Integral DEfiNida .......eoveveeeieeeer e 96
Tema 2 Area bajo UNa CUIVa Y &ra ENTTE CUTVAS. «......cveeverveevereeescsnsesseseesseseessessessessessesassessassessanes 101
Tema 3 SOLA0S de REVOLUCION ........veuiiieiiriiriesieeece et e 124
UNIDAD 3 METODOS DE INTEGRACION..........ccveveueueeeererneeeensessesessessssseassnsessssessnsssssssnenns 141
Prueba iniCial.......ccevieriiiiiiii s 141
Tema 1 INtegracion POT PAMLES .......eeverereieriirreiesitentesteeeeeresieessesteessessessaensesseassesesssessessesssenses 142
Tema 2 Integracion por Fracciones ParCiales ............ccecvevvreererieriisir e s 159
RLACION CON 0TS TEMAS. ... cvvitiniitinieietcie ettt bbbttt 185
L 0y O 186
PISTAS DE APRENDIZAIE..........ccoooeriuiiinuiiiniinieiitesntssstesstssstessessssesssessssesssessssessssssssesane 192
BIBLIOGRAFIAS .........eucvereacrentseereacseeseaessensse s ssessse s seasssesesessessaessensseessasssenssessenssesesees 194
Fuentes digitales 0 €LeCITONICAS .....cvevvereeeriesieeeerie et et st et ettt e et e s et e e e e e e reenee e 195

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UNlREMlNGTON Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2461 MEN JUNIO 21 DE 199 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

1. MAPA DE LA ASIGNATURA

MATEMATICAS IlI ]

}
4 N

PROPOSITO GENERLA DEL MODULO

EL calculo es una herramienta de uso cotidiano en la elaboracion de disefios y la implementacion y
desarrollo de proyectos. El manejo de la conceptualizacion y aplicacion de este modelo permitira un

\ejercicio versatil de la accion en las diferentes areas del conocimiento. )
4 | )
OBJETIVO GENERAL

Analizar comprensivamente los elementos geométricos, algebraicos y analiticos asociados al modelo
de representacion de situaciones problémicas propuesto por el calculo en su aproximacion integral,
Identificando las caracteristicas de este modelo de representacion con una claridad suficiente que
permitan el desarrollo de habilidades y destrezas para la discretizacion de situaciones problémicas
de su cotidianidad y puedan ser simuladas con este esquema de pensamiento, brindando, ademas,
elementos del modelo que permitan la representacion de otro grado de libertad del sistema

Qémico no lineal conformado por la interaccion de la persona y su entorno de objetos cotidianos.j

v
/ OBJETIVOS ESPECIFICOS

I Definir la anti derivada y la integral indefinida, explicando y aplicando las formulas basicas de integracion.
B Entender el concepto de la integral definida partiendo del calculo del area bajo una curva.

B (Calcular integrales indefinidas y definidas, usando los métodos de integracion por partes e integracion por

K fracciones parciales.
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. MAPA CONCEPTUAL DE LA ASIGNATURA

[MATEMI'\TICAS III]

contiene

[Integral indefinida) [Integral Definida] Otras técnicas de
Integracion
en la cual con su en este aparte

Se manejara Se evaluara

Notacion Sigma

tanto y se refiere al /Ia\
El concepto de El 4rea bajo una curva Integracién por Partes Integracién por
Antidiferenciacion ’ ‘ Fracciones Parciales
y las coi'no que que es
Diferentes técnicas La aproximacion Permite calcular la [Un recurso algebraico]
para realizarla geomeétrica integracion de un
producto de funciones

como de la a través de que

I

Ecuaciones w Una férmula Se refiere a expresar una
Diferenciales determinada fraccion dada, como la suma

de varias fracciones.

con y la
Variables separables Integral definida
I |
y la analizando

|

Integracion con condiciones Teoremas fundamentales
iniciales del calculo

con sus y sus

Aplicaciones Aplicaciones

en en el

Fisica Economia Calculo de volimenes de
sélidos y sdlidos de revolucion
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3. UNIDAD | INTEGRAL INDEFINIDA E INTEGRACION

OBJETIVO GENERAL.

Definir la anti derivada y la integral indefinida, explicando y aplicando las formulas basicas de integracion.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Utilizar las leyes basicas de integracion para encontrar un conjunto de funciones primitivas.

B Integracion de funciones por el método de sustitucion o cambio de variable.

B Efectuar integrales realizando division previa a la integral.

3.1. Pruebainicial.

1. Escriba cinco notaciones diferentes para indicar la primera derivada de una funcion o modelo
matematico.

Obtenga la derivada indicada (si existe) para cada una de las siguientes funciones:
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Nota: Realice las operaciones en hoja adjunta (socialice con su tutor)y coloque el resultado en su respectivo
cuadro.

FUNCIONES PRIMERA SEGUNDA DERIVADA | TERCERA DERIVADA
DERIVADA y” (x) = f”(x) y”l(x) — f/u(x)
y'x) =

f(x) = 8x3 —9x% — 5x

+7
()_3x5+7x3 3x
) =—+3"73
6
f(JC)—Zx_3

f) = Vo -5 +7
x
f(x) = (3 —5x%) * (4x

~15)
flx) = e5%>—6x+4

f(x) = In(5x3 — 2x?
+7)

f(x) =

2. Encuentre la funcion de costo marginal y la funcion de costo promedio para cada funcion de costo
dada:

e ¢c(q)=3.5¢*+2q—4en$

e ¢c(q)=6q®+8.5qg>—3q+7ens$US
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3. Dada la funcion para la posicion instantanea de cierto objeto, donde t es el tiempo en seqgundos,
encuentre la funcion para la velocidad instantanea y la funcion para la aceleracion instantanea:

e s(t) =8t*+5t—60enkm.
e s(t)=50t+3enm.

o s(t)=17t3+28t* —9t+ 5encm.

4, Dada la funcion para la demanda de un producto:

e p(q) = 15q + 9 en $. Determine la funcion para el ingreso marginal.

3.2. Tema 1 integracion

¢ Resena historica.
Los cimientos del Calculo Infinitesimal fueron colocados por matematicos como: Cavalieri, Torriceli,
Fermat, Pascaly Barrow, entre otros. Y luego el calculo fue desarrollado en forma independiente por Isaac
Newton en Inglaterra y por Gottfried Leibniz en Alemania hacia el final de los anos 1600 y comienzos de los
anos 1700 (entre 1660 y 1720). Y fue George Friedich Bernhard Riemann (1826-1866) quien proporciond
la definicion moderna de la Integral definida.

Uno de los problemas que origind el desarrollo del Calculo fue el problema del area. El concepto de area
se tuvo desde muy temprano, practicamente desde el desarrollo de la agricultura y la propiedad privada que
hizo necesario idear métodos para medir los terrenos. Antes de los griegos se conocian formulas para
calcular con bastante precision el area de superficies poligonales de cualquier forma. Lo que no existia era
una formula o un método para encontrar el area de una superficie cuyo borde exterior fuera una curva, la
de un circulo por ejemplo.
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Arquimedes (287-212 AC) resolvid el problema parcialmente, deduciendo la formula para hallar el area del
circulo. EL método de Arquimedes fue un avance importante, pero no satisfacia totalmente la necesidad de
encontrar el area de una curva, problema que si resolvié el Calculo.

Esta fue un de las necesidades por las cuales surgio el Calculo. Hoy en dia el Calculo no solo se aplica para
determinar areas, sino también para el diseno de puentes, caminos, velocidad exacta que debe alcanzarse
para colocar un satélite en una drbita alrededor de la tierra, para determinar modelos matematicos bajo
ciertas condiciones, entre otras aplicaciones. Tiene aplicacion en todas las ramas del conocimiento, en
Economia, Administracion, Fisica y demas ciencias.

o Definicion de integral o Antiderivada.

La integral es una operacion contraria a la derivada.

DEFINICION: La integral de una funcién £(x), es otra funcion que F(x), siempre que se cumpla que:

F(x) = f(x)

Para indicar que F(x) es una integral de f(x) utilizamos el siguiente simbolo:

F(x) = f f(x)dx: se llama Integral indefinida

DEMOSTRACION:

» Para hacer la demostracion se parte de la condicion:

F'(x) = f(x) Ecuacion (1)
» Otra notacion para F'(x) puede ser:

F'(x) = £ Ecuacion (2)
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» Reemplazando 2 en 1 se tiene:

d[F(x)]
— = f®

» Multiplicando a ambos lados por @& queda:

d[l;ix)] N . = f(x) * ., Simplificando dx en el primer miembro de la igualdad:

d[F(x)] = f(x) ~ d&
» Para quitar el diferencial d[F (x)], se integra en ambos lados:

[ atren = [ roax

F(x) = [ f(x)dx, lo que se queria demostrar.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. SiF(x) = 4x3 + 5x% + 6x

» Derivando se tiene que:
F'(x) = 12x%> +10x + 6 = f(x)

» Aplicando la formula:

F(x) = ff(x)dx
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» Setiene que:
F(x) = f(le2 +10x + 6)dx =4x3 + 5x% + 6x

> Es decir, una integral de12x2 + 10x + 6, es:

F(x) = 4x3 + 5x% + 6x

2. SiF(x) =5x*
» Derivando se tiene que:

F'(x) = 20x3 = f(x)

» Aplicando la formula:
F) = [ fGdx

» Setiene que:
> F(x) = [20x3dx = 5x*

> Es decir, una integral de 20x3 , es:

F(x) = 5x*

NOTA:
Siempre que se integre debe sumarse al resultado una constante de integracion C que representa las
cantidades que no tienen variable.
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Revisando la nota anterior se tiene:

F(x) F'(x) f Fx)dx
1. x* 4x3 x*
2. x*+10 4x3 Deberia ser x* + 10~
3.x*-5 4x3 Deberia ser x* — 5**

Revisando el cuadro:
Si

1. F(x) = x*, su derivada
F'(x) = 4x3 ,estoes:
F'(x) = 4x3

Entonces, se tiene que una integral de 4x3 es F(x) = x* . Representando esta situacion
matematicamente:

f 4x3dx = x*

2. Pero que pasa si F(x) = x* + 10, derivando podemos ver que:
F'(x) = 4x3

Se obtiene la misma derivada del ejercicio 1, por lo tanto:

[ 4x3dx, también debe serigual a F(x) = x* + 10

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

3. Lomismosucedesi F(x) = x*—5

Su derivada es igual a:
F'(x) = 4x3
Entonces, [ 4x3dx debe seriguala F(x) = x* — 5

Tenemos entonces que: [ 4x3dx, debe ser igual a:
1. F(x) = x*

2.F(x) =x*+10 =

3.F(x) =x*-5*

Como conclusion tenemos que estas tres funciones solo difieren en una constante, como no sabemos cual
numero escribir, siempre que se integre, al resultado le escribimos una constante C.

e  LEYES BASICAS DE INTEGRACION.

> Integral de una potencia

n+1
[x"dx ==  feoonn®—1
n+1
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
3, a3+ _xt
1L [X¥dx=T1+c=T+c

+1

) 2
2. [VaZdx = [x5dx =%

7

x5 5 5
—tc=+c=cxVx"+c=
§+1 5 7
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5
ZX* Va2 +c

-3-1 -4
3. f%zfx*dxzi z !

> fidx=fx‘1dx=lnx+c

| > Jdx=x+c

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [dz=z+c

2. [dy=y+c

3. [eYdx=e"+¢

> fa"dx=ﬁa"+c,aeRe ya+0

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

x _ 1
1. [5%dx=—5"+c

x _ 1 -
2. [7T¥dx=—=T"+c
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> [k*f(x)dx=k /[ f(x)dx = kF(x) +c
Donde k es una constante.

Podemos ver que se efectua la integral de la funcion, el resultado se multiplica por la constante k y al final
solo se escribe una sola constante de integracion.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [10dx=10[dx =10x+c

N

. [Bdx=11Inx+¢
X

3. f%dyz —4lny+c

H

. fgdx=8f§dx=81nx+c

5. [V3dx=+V3[dx=V3x+c

13 . 13 _ 9x1.3+1 _ 9x2.3
6. [9xPdx=9[xVPdx=—"—+c="r+c

) B ) a1 _6_x3 _ 3
7. Jextdx=6[xdx="—+c="+c=2x"+c

i _ l _ _5 _ gx—5+1 _ gx— 4 _
8 [Fdx=8[—dx=8[xPdx=—"F+c=—p+c=
2
—F-FC

9. [11le*dx =11[e*dx =11e*+ ¢
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3 3 3
10. [ce¥dx = [e*dx=ce*+c

11. [ —8e?dz = —8 [ e’dz = —8e” + ¢

12. [ edx = ex + c (Recuerde que e es una constante)

xe+1

13. [ x®dx = +c

e+1

» INTEGRAL DE UNA SUMA (DIFERENCIA)

La integral de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de las integrales, esto es:

f[f(x)ig(x)irh(x) -] = ff(x)dxifg(x)dxifh(x)dxi---

Nota: Para aplicar la ley, se efectua cada integral independientemente y al final escribimos una sola
constante de integracion C.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [(5x*+ 6x—10)dx = [ 5x%dx + [ 6xdx — [ 10dx =

2+1 x1+1

-1
24_1+61_|_1 Ox+c

ijzdx+6jxdx—1ojdx=5
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Realizando las operaciones indicadas y simplificando:

5x3  6x? 5x3 )
T+T—1Ox+c=T+3x —10x+c¢

2. [(7x*—3x*+8x—9)dx = [7x*dx — [3x*dx + [ 8xdx — [9dx =

4+1 2+1 x1+1

X
4+1_32+1+81+1_9x+c

7fx4dx—3fx2dx+8fxdx—9fdx=7

Realizando las operaciones indicadas y simplificando:

7x5 3x3_|_8x2 ox + _7x5 5 4 4x? — Oy 4
S 3 > Xte=—0-—x X x+c¢

4x5—6x3+8x . . . . .
3. fT dx Separando denominadores y aplicando la propiedad correspondiente, se tiene:

4x5d f6XBd +j‘8xd
2x x 2x X 2x x

Simplificando, se tiene:
JZx“dx—j3x3dx+f4dx=2jx4dx—3fx3dx+4jdx=

Zx‘“'l 3x3+1 2x5 3x4

- 4 = = 41
211 3_|_1+ X+ C 5 4+x+c

4. [5z3dx =523 [dx = 523x + ¢
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Nota: Se debe esto a que se esta integrando x y no z, por lo tanto z es una constante.

5.f(3q2—§q+5)dq

2 2
f<3q2—§q+5)dq=f3q2dq—f§qdq+f5dq=

2 3q2+1 2 q1+1
20, _ 2 — _z
3fqdq 3jqdq+5qu 211 3>r<1+1+5q+c

Realizando las operaciones indicadas y simplificando, se tiene:

3> 2 q° , 1,

T—§*7+5q+c—q —§q +5q+c
2 3

6.[y (y+;)dy

[ y? (y + ;) dy, Se realiza el producto indicado:

f (y3 + ;yz) dy, se aplica la propiedad correspondiente:

3+1 2+1
y

f3d +]E2d=y +§* +c
yayT Yy =3 T 11

Realizando las operaciones indicadas y simplificando, se tiene:
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3
Y _1.,15
g te=gyitoyite

N| W

4 3 4
y* 3y Yy
s T3 te=7+

7.[3%2%dx =3 [2"dx =3+ +c

X

8.f5—;dx=;f5xdx=%*li—s+c

> Integracion con condiciones iniciales

Las condiciones iniciales nos permiten determinar el valor de a constante C. Es decir entre muchas
funciones, nos permite determinar una unica funcion.
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Si.f'(x) =5x y f(1) = 4. Determine: f(x)
El procedimiento a sequir para resolver este tipo de integrales es el siguiente:

a. Se escribe una notacion para la derivada que permita visualizar as dos variables.

! d[f(x)] ﬂ .
f'(x) o o 0 - Esto es:

! _ d[f(x)] _ d_y
f (x) T odx dx
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e, ., d
Se utilizara la notacion: d—z

» Laecuacion que nos dan se llama una ecuacion diferencial (porque es una ecuacion que incluye
derivadas).

d . .
d—z = 5x De acuerdo a las condiciones dadas inicialmente

» Debemos independizar las dos variables. Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el dx) y todo
lo que tenga y = f(x) allado contrario.

Separando variables queda: dy = 5x dx

» Integrando en ambos lados (no es necesario colocar dos constantes de integracion)

[dy = [ 5x dx.
Se resuelve la integral:
5x? N
= — *
y=—7¢

Recuerde que: yes lo mismo f(x) yy= f(x)

> Luego utilizamos la condicién inicial o valor en la frontera para hallar C.

Para este caso la condicion inicial es f(1) = 4. Esta condicion quiere decir:
Parax=1y=4
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Se reemplazan estos valores en la ecuacion:

5x2+
= — *
y 2 c

2
y= 5% + ¢ (Se reemplazan x, y en el modelo):

5(1)2+ 4 5 8-5 3
= d = —__— = — = —
2 ¢7¢ 2 76T T T Ty

4

2
Por lo tanto, la funcion y = 5% + ¢ queda:

5x?

Y=—"273

b.  Con la funcion obtenida podemos encontrar valores de x o de y segun se necesite.

(%) = _5x2+3
fx)=y= > T3

Por ejemplo, hallar:

5(-3)2 3 45 3 48

o f(-3) = 4=y = =24
522 3 20 3 23

. f(2)=—(2) to=S o=

e ;Quévalortiene x cuando y =7
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o Sereemplaza en la ecuacion:
5x? N 3 ; 5x? N 3
= —_— —_ e p— —
Y= "2 2 2

o Se multiplica toda la ecuacion por 2, para eliminar los denominadores:

5x2_|_2 3
*_
2

2x7 =2x%

o Simplificando:

5x2+3 =14
o Resolviendo para x:

5x2=14—3—>5x2=11—>x2=?—>x=+

11 11
5

2. Siyesunafuncionde xtalque y' =8x —4 y y(2) = 5, encontrarelvalorde y,
encontrar, también y(4).

PISTA DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta: Cuando se dice y(2) = 5 significa que
y=5cuando x =2

Procedimiento

o y(2) = 5Esla condicion inicial.

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UNlREMlNGTONU Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2461 MEN JUNIO 21 DE 199 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

o y=8x—-4
o y Esunaantiderivada de 8x — 4:

Entonces:

X2
y=f(8x—4)dx=8fxdx—4fdx=8*?—4x+c

» Simplificando:

y=4x*>—-4x+c*

» Podemos determinar el valor de C por medio de la condicion inicial:

y=5cuando x =2

» Reemplazando en *:

y=4x>—-4x+c->5=4(2)>-42)+c
» Despejando c:

c=5-16+8->c=-3

» Reemplazando ¢ por —3 en la ecuacion (*) se obtiene la funcion que buscamos:

y=4x*—-4x+cpero c=-3 (3)
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» Entonces la ecuacion queda:

y=4x*>—4x-3

3 Paraencontrar y(4) hacemos x =4 en la ecuacion (3):

y(4)=(4)>-4(4)-3=64—16—3 =45

3. Sif'(x) =3x%*+4x+3conf'(3) =8, hallar f(x)
Procedimiento

» Se deben independizar las dos variables. Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el dx) y todo
lo que tenga y = f(x) allado contrario.

D —3x2 4 4x +3 > dy = (322 + 4x + 3)dx

dx

» Integrando a ambos lados:

fdy=f3x2+4x+3—>y=3fx2dx+4fxdx+3fdx—>

3x2+1 4x1+1

Y=gt 7 " 3x + c, Efectuando las operaciones indicadas y simplificando:
3x3  4x? 5 )
y=T+T+3x+c—>y=x +2x°+3x+c+*
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» Lacondicion iniciales: x=3, y=8

o Reemplazando en * tenemos:
y=x3+2x*+3x+c

8=03)3+23)?%+303)+c

o Despejando c:

c=8-27—-18—-9 ->c=—-46

» Lafuncion o modelo queda:

y=x3+2x%+3x—46

> Aplicaciones de la integral indefinida.

APLICACIONES EN ECONOMIA: Costo marginal, ingreso marginal y otras aplicaciones seran analizadas a
través de ejemplos.

Costo marginal: Tenemos los siguientes tres modelos matematicos (o funciones):

o ¢(q): Modelo o funcién para los costos.
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o c'(q): Modelo o funcién de costo marginal. EL costo marginal resulta al derivar la funcion o
modelo de costo. El costo marginal es lo que cuesta producir una unidad adicional a las unidades
que se tenia planeado producir inicialmente.

o ¢(q) = €@ £ el modelo o funcién de costo promedio. Es lo que cuesta en promedio producir
q

una sola unidad.
o q: Nimero de unidades producidas.

Como se esta integrando el dato, en este tipo de problemas, sera el modelo de costo marginal;
adicionalmente la condicion inicial sera casi siempre la misma, nos daran un valor para los costos fijos, los
costos fijos quieren decir g = 0 (Produccion igual a cero).

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Enla manufactura de un producto se tiene: Costos fijos mensuales de $ 22000000
($ 2000 miles) y el modelo o funcion para el costo marginal es:

c'(q) = 10q + 8 Enmiles de $.
Donde q es el nimero de unidades producidas mensualmente.
Determinar:

a. Funcion o modelo para el costo.
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Procedimiento

o dle(@] dlc(q)]
c'(q) = dq - dq =10q + 8
» Se deben independizar las dos variables:

d[c(q)] = (10q + 8)dq

» Seintegra a ambos lados:

fd[c(q)] =](10q + 8)dq - 10f qdq +8qu

q1+1 qz
c(q):101+1+8q+c—> c(q):107+8q+c

» Simplificando:
c(q) =5q*+8q+cx
b. La condicion inicial dice que los costos fijos son de $2000 miles, esto quiere decir que para ¢ =
0-c=2000
> Reemplazando estos valores en: c(q) = 5q% + 8q + c, se tiene:
2000 = 5(0)2+8(0) + ¢
» Despejando c:

c=2000
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> Elmodelo de costos queda: c(q) = 5q% + 8q + 2000 en miles de §.

¢.  Funcion o modelo para el costo promedio.

Procedimiento

c(@ _ 5g% + 8q + 2000
q

c(q) =
» Separando denominadores y simplificando:
c(q) =5q +8+ @ En miles de $.

d. Hallar el costo, costo promedio y costo marginal cuando se producen 50 unidades en el mes;
interprete los resultados obtenidos.

Procedimiento

Se pide determinar: ¢(50), '€(50), c'(50)
Se reemplaza en:

» ¢(q) =5q*+8q+2000

c(50) = 5(50)2 + 8(50) + 2000 = 14900 en miles de $.
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Se concluye que producir 50 unidades en un mes le cuesta a la empresa
$ 14'900.000.

> @ ="2

14900
50

¢(50) = — ¢(q) = 298 En miles de $.

Cuando se producen 50 unidades en un mes cada unidad le cuesta a la empresa $298.000.

» c'(q) =10q + 8

¢'(50) =10(50)+ 8 — c’(q) = 500 + 8 = 508 En miles de $

Cuando se producen 50 unidades, producir una unidad adicional a las 50 le cuesta a la empresa
$ 508.000 (esa sola unidad adicional cuesta $ 508.000).

2. Lafuncion o modelo para el costo marginal es:

c'=4q+7 En}$

Determinar el costo promedio cuando la produccion es de 200 unidades. Se sabe que los costos fijos son
de $350.000
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Procedimiento

> c(q)=[c(qdq=[(4q+7)dq en$

1+1 2

c(q)=4jqdq+7qu—>c(q)=4f+1+7q+c—>c(q)=4q7+7q+c

Simplificando: c(q) = 2q* + 7q + ¢

» La condicion inicial dice que: Costos fijos son de $350.000

Cuandoqg = 0 - c(q) = 350.000
Reemplazando en c(q) = 2q% + 7q + c:
350.000 = 2(0)%2 +7(0) + ¢
Despejando c:
¢ =350.000
La funcidn de costo total queda:
c(q) = 2q* + 7q + 350.000

» Lafuncion de costo promedio se obtiene como:

2q%+7q+350.000

c(q) = Separando denominadores y simplificando:
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350.000

c(qQ =2q+7+

3 e pide hallar el costo promedio para una produccion de 200 unidades, es decir para

q =200

Sereemplazaen:c(q) = 2q + 7 + 350.000

= 350.000

c(q) =2(200) + 7 + —=— = $2.157

200

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro Fundamentos de Calculo del autor Francisco Soler
Fajardo 'y otros.

Una compania actualmente produce 150 unidades por semana de un producto. Por experiencia, saben que
producir la unidad nimerox en una semana (costo marginal) esta dado por:

c'(x)=25-0.02xen$

Determinar el costo extra por semana que deberia considerar al elevar la produccion de 150 a 200 unidades

por semana.

Procedimiento

a. Sedebe hallar la funcion de costo:

1 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Célculo con aplicaciones a
ciencias Econdmicas y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 370.
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c(x) = f c'(x)dx = f(ZS —0.02x)dx = 25fdx— 0.02fxdx -

2

x
c(x) =25x—0.02?+c—>c(x) =25x—0.01x*+c en$

b. No se tienen la informacion suficiente para determinar la constante de integracion C, pero no es
necesario saberlo, ya que se desea calcular el incremento en el costo que resulta al elevar x de
150 a 200 unidades por semana, es decir, se desea hallar:

¢(200) — c(150): se reemplaza cada uno en la ecuacion c(x) = 25x — 0.01x% + ¢
c(200) = 25(200) — 0.01(200)2 + ¢

¢(150) = 25(150) — 0.01(150)% + ¢

> Se efectua la diferencia:

¢(200) — ¢(150) = 25(200) — 0.01(200)% + ¢ — [ 25(150) — 0.01(150)? + c]
c(200) — ¢(150) = 5.000 — 400 + ¢ — 3750 + 225 — ¢

» Efectuando las operaciones indicadas:

c(200) — c(150) =1.075

> Por lo tanto: EL incremento en el costo semanal seria de $ 1075.
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¢. INGRESO MARGINAL: Tenemos las siguientes tres funciones:
o r(q): Funcién para los ingresos.

o r'(q):Funcién de ingreso marginal. Elingreso marginal resulta al derivar la funcion o
modelo de ingreso. Elingreso marginal es el ingreso que resulta cuando se vende una unidad
adicional a as presupuestadas.

o r(q@)=pq@*q
o p(q): Funcion de precio o demanda.

q: Numero de unidades vendidas.

(@)

Como se esta integrando, el dato en este tipo de problemas sera el modelo de ingreso marginal;
adicionalmente la condicion inicial sera casi siempre la misma, si no hay ventas no habra ingresos, esto es:
Parag =0, r=0

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

a. Sila funcion para el ingreso marginal es:
r'(q) =1.000 — 12q — 6g* en $

Encontrar a funcion para la demanda o precio
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Procedimiento
., dr(@] dr 2
r'(q) = dq —>d—q—1.000—12q—6q

dr = (1.000 — 12q — 6q*)dq

Integrando a ambos lados:
f dr = f(l.OOO —12q — 6q%)dq

r=1000qu—12fqdq—6fq2dq—>

1+1 2+1 2 3

q —
1+1

q _ _129 _ T
ot €=1000-12---6—+c

r=1000—-12 = 6

Simplificando:
y =1r(q) = 1000q — 6q*> — 2q® + ¢ Funcién Ingreso

Cuando no se vende g = 0 no hay ingreso = 0.
Reemplazando estos valores en: 7(q) = 1000q — 6q* — 2q> + ¢

0 =1000(0) — 6(0)% — 2(0)3 + ¢ Por lo tanto:
c=0
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b. Sila funcion de ingreso es:
y =r(q) = 1000q — 64> — 2q°en $

Entonces la funcion demanda se obtiene dividiendo la funcion de ingreso entre q :

r 1000q-6q%-243 .
=1 _ % Separando denominadores:

2 3
p =@ _ 1000g % - 2% Simplificando:

1. Lafuncion o modelo para el ingreso marginal es:

r'(q) = 5q + 3000 en $ Determine el modelo para el ingreso.

Procedimiento

r(q) = f r(q)dq = f (5q +3000)dq —

1+1
q

1+1

r(q)=5fqdq+3000qu=5 +3000q + c

5
r(q) = qu +3000q + ¢

Ahora, la condicion iniciales; 4 = 0,7 =0

Reemplazando en: r(q) = ng + 30009 + c, se tiene que:
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5
0=E(0)2+3000(0)+c—>c=0

La funcion de ingreso es:

5
r(q) = qu +3000g en $

APLICACIONES EN FiSICA:

La aplicacion se da en el movimiento en un eje coordenado y Caida libre.

Para un objeto que se mueve a lo largo de un eje, tenemos las siguientes funciones:

o s(t): Funcion o modelo de posicién. Esta dado en unidades de espacio (metros, kilémetros,
centimetros).

v(t): Funcion o modelo de velocidad instantanea. Esta dada en unidades de espacio divididas
entre unidades de tiempo. Las unidades mas utilizadas son: m/s (Se lee metro por sequndo; cm/s
(centimetro por sequndo); km./h (kildmetro por hora); Km./s (kildmetro por sequndo); entre
otras.

O

o a(t): Funcién o modelo de aceleracion. Esta dado en unidades de espacio divididas entre
unidades de tiempo al cuadrado. Las mas utilizadas son: m/s?, Km./s2.

o t:Tiempo.

Ademas se tienen las siguientes relaciones entre ellas:
o s(t) =[v(t)dt

o v(t) = [a(t)dt
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NOTA:

- Las condiciones iniciales, por lo general, se dan para un tiempo t = 0, a no ser que sé de una
condicion diferente.
- Eldato en este caso es la aceleracion.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Laaceleracion de un cuerpo que se mueve a lo largo de un eje coordenado esta dada por:
a(t) = 2t + 3 en — El objeto parte con una velocidad de 12 m/s desde una posicion de

seg?
10 m. Determine: La funcion de velocidad instantanea.

PROCEDIMIENTO

a. Funcion velocidad: Se sabe que:
v(t)=[at)dt=[2t+3)dt=2[tdt+3 [ dt -
t1+1 t2 C e
v(t) =2—+ 3t + ¢ = 2—+ 3t + c Simplificando:
1+1 2
v(t)=t*+3t+c

Se determina el valor de la constante C. Se sabe que el objeto parte con una velocidad de 12 m/s. Esta
condicion inicial quiere decir que:

t = 0,v = 12 Reemplazando en v(t) = t + 3t + c se tiene:
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12 = (0)%2 + 3(0) + ¢ > ¢ = 12 por lo tanto:
La funcién de velocidad es: v(t) = t? + 3t + 12

b. Funcion de posicion: Se sabe que:

s(t) = jv(t)dt = f(t2 +3t+12)dt >

s(t)=ft2dt+3ftdt+12fdt—>

£2+1 1+1
t) = 3 12t
SO =g 3T 1Bt

3 2
s(t)=§+7+12t+cenmetros—>

Para hallar C tenemos que el objeto parte de una posicion de 10 m, quiere decir esta condicion:
3 2
Para t(0), s(10), reemplazando estos valores en s(t) = % + % + 12t +c,
0)3 = 3(0)2

10=2"4

3 T+12(0)+c—>c=10

3 2
La funcion de posicion es: s(t) = % + % + 12t + c en metros

Actividad: Realice el mismo ejemplo cuando el objeto parte desde el reposo, es decir, cuando v = 0.
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2. Un cuerpo se mueve a lo largo de un eje coordenado con aceleracion dada por la funcion:
m
— 242
a(t) =3t“+6 S_Z

Si el movil parte del reposo a 20 metros del origen, determine funcion de velocidad instantanea y funcion
de posicion instantanea.

Procedimiento

a. Setiene que:
v(t) =]a(t)dt=f(3t2+6)dt= 3Jt2dt+6J dt -

2+1 3
v(£) = 32—+ 6t +c — v(t) = 3% + 6t + c Simplificando:
v(t)=t3+6t+c

Como el cuerpo parte del reposo, quiere decirque: t = 0,v =0
Reemplazando en v(t) = t3 + 6t + c se tiene:

0=00)3+6(0)+c—->c=0
La funcion de velocidad es: v(¢t) = t3 + 6t ?

b. Para hallar [a funcion de posicion sabemos que:
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s(t) = fv(t)dt -s(t) = f(t3 + 6t) dt >

3 t3+1 t1+1
s@=[dt+6[tdt=5—+6+—+c—

tt t2 . tt
s(t) =+ 6+ cSimplificando: s(£) = - + 3t + ¢

o A 20 metros del origen quiere decir que: t = 0,s = 20

4
Reemplazando se tiene: 20 = % +3(0)2+c—>c=20

4
La funcion de posicion es: s(t) = % +3t2+20m

e (Caida libre. En caida libre la aceleracion es la gravedad y se asume como negativa.
o Siel objeto va cayendo la velocidad se asume negativa (por lo general).

o Siel objeto va subiendo la velocidad se asume positiva (Por lo general).

PISTA DE APRENDIZAJE

Tenga presente: la gravedad es de 9,8 m/s%. Quiere decir a(t) = —9.8 m/s’.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Searroja un objeto desde una altura inicial de 310 m, con una velocidad de 15 m/s. Determine
la funcidn de velocidad instantanea:

Procedimiento

a. Funcion para la velocidad instantanea: Se sabe que: a(t) = —9.8 m/s%.
Entonces:

v(t)zf—9.8dt=—9.8t+c

> Para determinar el valor de C se utiliza la condicion inicial:

t=0,v=15

Por lo tanto:
15=-9.80)+c—->c=15

La funcion de velocidad queda: v(t) = —9.8t + 15?

b. Funcion para la posicion:

Procedimiento

Se tiene que:

s(t) = j(—9.8t+ 15)dt - s(t) = —9.8ftdt+ 15Jdt—>
1+1 tZ

s(t) = —9-8*1+1+15t+c—>s(t) = —9.8*?+ 15t + ¢ -
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s(t) = —4.9t* + 15t + ¢

> La condicion iniciales: t = 0,s = 310

Reemplazando en:

s(t) = —4.9t% + 15t + c se tiene:
310 = —4.9(0) + 15(0) + ¢ -» ¢ = 310

> La funcion de posicion es: s(t) = —4.9t? + 15t + 310

¢. Altura maxima que alcanza el cuerpo:

Procedimiento

La altura maxima se da en el momento en que la velocidad es cero v = 0.
Por lo tanto se hace la velocidad igual a cero y se despeja t:

-15
v(t)=0—>—9.8t+15=0—>t=ﬂ—>t=1.53 s

Este es el tiempo que se demora el objeto para alcanzar la altura maxima. Para determinar la altura maxima

se reemplaza este valor en el modelo de posicion.
Smax = $(1.53) = —4.9(1.53)? + 15(1.53) + 310

Smax = 321,479 m
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PISTA DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: Otra forma de determinar la altura maxima seria determinando los maximos y

minimos de la funcion s(t) = —4.9t? + 15t + 310 utilizando los conceptos de primera y sequnda
derivada.

d. La maxima velocidad que alcanza el cuerpo.

¢ Velocidad Maxima: La maxima velocidad se da un momento antes de que el objeto toque el piso,
es decir, para s =0 .

s(t) = 0 > —4.9t? + 15t + 310 = 0, multiplicando por — 1 — 4.9t> — @5t — 310
=0

PISTA DE APRENDIZAJE

ener en cuenta: Para solucionar la ecuacion de la forma ax X + ¢ = 0, se utiliza la formula
T ta: P L L delaf 2 4+ bx + 0 tiliza la f L

—b++b2%2-4ac

2a

general: x =

> Solucionando esta ecuacion por formula general:

_~(@15 + /@Ems)” -~ 4(4.9)(5310) _

t
2(4.9)
15 + /225 + 6076 15 + /6301 15+ 79.38
t= St=————— s t=—"———
9.8 9.8 9.8
. 15 + 79.38 L 063
= = 9.
1 9.8 1
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¢ 15-79.38 ¢ 6.57
= = —6.

2 9.8 2

El valor negativo: t, = —6.57 se descarta.

> La maxima velocidad se presentaen: t; = 9.63

Vax = —9.8(9.63) + 15 = —79.37?

e. Determine si después de 2,5 sequndos el objeto sube o baja.

Una forma de determinar esta situacion es reemplazando este tiempo en el modelo de velocidad y
dependiendo del signo del resultado sabemos si sube o si baja.

v(2.5) = —9.8(2.5) + 15 = —9. 5%

Como la velocidad es negativa, el objeto cae en ese momento.

2. Un objeto se deja caer desde una altura de 500 m. Determine: Funcion de velocidad instantanea.

Procedimiento

a. Funcion velocidad: El valor de la gravedad g = 9.8 =
s

Nota: La velocidad esta dada por la integracion de la aceleracion, en este caso la aceleracion de
la gravedad, como el objeto cae, ésta se considera negativa.
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m
v(t)zj—9.8dt—>v(t)=—9.8t+C 5

» Como el objeto se deja caer, quiere decir que para:
t=0,v=0

» Reemplazando esta condicion inicial en la funcién de velocidad,
tenemos:

v(t)=-9.84+C—->—-9.8(0)+C=0—-¢c=0

» Por lo tanto la funcion velocidad es: v(t) = —9. St?
f.  Funcion de posicion o altura instantanea.

Procedimiento

a. La posicion esta dada por la integracion de velocidad:

t1+1

C
1+1 7 ¢7

ﬂﬂ::fv@ﬁu:if—98tdt= —asftdtz -9.8

2
s(t) = —9. 8% + € Simplificando: SEEISERANOEZERIE en m (posicion o altura instantanea).

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

> Como el objeto cae de una altura de 500 m, esto quiere decir, que:

t=0,s(t) =500

» Reemplazando en la funcion de posicion:

s(t) = —4.9t* + C > 500 = —4.9(0)> + € > € = 500

Reemplazando, se tiene que: s(t) = —4.9t* + 500 m
b. Velocidad maxima que alcanza el cuerpo:

Procedimiento

» Lavelocidad maxima se alcanza cuando: s(t) = 0

s(t) =0 - —4.9t> + 500 = 0 - —4.9t*> = —500

2= - 4 /SLO—>t=10.13
-4.9 49

Se descarta el numero negativo.
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> Para obtener a velocidad maxima, reemplazamos este valor en la funcion de velocidad:
Umir(10.1) =— —9.8 % (10.1) =
m
Vmax = 98.98 i

c. Velocidad, posiciony aceleracion después de 5 sequndos.

Procedimiento

Se pide hallar:
a. s(t) = —4.9t>* +500m - s(t) = —4.9(5)? + 500 = 377.5 m.

b. v(t)=-9.8t - v(5) =-9.8(5) = —49 ?

m .r
c. a(t)=-9.8 2 Corresponde a la aceleracion de la gravedad.

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro Calculo con geometria analitica de los autores Purcell y

Varberg ?

Cerca de la superficie de la tierra, la aceleracion debida a la gravedad es de 32 pies por sequndo cuadrado.

Si se arroja un objeto hacia arriba desde una altura inicial de 1000 pies, con una velocidad de 50 pies por

segundo, encuentre su velocidad y su altura 4 sequndos mas tarde.

2 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 228.
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Procedimiento

a. Setiene que:

v(t) = f —32dt=-32t+C

> Cuandot = 0,v =50

50 =-32(0)+c—>c=50

> La funcion de velocidad queda:

iés
v(t) = —32¢ + 50 2222

b. Se tiene que:

1+1

50t + C
Tr1 >ttTe”

s(b) = f(—32t +50)dt = —32 f tdt+ Sofdt =-32

t2
s(t) = —325 +50t+C— s(t) =-16t*+50t+C

> Para t=0,s =1000

Se reemplaza en: s(t) = —16t% + 50t + ¢
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s(t) = —16t* + 50t + ¢ > 1000 = —16(0) + 50(0) + ¢ -
c =1000

Por lo tanto la funcién de posicion es:
s(t) = —16t? + 50t + 1000
» Cuando t = 4:
o v(t)=-32t+50 =5 v(4) = -32(4) + 50 2= = —78E=

o s(t) =—16t*>+50t+ 1000 - s(4) = —16(4)? + 50(4) + 1000

s(t) = 944 piés

3.3. Tema 2 Técnicas de Integracion

¢ Integracion por sustitucion o integracion por cambio de variable.
Esta técnica es la mas general y la mas utilizada.

Antes de explicar en qué consiste la técnica, veamos necesidad de utilizarla:
Determinar: [ (x + 2)2dx

Procedimiento
Para poderla realizar por los métodos o propiedades conocidas, se debe expandir primero el binomio:

f(x+2)2dx=f(x2+4x+4)dx:fxzdx+4fxdx+f4dx=
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2+1

= 4
2 T

x x1+1

3 2
+4x+C= x? + 4% + 4x + C Simplificando, se tiene:

3
x
f(x+2)2dx=?+2x2+4x+c

Para este ejemplo fue facil y practico expandir el binomio, ya que se encontraba elevado a la potencia 2,
pero que sucede si la potencia es 100, 0 1235400, o es un fraccionario como 5/3 se haria tedioso expandir
el binomio o seria imposible en el caso del exponente fraccionario.

Es por esto que es necesario utilizar una integracion que nos permita realizar todo este tipo de ejercicios en
una forma mas simple y menos tediosa: integrar por sustitucion o cambio de variable.

> Laformula de integracion por cambio se variable es la

siguiente:
- un+1
fu™ = — +¢, paran * —1,donde u = f(x)
» Sisetiene:
1
fadu = fu‘ldu =lnu+C
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Nota: A través de un ejemplo se explicara, paso a paso, la manera de aplicar la técnica de integracion por
sustitucion.
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1. Resolver por sustitucion o cambio de variable la siguiente integral:

[(x=10)3%dx

Procedimiento

a. Seasigna, a la expresion principal, una variable que puede ser:u, v, w ... 0 cualquier otra
variable diferente a la variable inicial. (Esto es lo que se denomina cambio de variable).

Para el ejemplo se hace:

Nota: Lo importante al asignar la nueva variable es que, la expresion que quede, debe contener la
derivada de la variable asignada.

b. Sederiva la expresion asignada a la nueva variable con respecto a la variable inicial, esto es:

du d(x—10) du
j— — 1 - j—

T dx ax !

€. Sedespeja el diferencial de la variable inicial, esto es: dx

—_— -
dx

d. Seremplaza en la integral inicial la variable asignada y el diferencial despejado y luego
simplifique.

[(=10)3%dx = [ w3l
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Nota: Si al hacer los reemplazos correspondientes y simplificar, aparece la variable inicial, es porque:

e Laintegral no se puede efectuar por este método, o
e Porque hay que hacer un cambio de variable diferente.

e. Seresuelve la integral.

[(x=10)3%dx = [u3°dHl =

u30+1 31

u
+C=%+C

30+1

f. Sereemplaza la variable original: x — 10

30+1 31 (x_10)31

= 30,9, _ 30 _u _u
Jx=10)*dx = [u* @l = —+C="-+C o+ C
2. Elsiqui i f H 3 ibros.
L siguiente ejemplo fue propuesto por el autor Haeussler Haeussler en uno de sus libros

Resolver la siguiente integral:

f 3x%(x3 + 7)3dx

Procedimiento

a. Sehacev=x3+7
b. Se halla la derivada de v en funcion de x:

. dv dv
Siv=x3+7->—=3x>>dx=—;
dx 3x

3 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 735.
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[3x%(x3 + 7)3dx = [ 3x*v3 :T’;, simplificando 3x2:

3+1 4

[3x2(x3 + 7)3dx = [vidv = 1;+1 +C= %4_ C,
¢. Reemplazando v por x3 + 7
x3+7)*
f 3x2(x3 + 7)3dx = %+ C

3. Integrar: [ 4x2(2x3 + 20)3dx
a. Sehaceu = 2x3 + 20
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du 6x? - d du
_—= - = —_—
dx * x 6x2

c. Reemplazando dx en [ 4x%(2x3 + 20)3dx se tiene:
du
4x?(2x° + 20)8d =f42 8
jx(x+ )°dx x(u)6x2

d. Simplificando:

du 2 2
20,8 —Z | u8du ==
J4x(u) oxZ 3judu 3"

e. Recuperando la variable inicial:

2(2x2 + 20)°
( )+

4x2%(2x3 +20)8dx =
fx(x+ )edx 27

Cc

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual I

4. El siguiente ejemplo fue tomado del autor Haeussler*, propuesto en uno de sus libros.

Resolver la siguiente integral: [ xvVx2 + 5dx

Procedimiento

a. Sehacew=x%+5
b. Sehalla la derivada de w en funcidn de x:

dw ) d dw
i - =
dx . * 2x

¢. Reemplazando dxen [ xVx? + 5dx se tiene:

1 1 1
fx x2+5dx=fx\/W*—dw=—fwidw=
2x 2

w%+1 1 w%"'l 1 w% . - ,
+C==x = —x —— + C, simplificando por 2 y expresando en forma de raiz:
%+1 2 %+1 2 %

3

1
fx\/xz +5dx ==*xyw3+C
d. Recuperando la variable inicial:

1
fx x2+5dx=§*\/(x2+5)3+6

2
e. Sacando raiz: = ;5 *VxZ+5+C

4. Resolver la siguiente integral: [ 2xvV4x% + 1 dx

4 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr.; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 735.

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual I

Procedimiento

Se hace Se haceu = 4x% + 1
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du 8 d du
_— = - = -
dx * x 8x

. Reemplazando dxen [xV4x2+ 1 dx setiene:

du 1 du
fx 4x2 +1 dx=f2x\/ﬂ—=f2x u — -
8x 8x

d.  Simplificando, integrando y recuperando la variable inicial :

3
fz 4x2+1 d 1f 1d 1 uE+C
= — 2 = — % —
X X X 1 u u 1 3
2

[2xV4x2 +1 dx = %w/(ttx2 + 1)3, Sacando raiz:

4x* +1
fo 4x2+1 dx =——*+/4x2 + 1

6

6. Integrar: [ 16x (2x% — 31)5dx
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Procedimiento

a. Sehace u=2x%*-31

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

. 2 du du
Siu=2x“-31 » —=4x->dx=—
dx 4x
) 2 5 1. 5 du
¢ Sereemplazaen: [ 16x (2x* — 31)°dx = [ 16x u®
d. Integrando:
us+1 ub
f16x(2x2—31)5dx=j4u5du=4*5+1+c=4*?+6
e. Reemplazando u = 2x% —31:
) 5 u® 2(2x% —31)°
f16x(2x -31) dx=4*z+C=T+C
8
7. f (6x+5)5 dx
Procedimiento:
a. Sehace u=6x+5
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:
. du du
Siu=6x+5->—=6->dx=—
dx 6
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¢. Sereemplaza en:

f 8 dx = 8 du 4 “sg
6x+55 " " Jmp 6 34

d. Integrando:

u—5+1 -4

4 u
+C—§_—4+C

8 _ 2
) dx =

(6x+5)5 —5+1

e. Simplificando y remplazando 'u = 6x + 5:

f 8 o L. 1 ¢
6x+5)5 "3 2" T T34 T 3(6xt5)*

6x+5
8. Integrar.fm

a. Sehace u=6x%+10x+ 100

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Si u=6x%*+10x+ 100 — ﬂ=12x+10—>dx=d—u
dx 12x + 10

¢. Sereemplaza en:

f 6x+5 f6x+5 du
= ES
6x2 +10x + 100 w  12x+ 10
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d. Factorizando y simplificando:

J‘6x+5 du _f6x+5 du
10

u *12x+ u *2(6x+5)
f 6x+5 _1 du_ll N
6x2+10x+100°°72) o 2 nuTe

e. Reemplazando u = 6x% + 10x + 100

f 6X+5 = Lincex? +10x+ 100) +
6x% 1 10x 7 100 &% = zIn(6x . )*e

Actividad: Teniendo como modelo el ejemplo anterior realice la siguiente integral:

5x -E 2
[ 555 dx Larespuesta es: “In(x* = 23) + €

Realizar el procedimiento en hoja aparte y socializar con el tutor.

9. Integrar: [ 53*~2dx

Procedimiento:
a. Sehace u=3x-—2

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Si =3x—2 5> —=3->dx=—
= = =
i u X X

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UNIREMINGTON'

WIREIVIRTNAS E Vicerrectoria de Edt{caapn a !)l'stanaa yVl(tugl
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria
Matematicas IlI

¢. Sereemplaza en:

352 du 1
fo dx=j5"*?=§f5"du

d. Integrando:

f53"‘2d 1fS“d 1.3 +C
X =— u=—==*
3 3 In5
u=3x—2:
e. Reemplazando
gu 53x—2

1
f53x‘2dx=—* C= +C

3 ms ' 3In5

10. Integrar: [ 10x2 5% +20gy

Procedimiento

a. Sehace u=6x3+20

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Siu=6x3+20 - ﬂ=18x2—>dx= du
dx 18x2

¢. Sereemplaza en:

10x2 e6:3+204 =f10 2 ,u
J x“e x xe*18x2
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d. Simplificando:

fsudu Sfu
*_—_
e 9 =9 edu

e. Integrando:

5 5
f 10x2 e6X°+20 gy — 5] e'du = ae” +c

f.  Recuperando la variable inicial u = 6x3 + 20

f 10x2 e +20 gy = geex3+zo +c

e INTEGRALES QUE SE RESUELVEN CON DIVISION PREVIA A LA INTEGRAL
Se desea encontrar la integral de una expresion racional, que es una expresion de la forma:

PPN 4C))
y=fx) =™

La idea es obtener la siguiente integral:
P(x
P 4x

Q(x)

Cuando se efectua una integral de este tipo, se pueden presentar tres casos:
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A.  Que la integral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucion o cambio de
variable (esta forma ya se ha realizado anteriormente):

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x+1
1. Integrar: fxzix—7

Procedimiento

a. Sehace u=x2+x-17

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du
2x+1

du
Siu=x>+x-7 > —=2x+1-dx=
dx

¢. Sereemplaza en:

2x+1 2x+1 du
J I

d. P prem— Slmpllflcando 2x +1:

2x+1 du .
f—dx=f—=ln|u|+€=ln|x +x—7|+C
x2+x—-17 u

Recuerde que: |x| indica el valor absoluto de x.

. 2x
2. Integrar.f f—(x2+10)5dx
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Procedimiento

a. Sehace u=x%+10

b. Sehalla la derivada de u en funcion de x:

du du
Siu=x2+10 > —=2x >dx =—
dx 2x

¢. Sereemplaza en:

f( S 2x 5|mpl|f|cando 2x:

f 2x Dy — du _j‘ sy _u‘5+1+
(x2 +10)5 x= w)s woau= ¢

f mop 4

f 2x Ay = u‘4+
xZ+105%° —47°¢

d. Expresando con exponente positivo y reemplazando u = x* + 10

f dx = ut 1 1 N
21105 AT T Tar T T A v 10t €

Px)

B. Puede suceder también que haya que efectuar primero la division. 0

Nota: Esta division es posible si la fraccion es impropia, es decir, el grado del polinomio P (x) es mayor
que el grado del polinomio Q(x).
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

f2x3+3x2+1
2x+1

1. dx

Procedimiento

a. Para efectuar esta integral se debe realizar primero la division:
2x3+3x2+1
2x+1
Nota: Esta division se puede efectuar utilizando la division polinémica o la division sintética.

En este ejemplo, se utilizara division polinémica:
2x3+3x%*+1 2x+1

—2x3 — x? 1

+2x2+0x+1

—2x% —x

-x+ 1

N[ W

Se tiene que:

e C(x)=x*+x-— % Cociente

e R(x)= gResiduo
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e Q(x) = 2x+ 1 Divisor

Por lo tanto:

N | W

2x3+3x%+1 2 1
—_— X X ——
2x+1 il 2 + 2x+1

b. Integrando:

f2x3+3x2+1d _f 2., 1.3
P Ul RGN R P D oo

L3
— %
2 2x+1

f2x3+3x2+1

d —j 24y s
rre il G

2

f2x3+3x2+1d _f 24 +f i 1fd +3f 1
2x+1 T rxT xS ATy o+ 1

» Resolviendo cada una de las cuatro integrales individualmente:

2+1 3
x2dx fx d * ic
f 2+1°% 3t
J d x1+1 xz
x dx d Z_+cC
f1+1x 2t
1fd 1 1
2 X zx C Zx Cc

»  Paraefectuar la cuarta integral se debe hacer cambio de variable, esto es:

Sf 1 4 axt1-M_5 4
— - = - — = i = —
2) 2x+1 =8 * " dx . 2
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3f 1 3f1du Slfld 3l
—_— = — _——_—— = — % — _ = —
2) 2x+1 T2 u2 T2 )t T MY

» Reemplazandou = 2x + 1

3f v oax=3mpx+1+c
2) 2xg1 X T g e

¢. Reuniendo la 4 integrales se tiene:

f2x3+3x2+1d _x3+x2 +3l 2%+ 1]+ C
2x+1 T3t 2 2T
2. |Integrar
3x2—-5x+3
[aosres,,
x—3
Procedimiento

a. Serealiza la divisién indicada:

3x2—-5x+3
—
3x? —5x +3 x—3
—3x? +9x 3x +4 = C(x)
0 +4x +3
—4x +12
0 15 = R(x)
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Se tiene:
e C(x)=3x+4

e R(x)=15
e Qx)=x—-3
Por lo tanto:
3x2 -5x+3 15
—_— =3x+4+—
x—3 x—3

b. Integrando:

3x2-5x+3 15
f—=j(3x+4+—)dx
x—3 x—3

3x2—-5x+3 15
f—=]3xdx+j4dx+J dx
x—3 x—3

> Resolviendo cada una de las tres integrales individualmente:

1+1 312
3x dx 3x C -~ scC
-f 1+1+ 2 *
j4dx 4x 4x
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> Para efectuar la tercera integral se debe hacer cambio de variable, esto es:

1 du
15f dx >u=x—3->—=1->dx =du
x—3 dx
1
15f§du=151n|u|+6

» Reemplazando Kt

1 1
f dxzf—duz151n|u|+C=151n|x—3|+C=
x—3 u

¢. Reuniendo la 4 integrales se tiene:

3x2-5x+3 3x?
f dx = + 4x+15In|x—-3|+ C
x—3 2
C. "Laotra posibilidad seria descomponer, % En una suma de fracciones simples llamada

fracciones parciales. Esto es posible cuando la fraccidn es propia, es decir, el grado del polinomio

P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x).

*Este método se evaluara mas adelante en la UNIDAD 3.

e  SUSTITUCIONES PARA RACIONALIZACION

Integrales que contienen Vax + by %/ (ax + b)™

1. Siaparece Vax + b en una integral, la sustitucion de:
u = Vax + b eliminara el radical.
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Para resolver este tipo de integrales tenga en cuenta que:

e Lax tiene como exponente 1 (si, fuera exponente 2 0 superior, no se puede utilizar el método
que vamos a describir).

e Tanto a como b son nimeros cualesquiera, pero @ no puede ser cero; porque si a fuera cero,
entonces todo lo del radical seria constante y se utilizaria otro método mas sencillo para su
solucion.

Nota: Para analizar esta forma de integrar, los ejercicios se realizaran paso a paso indicando el debido
procedimiento en cada uno de ellos.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Resolver laintegral: [ 6x 33x + 8 dx

a. Paraeliminar el radical: se hace u igual al radical, esto es:

u= 3\/3x+8

Nota: Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de
la raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz es cubica.

3
u:3\/3x+8—>u3=(3\/3x+8) -

ud=3x+8

b. Se deriva la igualdad anterior con respecto a u (%) y se despeja dx:
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Nota: Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive u, se escriba, luego
de la derivada, du y cuando se derive x, se escribe, luego de la derivada, dx.

> Derivando a ambos lados se tiene:

2
3u2du=3dx—>dx=3usi—> dx = u*du

¢. Sereemplaza uy dx en la integral original. Si hay que realizar otro reemplazo se hace; la idea es
que en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con la variable inicial o sea con
la x. Se tiene entonces:

f6x3\/3x+8dx=j6x*u*u2du

» Como todavia existe x en la integral, se debe encontrar una expresion, en funcion de u para
reemplazarla, se sabe que:

u® -8

w=3x+8-u?-8=3x->x= S

» Reemplazando en la integral:

3

_8) * u * u? du, Simplificando y realizando los productos indicados

2 _ u
Jox«uxu*du = [6(=

u’-8 2 6 3
J6( 3 )xuU*u du=2f(u —8u’) du
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2f(u6—8u3)du= ZUuﬁdu—8fu3du] -

6+1 ud+1
8 +C—-

6 _ Q3 — —
Zf(u 8u’)du 2I6+1 31
» Multiplicando por 2 y simplificando:

ub+1 ud+1 u’ ut 2u” .
2 8 +C=2——-16—+C =——4u™ + c **

6+1 3+1 7 4 7

d. Serecupera la variable inicial: u = 3/3x + 8, se reemplaza en **

7
2u’ 2(V3x+8 4
f6x3\/3x+8dx=T—4u4+c=¥+4(3\/3x+8) +C

2. Resolver laintegral: [ x3Vx — 4 dx

Nota: EL ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.’

Procedimiento
u

a. Sehace wigual al radical:

3
u=vx—4
Nota: Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de
la raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz es cubica.

u=3\/x—4—>u3=(3\/x—4)3—>

ul=x-4

5 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 396.
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b. Se deriva la igualdad anterior con respecto a u (%) y se despeja dx:

Nota: Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive u, se escriba, luego
de la derivada, du y cuando se derive x, se escribe, luego de la derivada, dx.

> Derivando a ambos lados se tiene:

3u?du = dx -» dx = 3u®du

> Siud =x—4 - =B

¢. Sereemplaza u,x y dx en laintegral original. Si hay que realizar otro reemplazo se hace; la
idea es que en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con la variable inicial o
sea con la x. Se tiene entonces:

fx3\/x —4 dx = f_* u * 3u’du = f(3u6 + 12u3)du -

6+1 .u3+1

u
fx3\/x—4 dx=f3u6du+f12u3du=3 +12
6+1 3+1

+C -

3u’ 12u* 3u’
fxgvx—4dx=T+ 4 +C=T+3u4+C

d. Serecupera la variable inicial:

3u’
JxS\/x—él dx = J(3u6+ 12u3)du=7+3u4+6‘
3(x—2)’
=(T+3(f/x—4) +C

3. Resolver:
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f V2x =103 dx
Procedimiento

a. Sehace wiqual al radical:
u = 2x—-103

Nota: Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de
la raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente siete, ya que la raiz es séptima.

> Elevando a la séptima ambos lados de la ecuacion:

v’ = (V2x - 103)7 - Wl=2x% =103

b. Derivando a ambos lados se tiene:

; . 7ubdu
u’ =2x—-103 - 7u du=2dx—>dx=T
¢. Reemplazando en la integral e integrando:
7u® 7 (u’
7\/2x—103dxfu* > du=5f7du—>
; 7fu7 7 u’tt 7 ud
V2x—103dx == | —du == C==+x—+C
J x SN Bl R i R
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d. Serecupera la variable inicial:

7
f V2x—103 dx =He" J(2x-103)8 +C

NOTA:
Esta integral también se puede resolver por sustitucion.

4. Resolver: [ 1/(5x + 3)2 dx

Procedimiento
a. Sehace wiqual al radical:

Recuerde que: [ 1/ (5x + 3)2 dx = [(V5x + 3)%dx

Entonces:u = V5x + 3 > u’ = 5x+ 3

b. Derivando a ambos lados se tiene:

¢. Reemplazando en la integral e integrando:

. 7 7 u8+1
f(\/5x+3)2 =f(u)2* =§fu8du=§* "

9

(V5x+3)2dx=2+% + CPerou= ¥5x +3 -
5 9

(e¢}
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j(7\/5x +3)2dx = %j(%x +3)°+cC

e INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

> FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION
FUNCION TRIGONOMETRICA INTEGRAL VALOR INTEGRAL

Senu

Cosu

Sec*u

Csc*u

Secutanu

CscuCotu

Tanu

Cotu

Secu

Cscu

Mo. 51-27
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NOTA: Para realizar la integracion con expresiones trigonométricas, se presenta a continuacion un cuadro

con algunas identidades trigonométricas:

Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual
Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria
Matematicas IlI

IDENTIDADES FUNDAMENTALES IDENTIDADES ANGULOS DOBLES
sen’x + cos?’x =1 , _ 1+cos(2x)
Cos“x = —
1+ cot’*x = csc*x Cos(2x) = cos’x — sen’x
tan’x + 1 = sec’*x , _ 1-—cos(2x)
Sen“x = —
Tanx = sen x Sen(2x) = 2sen x cos x
Ccos X
CoSX
Cot x = IDENTIDADES PRODUCTO
sen x
1 =
Tan x — Sen(mx) x Cos(nx)
cotx 1
2 [sen(m + n)x + sen(m — n)x|
1 =
Cot x = Sen(mx) * Sen(nx)
tanx 1
2 [cos(m + n)x — cos(m — n)x]
1 =
Cscx = Cos(mx) = Cos(nx)
senx 1
2 [cos(m + n)x + cos(m — n)x]
. IDENTIDADES SUMA (DIFERENCIA) DE ANGULOS
Sen X =
cscx
1 Sen(A + B) = senAcosB + cosAsenB
Secx =
cos x
Sen(A — B) = senAcosB — cosAsenB
Cosx =
secx
IDENTIDADES ANGULOS NEGATIVOS Cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
Sen(—x) = —Senx Cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB
Cos(—x) = Cos x _ tanA+TanB
Tan(4 +B) = 1 — tanA * tanB

Tan(A — B) = tanA — TanB
an " 1+ tanA * tanB
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> PASOS PARA LA INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Para la integracion de expresiones trigonométricas, se deben tener en cuenta los siguientes aspectos.

Nota: No necesariamente este es el orden a sequir:

1. Determine, inicialmente, si la integral presenta la forma de alguna de las formulas basicas; Si
es asi efectde la integral.

2. Cuando hay una sola expresion trigopnométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo que
esta dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo.

3. Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de variable
se hace tomando una de las expresiones trigonométricas.

4. Lleve las expresiones trigopnométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y del
coseno (a veces facilita el trabajo pero no es indispensable).

5. Sies necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Resolver [ 3x2 cos x3 dx

Procedimiento

a. Sehace:u = x3

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

PISTA DE APRENDIZAJE

Tenga presente: Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se

toma lo que esta dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo.

b. Seencuentra la derivada:

du
u=2x%3>du=3x*dx->dx=—
Si 3x

¢. Reemplazando en la integral:

[3x%cosx®dx = [ 3x%cos u;% Simplificando 3x2:
[3x%*cos x3dx = [cosudu =Senu+C

d. Reemplazando: u = &3

[ 3x%cos x3dx = Senx® +C

X
2. Resolver [ e G
Procedimiento
a. Sehace: w = 3x% + 2
Siu=3x2+2—>du:6xdx—>dx=%
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b. Reemplazando en la integral:

x x du . ..
J sem@ein X = J o * = Simplificando x:

f X d _1f 1 d
sen?(3x% + 2) *=%6) sentu™

> Utilizando la identidad: (Ver cuadro de identidades)
1
Cscu = - Csc?u=——
senu sen’u

¢. Laintegral queda:

f x d lj 1 d 1J 251 4
= - | —_— — q
sen?(3x2 + 2) *=%6) sentu®t ") MY

X 1 1
= —(— = —— 2 2
fsen2(3x2+2)dx 6( cotu)+C 6cot(3x +2)+C

3. Resolver:
senx

5 dx
CcoS” x

Procedimiento

a. Elcambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigopnométricas, en este caso
se realizara por coseno.
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PISTA DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio
de variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas.

du
senx

Entonces,si u = cosx — du=-senxdx -> dx =—

b. Reemplazando en la integral:

senx senx du . e .
[ —==dx = [ —— x — —— Simplificando sen x, se tiene:
Cc0os” X u senx

sen x 1 P u>+1
f—dxz—f—duz—fu du = — C-

—+
cos® x us —-5+1
-4
f SenX 4 ¥ tc +C
—_—ax = —— e —
cos® x —4 4u*
¢. Reemplazando u = cos x
[ 22X dx = —— + C Pero: Sec x = — —
cos® x 4cos*x cos x
f senx 1 +C 1 x4 C
X = = —sec*x
cos> x 4cos*x 4

4. Resolver: [ tan(5x — 7) dx
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Procedimiento

a. Seau=5x—7—>du=5dx—>dx=%

b. Reemplazando en la integral:

du
ftan(Sx—7)dx= j-tanu*?a

1
ftan(Sx —7)dx = Elnlsec w|+C
¢. Reemplazandou = 5x — 7

1 1
ftan(Sx —7)dx = Elnlsec w|+C= Elnlsec Gx-7)|+C

5. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro de

Purcell®, resolver:

senx —Cosx
— dx

sen x

Procedimiento

a. Separando denominadores:

Sénx —Cosx Seénx Ccosx senx cos x
—dx = ( - )dx = dx — -
senx senx senx senx senx

6 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 389.
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PISTA DE APRENDIZAJE

CoSs X
Tener en cuenta: —— = cot x
senx

Entonces:

senx—cosx
f fdx jcotxdx
sen x

PISTA DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria

f Cotudu =In|senu|+ C

Por lo tanto:
f senx — cosx

dx = fdx fcotxdxzx—lnlsenx|+c
sen x

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Resuelva las siguientes integrales indefinidas, utilizando las leyes basicas de integracion.
j?xsdx
4
b) | L
0 [(Bx—3)dx
I(im —3e* - §+ \&jdx
X
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dx

6x* +3x> —9x% +18x — 300
e) I

3x°
2. Resuelva los siguientes problemas.

a) Desde un edificio de 32 metros se tira hacia arriba una piedra con una velocidad de 30m/s.

Determine la funcion de velocidad instantanea y la funcion de altura 6 posicion instantanea.
Determine la altura maxima y la velocidad maxima que alcanza el objeto.

b) La funcion de costo marginal para cierto producto de una empresa es:

. c(a)=50°+7q+800$

¢) Los costos fijos son de 400.000 $
d) Encuentre la funcion de costo promedio del producto.

e) Lafuncion de ingreso marginal en la venta de q unidades de un producto es:

. r'(g)=50000-6q $

Encuentre la funcion de demanda 6 precio.

3. Resuelva las siguientes integrales utilizando las técnicas de integracion vistas.

5x* —6x% +8x% +9x +10
a) j
X+2

dx
b) Ixz £/3x +1 dx
c) J'Yxsen(x2 + 35)1x

d) Itans xcot® dx
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. J- 3x+1

- = dx
33x% +2x+3

4. Lafuncion de ingreso marginal para cierto producto es:

: 300
ra=———_3%
(1000 -2q)
Halle a funcion de precio o demanda del producto

5. Un objeto se mueve a lo largo del eje coordenado: Encuentre la funcion o modelo de posiciony la
funcion o modelo de velocidad bajo las condiciones indicadas.

a. Laaceleracion esta dada por la funcion. a(t) =t cm/s?. El objeto parte del origen con
una velocidad de 50 cm/s.

b. a(t)=2t+1 cm/s®. Parte desde el reposo a una distancia de 250 cm del origen.
. a(t)=-3t>+8t+50 m/s?. Parte desde el origen con una velocidad de 6 m/s.

d. a(t)=6 m/s®. Elobjeto parte del reposo a 100 m del origen. Determine ademas la
posicion después de un minuto.
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6. Enlos siguientes problemas encuentre la integral indefinida:

8
» Ix—gdx

3 5 2
b) J.(x+3x6+3jdx

10
0 |-—dx
) Jie

I (5X +37) dx
d) 3X

e) [(Bx—1)3x+4)dx

f) [3*dx

9) Iei &

h) Ix 7% dx

i) J.%W (3x+5) dx

7. Resuelva las siguientes integrales por sustitucion
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I (9x+5)?dx

147)( dx
8/4x +11

J'6x2(2x3 —e)dx

8x-5
d - -
) J.4x2—5x+13

) J‘(x+1)\/x2 +2x—39 dx
[ 80 dx

_[\/m dx

50x-99

h) J‘eloodx

I x+/(Bx? —3) dx

. 5
) lenx“ ax

8. Integrales que se resuelven utilizando division previa

3_
a) J-9x 7x+5dX

X+2

b) Ide

X+6
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x* —16
9 I X+ 2

x*—3x3-8x%2—1x+4
e) f x+3

dx

2
h) f25x +20x+4 ise
5x+4
i) f x3-125 do
x2+5x+25
. 8x3+27
) f2x+3

9. Integral indefinida aplicaciones en economia

El ejercicio nimero 31 ha sido tomado de uno de los libros de matematicas del autor Haeussler’
a. Un fabricante ha determinado que la funcién de costo marginal es:

c'(q)=0.0039*> —0.4q +40 $

Donde q es el nimero de unidades producidas. Si el costo marginal es de $ 27.50 cuando q = 50, y los
costos fijos son de $ 5 000, ;Cual es el costo promedio de producir 100 unidades?

7 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8
ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 734.
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b. El costo marginal de un articulo cuando se producen q unidades es:

c'(q)=—39° +60q + 4000 $
EL costo de producir 10 unidades es 90000 $. ;Cual es el costo de producir 50 unidades?

¢. Lafuncion de ingreso marginal para cierto producto es:

r@)=, 8
g+

Encuentre la funcion de demanda.

d. Lafuncion de ingreso marginal para cierto producto es:

.. 405
@)= (59+7) ¥

Encuentre [a funcion de demanda.
El ejercicio nimero 35 fue tomado de uno de los libros del autor STEWART?
e. Elcosto marginal para fabricar x unidades de un producto es:
C'(x) = 0.006x> —1.5x +8 dolares

EL costo fijo es de 1 500 000 dolares, encuentre el costo de producir 2000 unidades.

f.  La funcion de costo marginal para cierto articulo es:

8 STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 488.
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, B 35
¢ (q)_q+10$

Encuentre la funcion de costo, si los costos fijos son de 300000 $.

g. Lafuncion de costo marginal para cierto articulo es:
C'(q)=3e""“ ¢
Si los costos fijos son de $ 3 000, determine la funcion de costo.

10. Integral indefinida aplicaciones en fisica

a) Una bola es lanzada desde la superficie de la tierra con una velocidad de 43.5 m/s. ;Cual es
la maxima altura que alcanza? Recomendacion. Encuentre primero las funciones de velocidad
y de posicion.

b) La funcion de aceleracion de un objeto esta dada por:

a(t) =3.5t* —4t +30 m/s?

EL objeto parte desde una posicion de -153 m con una velocidad de 3.5 m/s. Determine: Posicion,
velocidad y aceleracion del objeto, cuando han transcurrido 12.5 sequndos.

¢) Lafuncion de aceleracion de cierto objeto es:

5
alt)=——" m/s?
© (4t +5)

EL objeto parte desde el origen con una velocidad de 8 m/s. Determine:

e Funcion de velocidad instantanea.
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e Funcion de posicion instantanea.

d. Un objeto se mueve desde el origen con una velocidad dada por la funcion:

3t
v(t) = /s
® i

— m
2+10
Encuentre:;

e Funcion de aceleracion instantanea.
e Funcion de posicion instantanea.
e Posicion, velocidad y aceleracion cuando han transcurrido 20 seqgundos.

e. Un objeto se deja caer desde una altura de 253 m. Determine la funcién o modelo de
posicion para cualquier instante t. Determine ademas la velocidad del objeto en el
momento en que toca el suelo.

f.  Un objeto se lanza hacia arriba desde una altura de 250 m, con una velocidad de 100 m/s.
Determine si el objeto va subiendo o va cayendo después de 5s. Justifique su respuesta. ;EL
objeto ira cayendo o subiendo después de 15 s?

g. Un objeto se lanza hacia arriba desde la azotea de un edificio de 245 m con una velocidad de
83 m/s. determine:

e Laaltura maxima que alcanza el objeto.
e Lavelocidad maxima del objeto.

11. Integrales que contienen Yax+b A {/(ax +b)"

a) J‘ZX\/7X—2 dx

X
b ———dx
) J.\/3—:|.:|.X
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J‘ 10x
x/X+1O

Ix 4/7Tx+8 dx

J.Xx/mdx

J.4x3&/x2 +6X+9 dx

j 7x9/6x—13 dx

12. Integracion de funciones trigonométricas

I sen6x dx
b) j gcos(: xjdx
Q) I 5x°senx*dx
d) j §xsen(4x —3)x
2

e) I sec? (7x)dx
f) J‘csc2 (8x +5)dx

9) _[ senx(3— cos x) dx
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13.

dx

h J- 5cos xdx
(10 + senx)’®

i J-cot3x
sen3x

dx
j) I 5%** senxdx

0 j cosx2 i
1-cos” x

I e*sen(e®* ) dx

™ J.xsen(ln x)dx

I cos® x dx
I sen(4x)cos(8x Jx

I cos(10x)cos(12x )dx

I sen@ x)sen(;' xjdx

Demuestre las siguientes formulas de integracion

Itanu du = In\secu\ +C

jcotu du = In\sen u\ +C
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0) _[secu du = In[secu +tanu| +c

d) _[cscu du = Incscu —cotu| +¢
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4. UNIDAD 2 INTEGRAL DEFINIDA

OBJETIVO GENERAL.

Entender el concepto de la integral definida, partiendo del calculo del area bajo una curva.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Aplicar la integral definida al calculo del area bajo una curva y el area entre curvas.

B Aplicar la integral definida para el calculo del volumen de sélidos de revolucion utilizando
diferentes métodos.

4.1. Prueba Inicial

PREGUNTA OPCION DE RESPUESTA
1. ;Cual es el area de un triangulo rectangulo en a) 16cm
el cual un cateto es igual a 3 cmy la hipotenusa b) 15cm
esiguala 5 cm?  8cm?
d) 15 cm?
e) 16 cm?
2. ¢Cual es el area de un triangulo rectangulo en
el cual un cateto esiguala 3 cmyy la hipotenusa a. 12cm
esiguala 5 cm? b. 4cm
¢ 8cm?
d 12 cm?
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e. 4cm?

3. (Cudles el area de un rectangulo en el cual un a. 24cm
lado es igual a 4 cmy el otro lado es igual a 8 b. 16 cm
cam? c. 32cm?

d. 12 cm?
e. 16cm?

4. Para la funcion f(x) = 2x% — 5, halle: f3)—f@3) =

4. Para la funcion: fG)-f@3) =
f(x) = §x3 — 8x% + x — 9, halle:

6. Cual es el area del trapecio mostrado en la figura: a) =38cm?

b) = 90cm?
3 om ¢ =39cm?
d) = 14cm?
e) = 78cm?
B em
0 e

4.2. Tema 1 Integral Definida

Definicion de integral definida. La integral definida es una expresion de la forma:

fbf(x) dx

Donde: @ y b se llaman limites de integracion, y
a: Limite inferior.
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Nota: La integral definida es un nimero; para calcular este numero, se utiliza el teorema fundamental del
calculo.

El teorema fundamental del calculo.

Elteorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque establece una conexion
entre las dos ramas del calculo: el calculo diferencial y el calculo integral. El primero surgi6 del problema
de la tangente, el calculo integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado, el problema del
area. El profesor de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630 -

1667), descubrid que estos dos problemas en realidad estaban intimamente relacionados. De hecho, se dio
cuenta que la derivacion y la integracion son procesos inversos. El teorema fundamental del calculo da la
relacion inversa precisa entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz explotaron esta relacion y la
usaron para desarrollar el calculo en un método matematico sistematico.’

Teorema fundamental del calculo.

[ f()dx=F(x)" = F(b)-F(a)

Nota 1: En la integral definida no es necesario colocar la constante de integracion.
Nota 2: El teorema fundamental del calculo se puede demostrar a partir del area bajo una curva.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Calcular: foz 6 — 3x? dx

PROCEDIMIENTO

9 STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 383.
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Se aplica el teorema fundamental del calculo:

2 LI 2
f 6 —3x%>dx = 6x—3— =6x—x| =[6(2) — (2)3] - -

2
j6—3x2dx=12—8=4
0

2. Calcular: f_31(6x2 —2x+6) dx
Procedimiento

a. Integrando:

3 ZxZ

3
3

6x2—2x+6)dx=—+—+6 -
f_l(x x+ 6)dx 3 > x| 1

b. Aplicando el teorema fundamental del calculo:

3
f (6x% — 2x + 6)dx = 2x3 — x* + 6x]| 31 -
-1 -

3
-1

3
f (6x> —2x+6)dx=(54—9+18)—(-2—-1-6) =72
-1

3. Calcular:
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fl 3x p
——dx
o V1 + x3

Procedimiento

a. Integrando: Utilizando el método sustitucion se tiene:

. du du
Siu=1+x}>—=3x>>dx=—;
dx 3x

b. Reemplazando en la integral:

1 3x2 p 13x2 du flld Jl 1y
—_—ax = —_— % — = —au = uz au —
0o V1+2x3 o Vu 3x% Jy .z 0

N =

1 3,2 3 fl 4 u 2\/_|
X = u 2du=—-=
o V1 + x3 0 %

. Aplicando el teorema fundamental del calculo:

1 3x2
jmdx—2\/_|0—>2\/1+x3|0—2\/1+(1)3 -_2\/2 2
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INTEGRAL PROPIEDAD RESULTADO
L f: fx)dx Al intercambiar Los limites de ~ f “ F(0)dx
integracion, se cambia el b
signo de la integral.
2. f:f(x)dx Si los limites de integracion 0

son iguales, el resultado de la
integral es igual a cero.

3. [ f(x)dx

Sia<b<c

Lbf(x)dx—h J:f(x)dx

EJEMPLOS

1.f](4X + 3)dx

1.— [J(4x + 3)dx

2 1100 50x* dx

0

3. f06(2x —3)dx

2
f (2x —3)dx
0

NOTA: La variable de integracion es una “variable muda” en el sentido de que cualquier otra variable
produce el mismo resultado, el mismo niimero, es decir:

L bf(x)dxz fa bf(t)dtz L bf(z)dz

Ejemplo: fslo 3xdx = f;o 3zdz
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4.3. Tema 2 Area bajo una curvay area entre curvas.

AREA BAJO UNA CURVA

Para describir un método para determinar el area bajo una curva, se parte de un ejemplo en particular:

Ejemplo: Encuentre el drea de la region R limitada por la curva: y = f(x) = v/x yeleje x, entre x =
0 yx=09.

PROCEDIMIENTO

a. Lo primero que se debe hacer es realizar la grafica del modelo:
> Los valores para la grafica se muestran en la siguiente tabla:

x flx) =+x y
0 Vo 0
1 NEY 1
2 V2 1.41
3 V3 1.73
4 Va 2
5 5 2.23
6 V6 2.44
7 Nz 2.64
8 V8 2.82
9 NC) 3
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La grafica de la funcion se puede ver en la figura 1

W

Figura 1. Grafica de la funcion y = f(x) = +/x

¢. Seobtiene el area total como una suma de areas, dividiendo la figura en rectangulos de igual
base y alturas determinadas por la funcion.

Por facilidad se toma la base para cada rectangulo igual a 1. Si llamamos la base A x, tenemos
que A x = 1 (verfigura 2).

T =t ) )
::"r /
1 3 B .

1
1z i
|
11
fx =1 o l:CI 1:5

Figura 2
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PISTA DE APRENDIZAJE
Tener en cuenta: EL area de un rectangulo es igual a base por altura.

> EL area total serd igual a la suma de cada area, es decir:

AT - Al +AZ +A3+A4 + Ag

Se tiene entonces:

AREA A x * f(x) VALOR AREA
Ay 1+ f(1) Vi=1
A, 1+ f(2) V2 =1,41
A3 1+ f(3) V3 =1,73
Ay 1+ f(4) Va =2
As 1+ f(5) V5 =2,23
Ag 1= f(6) V6 = 2,44
A; 1= f(7) V7 =2,64
Ag 1+ f(8) V8 = 2,82
Ay 1+ f(9) V9 =3
C = 19,306

A = ZA,- * Ax
i=1

Una manera facil para determinarA x seria:

Extremo mayor — extremo menor
Numero de rectangulos

Ax =

Nota: Mientras mas pequena sea la base de cada rectangulo, mas precisa sera el area obtenida, esto es,
mientras mas rectangulos, mas exacto sera el valor obtenido.

Se realizara el analisis para una funcion cualquiera y en forma general:
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Sea la funcion y = f(x), se determina el drea de la region R en el primer cuadrante, entre
x=ayx=»b

Para ello utilicemos el mayor numero de rectangulos posible, esto quiere decir que la base de cada
rectangulo sera lo mas pequena posible, esto se puede observar en la figura 3

A AR anl aw A% Ax Ax Ax Ax Ax Ax
®=d }:_':h

FIGURA3

> Delafigura 3 se tiene que:

Ap = Axxf(x) + Axxf(x) +Axx f(xz) + Ax* fxg) + -+ Axxf(xy)
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» Expresandolo en forma de sumatoria:

Yicr ® f(xp) xAx,sin—>o0 y Ax—> 0

> Estoes:

b
A= lim f(x)» Ax = f fx) dx

a

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

L 9
1. Determine el drea exacta de: [ vx dx

Procedimiento

3
? % 1 X2 2 2 2
f\/}dxzf xz_dx:T|9:—2\/x3 |9:_,/93__ /03 >
0 0 5 0 3 0 3 3

e 2 2
f\/de=—*27——*o=2*9—o=18
0 3 3

Recuerde que: vV729 = 27
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AREA BAJO UNA CURVA

Cuando se determina el area bajo una curva se pueden presentar tres alternativas:

1. Si, laregion esta por encima del eje x como lo muestra la figura 4:

}lll' =T
13
12
11
Z 1 1 2
®=a
1 x=h
1-2
Figura 4
Entonces:
b
A =f f(x)dx
a
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2. Si, Laregion esta por debajo del eje x como lo muestra la figura 5:
::Ill_ 1

Figura 5

Entonces:

A= —fbf(x)dx

Ejercicios de aprendizaje

1. El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.*°

Encontrar el area de la region R limitada por:
2
y=%—4yelejex, entrex=-2y x =3

10 pURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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Procedimiento

a. Lagrafica de la figura se puede hacer dandole valores a x entre - 2y 3, reemplazando cada valor en
2
lafunciony = f(x) = x? — 4. Efectuando este proceso, obtenemos los valores mostrados en la
tabla:

x x> y
y=f@)=5-4
-2 —2)2 -2.6
-2 _,
3
—1 (—1)2 -3.6
3 —4
0 (0)2 -4
3
1 1)2 —-3.6
Gy
3
2 2)2 -2.6
@
3
3 (3)2 —1
3 4
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» La grafica de la funcion y el area que se pide hallar la podemos observar en la figura 6.
W

s

1<

Figura 6

b. Como la region esta por debajo del eje x, se debe plantear la integral:
b
A=— f f(x)dx
a
» Solucion de la integral:

A F 2 _4)a fs 12 )a 12 )3
=— —_— =— —— — = —|—%——
,\3 =) \3T e ) 3 3 ),

Aplicando el teorema fundamental del calculo:

3 _2\3 —
A _{1*3__4(3)_[%*( :) _4(_2)”:{1*2_12_[1*( 38)”]}

3 3 3 3 3

oo ) foodd-(49)

145
= 5 Unidades cuadradas
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3. Sila region tiene parte por encima y parte por debajo del eje x, El area se debe calcular
utilizando varias integrales.

EJEMPLOS DE APRENDIZAJE
1. El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell™

Encontrar el area de la region limitada por:
y=f(x)=x3-3x>—-x+3 yelejex,entre x=-1y x=2.

Procedimiento

a. Paradeterminar la region cuya area deseamos hallar, podemos dar valores a x entre x =
—1y x = 2, reemplazar en la funcion para obtener los respectivos valores dey.

Realizando este proceso, obtenemos los valores de la siguiente tabla.

x y=fx)=x3-3x2-x+3 y
-1 (-1)3-3(-1)2-(-1)+3 0
0 (0)3-3(0)02-0+3

3
1 (1)3-3(1)2-1+3

0
2 (2)3-3(22-2+3 -3

La grafica de la funcion y a region cuya area se quiere obtener, esta dada en la figura 7:

11 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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Figura 7

En la figura se puede ver que la grafica corta el eje x en los puntos:
x=-1, x =1, x=3

Nota: Si estos puntos no se pueden leer en la grafica, se debe proceder como sigue:

> Se deben hallar los puntos donde la funcion corta el eje x, para ello se soluciona la ecuacion

f(x)=0.

La solucionde x3 —3x%2 —x +3 =0 es:
x=-1, x=1, x=3

Actividad: Verificar el resultado efectuando la respectiva division.

b. Planteamiento de la integral a calcular:

ENTRE POSICION INTEGRAL
—1y1 La funcién esta por encima L
v unel porend f (x3 —3x%* —x +3)dx
del eje x 1
1y2 La fu‘nci()n esta por debajo B f z (322 — x + 3)dx
del eje x 1
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c. Paradeterminar el area:
1 2
A:] (x3—3x2—x+3)dx—J (x3 —3x% —x +3)dx
-1 1

d. Solucion de la integral:

1 2
A=f (x3—3x2—x+3)dx—J (x3—3x%2 —x +3)dx
-1 1

» Simplificando y remplazando:

4 2 _1\4 —1)2
A= (1) (1)3—Q+3(1)—[<( 1)) (-1)3 - ( )+3(—1)I—

4

K(z)“ @) — ()2+3(2)) ((1)4_(1)4 ()2+3(1)>l

- SRS (50149 (-1-1+9)
S o011
=——[—] [() ()] ——[—% =4+£—>A=%unidadescudradas

3. Encontrar el area de la region limitada por y = 3x% + 7x — 6 yeleje x
Ente x =—4 y x=2
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Procedimiento

a. Lagrafica de a funcion y de la region cuya area se desea hallar la podemos ver en la figura 8.

- T Lt
\ W
: 115

Figura 8

b.  Como los puntos donde la funcion corta el eje x no se pueden leer con exactitud en la grafica,
para determinarlos se debe solucionar la ecuacion:

3x2+7x—-6=0

PISTA DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta: Un polinomio de la forma ax? + bx + c, se factoriza multiplicando y dividiendo por

el coeficiente de x* (o sea por a).
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Esto es:
2 _ w(3x—
2(3762 +7x— 6) — 0> 9x +7(33x) 18 -0 > (3x+9)3(3x 2) -0
x+3)*x(3x—2)=0-
x+3=0->x=-3
2
-2 = = _
3x 0-x 3
Para hallar el area de la region, se debe plantear:
ENTRE POSICION INTEGRAL
-4y -3 La funcién est por enci =
y a u'nC|on esta por encima j (322 + 7x — 6)dx
deleje x —4
o O La funcién esta por debajo 2
Y3 del eje x —J (3x* 4+ 7x — 6)dx
-3
2 La funcion esta por encima 2
z V2 , P +f(3x2+7x—6)dx
3 del eje x %

-3 2 2

A= f (3x2+7x—6)dx—f3(3x2 +7x—6)dx+j; (3x2 + 7x — 6)dx
—4 -3 =
3

Actividad: Se deja como ejercicio resolver estas integrales, la respuesta para cada una de las integrales del

el ejercicio:

=3 13
f (3x*+7x — 6)dx = —
. 2
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j§32+7 6)dx = oot
_3(x x—6)dx = =2
f232+7 6)d -8
Z(x x—6)dx = >7
3

13 < 1331) N 328 13 N 1331 N 328 B
—_——_— —_— T — —_— —_—
54 27 2 54 27
1169
= =7 unidades cuadradas

e Areaentre curvas.

Para determinar el area entre curvas se debe tener en cuenta cual de las curva esta por encima y cual esta
por debajo (o cual curva esta mas alejada del eje x y cual curva esta mas cerca del eje).

El area se calcula como:

b
A= [ 176 - golax

Donde: f(x) esta por encima de g(x).

Donde f(x) esta por encima de g(x).

Procedimiento para hallar el area entre curvas:

1. Determine los puntos de corte de ambas curvas, si los hay, para ello resuelva la ecuacion:

f(x) = gx).

2. Bosqueje la grafica de ambas funciones.

RECOMENDACION:
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Grafique solo el tramo necesario, de valores entre el area a obtener o entre los puntos de corte.

3. Plantear el area como una integral o como varias integrales, segun sea el caso y resolver.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encuentre el area de a region R limitada por las curvas:
y=gx)=8—x% y=f(x)=x*entrex=0yx=3

Procedimiento

a. Hay que determinar los puntos donde se cortan estas curvas. Para ello se igualan las funciones
y se despeja la variable:

8
f(x) = gx) > x% = 8—x2—>2x2=8—>x2=§_>

X=4-5x=+Vdox=4+2->x=2, x=-2

b.  Los puntos para hacer ambas graficas se observan en la siguiente tabla:

X f(x) = x? g(x) = 8 — x?

0 02=0 8-02=8-0=8
1 12 =1 8-12=8-1=1
2 22 =4 8-22=8-4=4
3 32 = 8-32=8-9=H1
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Nota: La grafica de la region se observa en la figura 9.

1= ' » = Fx)=x*

-2 = l\ <}
. 1_g . .

rY=glx)l=8—=x
10 : \

Figura 9

De acuerdo a la figura 9:

ENTRE POSICION INTEGRAL

x=0 yx=2 |Lla funcion esta por 2
¢ . 9() P f (8 — x% — x¥)dx
encima de f(x) 0

x=2yx=3 La .funci()n f(x) esta por j’3[x2 — (8 — x®)dx
encima de g(x). 2

c. Elarea de la region se obtiene como:
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2 3
=f (8- 2x2)dx+f (2x% — 8)dx
0 2

» Resolviendo cada integral se tiene:

2 2x3 2 202 2(0 16 32
. f0(8—2x2)dx=8x—%|0=8(2)—ﬁ—[8(0) ” =16-2=2
. [Px? —8)dx———8| 2(3) 8(3)—[2(2) -8(2)|=18-24-
|5~ 16]
f3(22 8)d 6 [ 32 6+32 14
xX- — X=—0—|-| = — _— = —
5 3 3 3
Por lo tanto el area es:
32 14 46
= ? + 3 = ? unidades cuadradas

2. Determine el area de la region R limitada por las curvas:

y=f(x)=x*—6x+8 y=gx)=x+2entrex=0yx=7

Procedimiento

a. Laregion cuya area se desea hallar se puede ver en la figura 10:
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Y Y |

Fixy=x —6éx

,_,-/-"’/

gixI=x+2

Figura 10

b. Los puntos donde se cortan estas dos funciones se obtienen solucionando la ecuacion:

fx) = lg(x)

x2—-6x+8=x+2

» lgualando a cero, simplificando y factorizando:

X’ —6x+8—-x-2=0-x>-7x+6->(x—6)x(x—1)=0
x—6=0->x=6

x—1=0-x=1

¢. Deacuerdo a la figura 10, para hallar el area de la region sombreada, se debe plantear:
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ENTRE POSICION INTEGRAL
x=0yx=1 La funcion esta por encima L
Y u. ! P I f[x2—6x+8—(x+2)]dx
del eje x 0
x=1yx=6 La funcion esta por encim 6
v ; u ! 9 por encima +f[x+2—(x2—6x+8]dx
deleje x 1
x=6yx=17 La funcion esta por encim 7
v ; u ! 9 por encima +f[x2—6x+8—(x+2)]dx
del eje x 6

6

1
A= f[x2—6x+8—(x+2)]dx+f [x +2 — (x* — 6x + 8]dx
0 1

7
+j [x2 —6x +8 — (x + 2)]dx
6

Actividad: Realiza las integrales y encuentra el valor del area bajo la curva.

3. Encuentre el area de la region limitada por la curva:

y=f(x)=3x*+10x—8,Entrex=—-3 y x =2

Procedimiento

a. Lagrafica de esta funcion es una parabola que abre hacia arriba como lo muestra la figura 11.
-

1+ =0 /
+ =4
+1ao
— = =
\v/— —1 1
: + —=o

Figura 11.
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b. Se encuentran los puntos donde la grafica corta el eje x; se hace f(x) = O:

fX)=0-3x*+10x-8=0

» Factorizando e igualando cada factor a cero:

9x2+10(3x)-24 _

N (3x+12)*(3x-2) _

3 (342 _g)—
3(3x +10x—-8)=0- 3 0 3 0-
» x+4)x3x—-2)=0-
> x+4=0->x=-4
> 3x-2=0-x=:
¢. Parahallar el area se debe plantear y solucionar:
ENTRE POSICION INTEGRAL
La funcion esta por debajo 1
x=-3yx= _ P l —f (3x% + 10x — 8)dx
del eje x 0
2 La funcién esta i 6
==y x=2 a lfnuon esta por encima +j‘ (322 + 10x — 8)dx
3 del eje x 1

2
= 2
A= —f (3x% + 10x — 8)dx +f2 (3x% + 10x — 8)dx
_3 =)
3

2/3

2

A=—| (3x* +10x —8)dx + |[(3x? +10x —8)dx
[ o+ [ K

2/3
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Actividad: solucionar las integrales definidas que quedan indicadas. (La respuesta del ejercicio es A =

1610 .
—, unidades cuadradas)

4, Encuentre el area de la region encerrada por las parabolas (EL ejemplo fue tomado de uno de los
libros del autor STEWART™?):

y=f(x)=x% y=g(x) =2x—x*

Procedimiento

a. Lagrafica de ambas funciones se puede ver en la figura 12:

W= w2

Figura 12.

b. Se deben encontrar los puntos de corte, para ello se hace:

12 STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 449.
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fx) =lg(x)

» Seiquala a cero, se simplifica, se factoriza y se iguala cada factor a cero:

X2 -2x+x*=0-2x>-2x=0-2x*(x—1)=0

2x=0-x=0
x—1=0-x=1

¢. Como la funcién g(x) = 2x — x? esta por encima de la funcién f(x) = x2, para calcular el
area de la region se debe plantear:

1 1
A= f 2x—x%2 —x¥)dx = f (2x — 2x%) dx
0 0

» Resolviendo la integral:

1 2x? 2x3 1 2x3 1
A= @x—2x®)dx="" -2t =2 2
fo(x ¥dx=—-——"1g=* ~35y
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2(1)3

_ [ _ 2(0)°
A= fo (2x — 2x*) dx = (1)? ——3 " I(O)2 — Tl

1 2 1
A= J 2x —2x*)dx=1-— 33 unidades cuadradas
0

4.4. Tema 3 Solidos de Revolucion

Un sélido de revolucion o volumen de revolucion (es una figura en el espacio, por lo tanto tiene tres
dimensiones), es un solido obtenido al rotar una region del plano Una figura plana) alrededor de una recta
ubicada en el mismo, las cuales pueden o no cruzarse. Dicha recta se denomina eje del solido de revolucion.

e Volumen del sélido de revolucion
- Se sabe que el volumen de un sélido es igual a:

v = Base * Ancho * alto

- Elvolumen de un cilindro es:

v = m * r% * h En este caso el radio esta determinado por la funcion.

Nota: Existen varios métodos para determinar el volumen de un sélido de revolucion. Sdlo se analizaran
dos de ellos.
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e Método del disco para determinar el volumen de un sélido de revolucion.

Este método se utiliza cuando se hace girar el area bajo una curva alrededor de un eje.'’
En este caso se obtiene un cilindro, el volumen de un cilindro es:
— 2
v=m+*r“xh

1. Cuando el eje del sélido es el eje x:

a. Dada una funcién y = f(x), cuya grafica se puede observar en la en la figura 13

T e Do o= fr

e = Ak

Figura 13 grafica de la funcion y = f(x)

b. Si se hace girar la region plana R comprendida entre la funcion y = f(x) y el eje x entre x =
a y x = b Se obtiene el sélido de revolucion mostrado en la figura 14.

Figura 14.

13HERNANDEZ, Elsie. Aplicaciones de la integral definida: Volumen de sélidos de revolucién. En: Célculo Diferencial e
Integral. [en linea]. [consultado 2 feb. 2010]. Disponible en <http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-
linea/CALCULODIFERENCIAL/curso-elsie/aplicacionesintegral/html/node6.html>
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Sélido de revolucion formado al hacer girar la region R alrededor del eje x.

¢. Dividiendo el solido en n solidos iguales de altura Axcomo lo muestra la figura 15:

Figura 15

d. Luego, calculando el volumen de cada sélido y obteniendo el volumen del sélido como la suma de
los 72 volumenes, se llega a la expresion que nos determina el Volumen del sélido:

v~ ) mlf)Pax,
2

Si se hace que el numero de solidos mas pequenos tienda a infinito se obtiene el volumen exacto del

solido, esto es:
b

v=lim ) mlfx)lax = Jim > mlf(e)lx,
i=1

a

La expresion anterior se convierte en:

b
v= nf [f (x)]?dx
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2. Cuando el eje del sélido es el eje y:

d
v=m f [f(yD1*dy

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Halle el volumen del sélido generado al hacer girar alrededor del eje x la region R formada por la
funcion y = x* yelejex,entrex =0AXx = 1.

Procedimiento

a. Lafigura 16 muestra la region plana y el sélido generado.
Nota: Para hacer la grafica de la region basta con graficar la funcion y = x? entre
x=0Ax=1

v A

Figura 16

b. Para hallar el volumen se debe plantear:

b
v= n'f [f(x)]*dx
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» Reemplazando los valores dados:

1 1 x° 1 (D5 (0)° T
_ 212 4. — 4 o _ Ar_ () Yk
v-njo[x]dx—nfoxdx—n*5|0—1t<5 5)—5

Por lo tanto:

T
V= 5 unidades cubicas

) Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor del eje y la region R limitada por la funcion
x=.y yelejeyentrey=0Ay =4

Procedimiento
a. Lafigura 17 muestra la grafica de la region R y la grafica del s6lido generado

.-b.

A

o}

Figura 17

b. Como la region gira en torno al eje y, para hallar el volumen se debe plantear:
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d
v=m f [f(yD1*dy

» Reemplazando los valores dados:

v=nfcd[f(yi)]2dy= nf:[ﬁ ]Zdy= nj:ydy—>

2'0 2 2

Por lo tanto:

v = 8w unidades cubicas

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell

Encuentre el volumen del sélido de revolucion obtenido mediante la rotacion alrededor del eje x, de la

region limitadaporlacuvay =vVx y  elejexentrex=0y x=4.

ACTIVIDAD: Realizar el ejercicio, teniendo en cuenta que el resultado a obtener es:

2
v=1tf4[\/§ ] dx = 8w
0

Nota: Resolverlo y confrontar el proceso realizado con el tutor.

14 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 290.
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4, Elsiquiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.*®

Encuentre el volumen del sélido de revolucion que se genera por la rotacion alrededor del eje y de la region
limitada porlacurvay = x3y elejeyentrey =0 A y =3

ACTIVIDAD: Realizar el ejercicio, teniendo en cuenta que el resultado a obtener es:

2
3 1 3m s
v=nf s | dy="7+33=117625969 ..
0

e Método de la arandela para determinar el volumen de un sélido de revolucion.

Este método se utiliza cuando se hace girar el area entre dos curvas alrededor de un eje.
1. Si la region gira alrededor del eje x:

b b
v=n [ [fPdx -7 [ Tg0ordx -

a

b
v=m [ f IFOP - g1} dx

Donde la funcidn f(x) esta por encima de la funcion g (x).

2. Si la reqidn gira alrededor del eje y:

15 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.
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b b
v= nf [f(»]*dy — ﬂf [g(]*dy -

b
v=m [ [ wrone- [g(y)]Z}dx]
a
Donde la funcion f(y) esta mas alejada del eje y que la funcién g(y)

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Encuentre el volumen del solido que se genera al girar alrededor del eje x la region R, formada por las
crvas: x = y2 Ay = x?
PROCEDIMIENTO

a. Es conveniente escribir la funcién x = y? despejando lay, esto es:

x=y oy =xoy=t/x-oy=fx) =&

b. La otra funcion es:

y=9gx)=x*

¢. Para determinar los limites de la region R, es necesario encontrar los puntos de corte de ambas
funciones, para ello se debe plantear y solucionar la ecuacion:

fx) =g(x) > +Vx =x2
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> Para eliminar la raiz elevamos en ambos lados al cuadrado, esto es:

(+Vx)" = (x2)% 5 x = x*

» lgualando a cero, factorizando y haciendo cada factor igual acero se tiene:
xt—x=0-x+(x*-1=0

=
Il
(=}

B-1=0-ox3=1->x=V1-x=1

d. Laregiony el sélido generado se pueden observar en la figura 18 donde solamente se debe
graficar la parte positiva de la funcion f(x), es decir:

fx) =x

Figura 18

Se observa que la funcién f(x) esta por encima de la funcion g(x), por lo tanto para hallar el volumen
se debe plantear y solucionar:

b
v=m [ f LFOP - [g(0)12) dx
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U FP g(x)]z}dx]” f (x — x¥)dx -

2 5)/)0 2

_ <1 1) (5—2)_3
vE=m275) " ™10 ) " 10"

Por lo tanto:

1 2 5 2 5 2 5
v=m O(x_x4)dx:,,(x__x_>|1:n{(1) _(15) _[(o; _((:;) l}

v = ﬁ” unidades cubicas

2. Determine el volumen del sdlido de revolucion que se genera al girar alrededor del eje x, la region
limitada por la pardbolay = x® + 1y larectay = x + 3

Procedimiento

a. Primero se deben determinar los puntos de corte de estas figuras y para ello se igualan ambas
funciones:

x>+1=x+3

» Igualando a cero, factorizando y haciendo cada factor igual acero se tiene:

x+1=x+3-x*+1—-x-3=0-x2—-x-2=0

X2—x-2=0-(x-2)x(x+1) =0
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x—2=0-x=2
x+1=0->x=-1

b. Laregiony el solido generado los podemos ver en la figura 19:
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Figura 19
» Analizando la grafica se tiene que:

GRAFICA FUNCION CARACTERISTICA
Linea recta y=x+3 Esta mas alejada del eje x
(0 esta por encima)
Parabola y=x*+1 Esta mas cerca del eje x (0
esta por debajo).
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¢. Para hallar el volumen se debe plantear:
2
v= n'U ([ + 3% — [x* + 113} dx
-1

5 Nota: Es practico resolver aparte la expresion: [x + 3]% — [x? + 1]?

[x+3P%—[x*+1? =x*+6x+9— (x*+2x*+1) =
x> +6x+9—xt—2x2—-1=—x*—x*+6x+8
Reemplazando:

[ ~2
S f (x + 317 — [ + 113} dx
| /-1

2
=1TU (—x4—x2+6x+8)dxl
-1

-2 5 .3
x°  x
v=1tj (—x‘*—x2+6x+8)dxl=11'<————+3x2+8x>|2
/1

5 3 -1
I 5 3 _ 135 _ 133
V=T <—%—%+3(2)2+8(2)>—<—( 51) _{ ;) +3(—1)2+8(—1)>l
32 8 1 1 117 ) )
v=n[(—?—§+12+16)—(§+§+3—8>]—>v=Tunldadesc1’1blcas

3. El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.’®

16 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.
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Encuentre el volumen del sélido de revolucion que se genera por la rotacion alrededor del eje x de la region
limitada por las parabolas: y = x?, y? = 8x
Procedimiento
a. Se encuentran los puntos donde se cortan ambas funciones:

y2=8x->y=+V8x
b. Se determinan los puntos de corte (se igualan las funciones):

2
x* = +/8x, elevando al cuadrado: (x?)? = (+/8x) — x* = 8x

» lgualando a cero, factorizando y haciendo cada factor igual acero se tiene:

x*—8x=0-x+x(x>-8)=0

x=0
x3-8=0->x=3Y8->x=2

ACTIVIDAD 1: Realizar la grafica de la region y el sélido de revolucion.
Nota: Resolverlo y confrontar el proceso realizado con el tutor.

¢. Para hallar el volumen se debe plantear:

= [ ([ - ) ax]
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v = af b B} - |

ACTIVIDAD 2 solucionar la integral, justificando cada uno de los procesos realizados.

La respuestaes: v = 30,16 ... Unidades cubicas

5. Realice el ejemplo3, pero la region gira alrededor del eje y.

ACTIVIDAD: Efectuar el ejercicio justificando cada uno de los procesos realizados.

2
Respuesta: v = If:{[i\/;]z — [%] }dyl =4,8m ~ 15,07964474 ...

R:

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO
1. Integral definida. Resuelva las siguientes integrales definidas.
10
. Iszdx
0

X
° 24dX
X +4
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2

2. Area bajo una curva y area entre curvas.

e Encuentre el 4rea de la region formada por la curva y = 4x* —5x— 6y el eje x, entre x =-3 y
x=5.

e Encuentre el area de la region R formada por la curva f(x) = 10x% —x — 3yelejex
entex =0y x = 2.

e Encuentre el area de la region formada por la curva f(x) = —

X :
= yelejex,entrex=-2y
X=3.
e Encuentre el 4rea de la region formada por las funciones y = 4x* Ay = 3x

e Encuentre el 4rea de la region formada por las curvas y =3x* —5X A 'y = 2x° —6 entre x =
-3yx=>5.

3. Solidos de revolucion.

e Determine el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer rotar alrededor del eje x
la funcion y =-/16—x entrex=-4yx = 4.

e Determine el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer rotar alrededor del eje x
la funcion y =e* entrex=-1yx =3.

e Determine el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer rotar alrededor del eje x
la funcion y = x* +4 entrex=-4yx=5.

e Determine el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer rotar alrededor del eje x
la funcién y =x* Ay =3x entrex=0yx=3.

e Determine el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer rotar alrededor del eje x
la funcion Yy =X+1A Yy =2X entrex=2yx=10.

4. Use una integral definida para encontrar el area de la region limitada por la curva, el eje x y los valores
de x dados. En cada caso primero bosqueje [a region.

y=2x-3, entre, x=0A5
y=x*+2x, entre x=-2AX=2
y=x>—5x—24, entre Xx=-3AX=5
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y=5x?+8x—4, entre x=—1AX=6

o

Determine el volumen del sélido de revolucion generado al hacer girar la region dada
alrededor del eje indicado.

y = %x, entre x =0 A x =10 Gira alrededor del eje x

y =3x? entre x =2 A x = 3 Gira alrededor del eje x

y=5x+4 entre x=0AXx =3 Gira eje x

7. Determine el area de la region limitada por la curva o curvas, el eje x y los valores de x
dados. En cada caso primero bosqueje la region.

o y=T7x*>-12x—4x entre x=-2AX=8
o y=.25-xentre Xx=-—5AX=5
. y=£ entre Xx=1Ax=6
X+4
o y=5x"-3xAy=x"+6entre x=—-1AX=7

o y=4x* Ay=3x’+9entre x=-—2A%x=5

8. Determine el volumen del sélido de revolucion generado al hacer girar la region dada
alrededor del eje indicado.

y=2x+lentre Xx=0AX=06 gira eje x

y =x*+4x entre x=0A x =3 gira eje x
y=e"entre x=-2AX=2 gira eje X

y =5x? +1entre x=—-1A X =1 gira eje x
yzientre X=-1AX=2 gira eje x

A X+3

y =+/x? +16entre x=—4 A x =4 gira eje x
y=+/25—-x*> Ay=2entre x=-3AX=4 gira eje x
y=xAYy=x" entre x=0Ax =1 gira eje x

y=2x+1Ay=1-x*entre x=0A X = gira eje x
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y=X+4Ay=+/x>—4entre x=4AX=6 gira eje x
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5. UNIDAD 3 METODOS DE INTEGRACION

OBJETIVO GENERAL.

Calcular integrales indefinidas y definidas, usando los métodos de integracion por partes e integracion por
fracciones parciales.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

B Resolver integrales utilizando integracion por partes

B Resolver integrales utilizando fracciones parciales.

5.1. Prueba inicial

1. Efectué la suma (diferencia) de las siguientes fracciones
OPERACIONES CON FRACCIONARIOS RESULTADOS (coloque en el paréntesis la letra
correspondiente)
LY@ () 4x* +11x — 8
‘x—3 x+4 x3+3x2+3x+1
x 7 16x* — 83x — 35
x2+1 x ) x3—6x2—"7x
4 3 8 —-3x+ 44
c. + - ( V) 5——=
x+1 (x+1)?% (x+1)3 x2+x—12
3 8 2 _
Za o () 45x“ —89x + 31
x x—-7 x+1 14x3 —41x*>+29x— 6
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3 5 1 —-(3x2+7)
©2x—1 7x—3 x-2 O S Jruge
2. Halle a primera derivada de las siguientes funciones
FUNCIONES PRIMERA DERIVADA

(Realizar el proceso en hojas anexas
y confrontar con el tutor)

a. f(x) = (5x — 3)* « e?*3 ff(x)=
b.f(x) =3x2—6x+5%*(6x—1) f(x) =
c.y =sinx *Inx f(x) =
x "(x) =

d.f(x) =In (xz n 4) f(x)
e. f(x) = cos®(4x — 3) * x? fx)=

5.2. Tema 1 Integracion por partes

El método de integracion por partes permite utilizar la siguiente formula:

La siguiente idea de la definicion de integracion por partes fue tomada del autor LEITHOLDY

fudv=uv—fvdu

Donde tanto u como v son expresiones en x .

o Demostracion de la formula para integracion por partes

a. Para demostrar esta formula se parte de la derivada de un producto:

du dv )
%

du dv
Dx(u*v)z(u*v)’:—*v+—u—>d(u*v)=dx*<—*v+—u

dx dx

dx dx

7 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 689.
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dluxv)=v+du+uxdv

b. Seintegra a ambos lados de la igualdad:

fd(u*v)=f(v*du+u*dv)—>uv=fvdu+fudv

> Despejando [ u dw, se tiene:

fudv= uv—Jvdu+

La formula de integracion por partes es:

.fudv=uv—jvdu

Nota: En la utilizacion de esta formula se busca

1. Que u sea un factor simple, que nos permita una derivada “sencilla”.
2. Que dv sea un factor que permita una integral “sencilla”.

e Pasos para aplicar la formula de integracion por partes

1. Auna de las expresiones se le asigna la letra u.
2. Derivando se obtiene % ; se despeja dx.

3. Alaexpresion restante se le asigna el dv.

ol

Integrando la expresion anterior se obtiene v.

!J'I

Se reemplaza en la formula de integracion por partesa: uv y la [ v du
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6. Se efectla laintegral: [ v du

7. La constante de integracion se coloca después de realizar todas las integrales.

NOTAS:

1. Este método se utiliza principalmente para integrar expresiones que contengan
e',In|u|, o expresiones trigonométricas, combinadas entre si 0 con expresiones polinomicas.

2. e* porlo general nunca es u.
3. In|x] por lo general es u.
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Elsiguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO.Resolver:

[In|x| dx

Procedimiento

a. Seau = In|x| - du = J—lcdx

b. Seadv=dx- [dv=[dx->v=x

¢. Aplicando la férmula de integracion por partes:

Iudv=uv—_[vdu

18SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Célculo con aplicaciones a
ciencias Econdmicas y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.
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1
flnlxldxzx*lnlxl —fx;dx

jlnlxldx= x*lnlxl—jdx= xxIn|x]|—x+C

2. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLDY
Encuentre: [ x In|x| dx
Procedimiento

a. Seau = In|x| » du = idx

x2

b. Sea dv=xdx—>fdv:fxdx—>v:_
2

. Aplicando la formula de integracion por partes:

Iudv=uv—_[vdu

fx In|x| dx = —2 In|x| — f—z —dx = —2 In|x| — f— dx
= * * = * *
2 2 x 2 2

f1||d x21|| fxd x21|| 1 ! c
= —x% — | == = —x% — —x +C -
x In|x| dx = —-+ In|x g *dx=—x Inlx| -5« =

2 2

f In|x| d S l||——x +C
*
x In|x| dx = - In|x| —

19 LEITHOLD, Louis. El Célculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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3. EL siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO® Resolver

f xe*dx

Procedimiento
a. Seau=x - du=dx

b. dv=e*dx >v=[e’dx->v=¢e"

. Aplicando la formula de integracion por partes:

Iudv=uv—_[vdu

fxe"dxzxe"—fexdx=xe"—ex+C=ex(x—1)+C

4. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD?*

Resolver: [ x3e*” dx
Procedimiento
. Seau=x%-du=2xdx

b.Sea: dv = xe* - v = [ xe* dx

20 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Célculo con aplicaciones a
ciencias Econdmicas y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.

21 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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» Estaintegral se debe resolver por sustitucion

2
v=fxex dx

v' Sea:

2 dz
Z=x —>dz=2xdx—>dx=2—

v’ Laintegral queda:

_f zdz_lz_lx2
U= xe ZX_Ze —29

¢. Reemplazando en la formula de integracion por partes:

judv =uv-— _[vdu

1 1
fx3ex2dx = Exze"2 - jzexz dx

1 1
fxg’exzdx — Exzex2 —Eexz +C
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5. EL siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD?

Resolver: [ x?e*dx
Procedimiento

a. Seau=2x%->du=2xdx

b. dv = e* dx, Integrando a ambos lados se tiene:

fdv=fe"dx—>v=ex

c. JxPe*dx = x?e* — [2xe*dx
e [ 2x e*dx, se efectlia por partes:

> Seau=2x->du=2dx

Aplicando la formula de integracion por partes:

foexdx=2xex—f eX*2dx=2xe*—2e*+C

22 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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6. EL siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL?, resolver:

fxz senx dx

Procedimiento
a. Seau =x% - du=2xdx
b. dv=senx dx > v=—cosx
c. [x?senx dx = x%(—cosx)— [(—cos x) 2x dx -

fxzsenx dx = —x? cosx+2fxcosxdx**

> [ x cos x dx Hay que efectuarla por partes:

» Sea u=x->du=dx ydv=cosxdx > v=senx

Iudv=uv—_[vdu

» Reemplazando en la formula de integracion por partes:

[ x cos x dx = x senx — [ senx'dx = x senx — (—cosx)

fxcosxdx = X senx + cosx

23 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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d. Reemplazando en:™ se tiene:

fxzsenx dx = —x? cosx+2fxcosxdx**

fxz senx dx = —x? cos x + 2(x senx + cosx) + C

» Efectuando las operaciones indicadas:

fxz senx dx = —x2 cos x + 2x senx + 2 cosx + C

7. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER?*
Resolver: [ 5 dx

Procedimiento

a. Seau =In|x| - du =§ dx

1 _1 R
b. dv=—==x 2dx->v=2x
Vx
In|x| 4 n . ..
c. ffdx = In|x| « 222 — [ 222 « —dx —Efectuando las operaciones indicadas:
1
x2 1_1 _1
Recuerde que: — = x2 = x" , entonces

24 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 798.
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In|x| 1 _1 1 1
—dx=2x2xIn|x| -2 | x 2dx=2x2*In|x| -2 —4x2+ ¢
Vx

In|x| 1
——dx=2xz2*xIn|x| -2 —-4J/x+¢

Vx

8. Elsiguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL?
Resolver:

f e*senx dx

Procedimiento

a. Seau = senx - du = cosx dx

b. dv =e*dx =— v =/e*

c. [e*senx dx = senx xle* — [e*cosxdx*
> [ e*cosxdx Hay que efectuarla por partes:

» Sea u=cosx »>du=—-senxdx ydv = e*dx > v = e*

Iudv=uv—_[vdu

» Reemplazando en la formula de integracion por partes:

J e*cosx dx = cosx *e* — f e*(—senx) dx

25 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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f e*cosx dx = e* xcosx + f e*senx dx

a. Reemplazando en:™ se tiene:

f e*senx dx = senx *x e* — [e* x cosx + f e*senx dx]
f e*senx dx = e* = senx — e* * cosx — J e*senx dx

Nota: Para solucionar este ejercicio, hay que despejar la integral [ €* sen x dx

fexsenx dx+fexsenx dx = e* = senx — e* * cosx —
Zfexsenx dx = e* x senx — e* *x cosx —

1
[e*senx dx = E(e" * senx — e* * cosx) —

1 1
fexsenx dx = Ee" *senx—ie" * cosx + C

9. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER?

Resolver: [ x2e?**1 dx**

26 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 800.

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

Procedimiento

a. Seau =x% - du =2xdx

b. dv=e*ldx =»v = %ez"“

1 1 —— ,
c. [x?eX*ldx =x* e — [=e** L 2x dx Simplificando el 2, se tiene:

1
fx2e2x+1 dx = ExZeZJHl _ f er+1 x dx

> [ 2% x dx Hay que efectuarla por partes:

1
> Sea u=x-du= dx yd17=ez""'ldx—>v=5e2"+1

Iudv=uv—_[vdu

» Reemplazando en la formula de integracion por partes:

1 1
f er+1 xdx = _er+1 xx — f_er+1 dx

2 2
1 1 1 1 1
2x+1 T PE s 2T TR S PE S AT
fe x dx Sxe S*5e Sxe 7€

Reemplazando en: ** [ x2e?**1 dx, se tiene:

jx232x+1 dx = % x2 * e2x+1 _ (%x e2x+1 _ %62x+1) +C
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Eliminando el paréntesis:

jx282x+1 dx =% xZ * er+1 _ %x er+1 uE %e2x+1 +C

10. Resolver: [ x% cos(2x) dx**

Procedimiento

a. Seau =x%2->du=2xdx

b. dv =cos(2x) > v = %sen(Zx)

c. [x%cos(2x)dx = x?  sen(2x) — f%sen(Zx) 2x dx

» Simplificando el 2, se tiene:
f x%cos(2x) dx = x* « sen(2x) — fx sen(2x) x dx

> [ sen(2x) x dx Hay que efectuarla por partes:

» Sea u=x->du=dx ydv=sen(2x)dx > v = —%cos(Zx)

Iudv=uv—_[vdu

» Reemplazando en la formula de integracion por partes:
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1 1 1 1
f xsen(2x)x dx = — Ex cos(2x) — f - Ecos(Zx)dx =— Ex cos(2x) + Zsen(Zx)
Reemplazando en: ** [ x% cos(2x) dx, se tiene:

1 1 1
sz cos(2x) dx =§x2 * sen(2x) — (—Ex cos(2x) + Zsen(Zx)) +C

Eliminando el paréntesis:

1 1 1
f x% cos(2x) dx = Exz * sen(2x) + 7% cos(2x) — Zsen(Zx) +C

11. Resolver: [ x3 In x* dx

Procedimiento

a. Aplicando las propiedades de los logaritmos, la integral también se puede expresar:

fx3lnx2 dx=fx3*21nx dxzzfxglnx dx

b. Seau=Inx - du = idx

4

3, ,=x
4

¢ dv=x

Iudv=uv—_[vdu

d. Reemplazando en la formula de integracion por partes:
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> [x3Inx? dx =2 (?* Inx — f%* %dx), Simplificando x:
4
> [x3Inx? dx = 2(%*lnx—%fx3dx)

4
> [x3Inx? dx = 2 (xz *Inx — 1—16x4) + €, Simplificando por 2:

3In a2 dx — 5o _1,4
> [*Inx? dx= S +Inx—_x*+C

12. Dada la region limitada por la curva: y = f(x) = In x y el eje x entre
x =1y x = e. Determine:

a. Elarea de laregion.
b. Elvolumen del sélido generado al rotar la region alrededor del eje x.

Procedimiento

a. Los puntos para la grafica son los mostrados en la tabla.

Nota: Recuerde que para calcular Inx, x > 0

X y=f(x) =Inx y
1 In1 0
1.5 In1.5 0.4
2 In 2 0.7
2.5 In2.5 0.91
e Ine 1

» La grdfica de la region se muestra en la siguiente figura:
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XN

Graficade y= f(x) =Inx

b. Se calcula el area de la region:

e
A=f Inxdx
1

> Sehaceu=lnx—>du:%dx
> dv=dx->v=x
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_[udv =uv-— Ivdu

¢. Reemplazando en:

A= fle Inxdx =xInx— [x+* idx, Simplificando x:

e
A=f lnxdx=xlnx—jdx=xlnx—x|i—>
1
A=flelnxdxze*lne—e—[l*lnl—l]—>
e
Azf Inxdx=e—e— 1xIn1+1-
1
Recuerde que:Ine = 1,In 1 = 0 realizando las operaciones indicadas:
e
A= f Inx dx = 1 unidades cuadradas
1

d. Se calcula el volumen del sélido generado al rotar la region alrededor del eje x:

e
V= nf (Inx)2%dx
1

> Seau = (Inx)? > du = Zlnx*idx

> dv=dx-v=x
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» Reemplazando:

€ 1
Vznf (lnx)zdx=1r[x*(lnx)z—fx*Zlnx*;dx]
1

e

e
V= nf (Inx)%dx = w[x * Inx)? — 2x Inx + Zx]l1
1

V= nfle(ln x)%dx = (e — 2)unidades cuadradas.

Actividad: Realice los reemplazos y verifique la respuesta.

5.3. Tema 2 Integracion por Fracciones Parciales

Una expresion racional es una expresion de la forma:

_ fx) = P
y =1 =505

Cuando se efectua una integral de la forma [ %, pueden suceder tres casos:

A. Que la integral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucion o cambio de variable (esta
forma ya se ha realizado en capitulos anteriores).
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Resolver; [ =21

> dx
x“+x-7
Procedimiento

a Seaw=x*+x-7-

W o et 1ode=
— e d —_——
dx % T ox+1

b.  Reemplazando en fz—dx se tiene:

f 2x+1

* d—w, Simplificando 2x + 1, se tiene:
w 2x+1

dw
f7=1n|w|+C=ln|x2+x—7 +C

2. Resolver: f( To107

Procedimiento

a v=x2+10-

—_— -
dx x

b. Reemplazando en fmdx se tiene:

( )5 I Simplificando 2x:
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17_5+1 v—4— 1 1
~“Sdy = (=—+C=--tC=—m———t(
fv e I el 22+ 10)* T

P(x)
Q(x)
posible si la fraccion es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que le grado del
polinomio Q(x). Este tipo de integral ya fue trabajado en unidades anteriores.

B. Puede suceder también que haya que efectuar primero la division. . Esta division es

Actividad: Realizar un repaso del tema y de algunos ejercicios del tema.

C. La otra posibilidad seria descomponer,% En una suma de fracciones simples llamada

fracciones parciales. Esto es posible cuando la fraccion es propia, es decir, el grado del polinomio
P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x).

Nota: Puede suceder que para efectuar una integral de este tipo, sea necesario combinar con el
método anterior, es decir, hacer primero la division y luego descomponer en fracciones parciales.

Antes de desarrollar el método, se analizara un ejemplo de suma de fracciones, un proceso
contrario al método que se va a desarrollar.

a. Efectuar la siguiente suma de fracciones:

2+3
x—1 x+1

Se halla el minimo comiin miltiplo (m.c.m.): esta dado por (x — 1) *(x + 1)
2 N 3 2x(x+1)+3x(x—1) 2x+2+3x—-3 5x-1
x—1 x+1 (x-Dkx+1) C (x—-DE+1D)  a%-1
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5x—

x2—

b.  Ahora, se pide determinar la integral del resultado anterior, es decir hay que obtener: [ 1dx
Nota: Esta integral no se puede efectuar par ninguno de los métodos conocidos hasta el momento, por lo
tanto se debe descomponer la fraccion en una suma de fracciones mas simples y asi poder determinar la
integral de una expresion equivalente.

fsx_ld—f[2+3]d—f2d+f3d
21777 =1 a1 x+1*

5x—1
f > dx=2In|lx—1|+3In|x+ 1|+ C
x4 -1

El ejercicio anterior se realizo directamente porque se conocia el resultado de las fracciones parciales, a
continuacion se explicara el método para descomponer una fraccion en fracciones parciales.

> METODO PARA DESCOMPONER UNA FRACCION EN FRACCIONES PARCIALES.

Px)
Q)

Q(x) y se debe cumplir ademas que el grado del polinomio P(x) debe ser menor que el grado del

Para descomponer una expresion en fracciones parciales, depende de la naturaleza del polinomio

polinomio Q(x), se presentan cuatro casos.

CASO1: Cuando el polinomio @ (x) se puede factorizar como un producto de factores lineales distintos:
Qx)=(x—a)x(x—b)*(x—c)
Entonces la fraccion se puede escribir como:
P(x) A B c
Qx) x—a x-b x-c
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

5x—-1
7 dx

xé—

1. Resolver: [

Procedimiento

a. Como no se puede efectuar esta integral directamente, se descompone la fraccion en fracciones
parciales:

» Se factoriza Q(x), si no esta factorizado:
Q) =x*-1=(x+1*x-1)

P(x) 5x-1

» Entonces: 0@ GrD(x-1)

b. Se escribe la fraccion como una suma de fracciones, utilizando todos los factores de Q(x) y
asignando letras mayusculas en el numerador (A, B, C, ...tantos factores haya en el denominador):
5x—-1 A B

(x+1)*(x—1)=x+1+x—1

Nota: Se encuentran los valores Ay B
c. Se efectta la suma indicada:

5x -1 A B Ax(x—-1)+Bx*(x+1)
(x+1)*(x—1)_x+1+x—1_ (x+1)x(x—1)
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» Para eliminar los denominadores se multiplica toda la expresion por el m.c.m. de los
denominadores, esto es:

5x—1 _Ax(x-1)+B*x(x+1)
GrD - TV -V =—r D

x(x+1)*x(x—1)

» Simplificando queda:

5x—-1=Ax(x—-1)+B=*(x+1)

d. Como los denominadores son iguales, también lo son los numeradores (los denominadores
desaparecen). Igualando los numeradores, resulta una identidad:

5x—1=Ax(x—-1)+Bx(x+1)

e. Seasignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla el
valor de cada constante:

e Six=1-51)-1=41-1)+B(1+1)>4=2B>B=2
e Six=-1-5(-1)-1=4(-1-1)+B(1-1)>-6=-24->A4=3

f. Reemplazando los valores obtenidos en el paso anterior enﬁ + % y efectuando la integral por

alguno de los métodos conocidos:

5x—1 d _f N
(x+1D*(x—1) T xr1Tx—1

dx=3In|lx+1|+2In|lx—-1|+C
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3x—-1

x2-x—-6

2. Resolver: |

dx

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:
3x—1 _ 3x—1
x2—x—6 (x—3)+(x+2)

b. Seremplaza en funcién de Ay B (Son dos factores en el denominador):

3x—1 __A B _A+@EF2)+ B+ (x—3)
(x-3)«+@&+2) x-3 x+2  (x-3)+xx+2)
c. Simplificando: (x — 3) * (x + 2), se tiene que:

3x—1=Ax(x+2)+Bx*(x—3)
d. Seasignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla

el valor de cada constante:

> Six=-2-3(-2)+1=A4(-2+2)+B(-2-3) > -7 =58 - B=¢

> Six=3—>3(3)—1=A(3+2)+B(3—3)—>8=5A—>A=§

3x
x2—x

. 1 .
e. Por lo tanto, solucionar: [ 5 dx es lo mismo que resolver:

8 7
f 5 + 5 dx—gf 1 dx+zf 1 dx -
x—3 x+2 " 5)x-3 5) x+2
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sf L 4 +7f L 4 —81| 3|+71| +2|+C
5)x—3%"5) x+ 275" 5

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL?, resolver:

J‘ 5x+ 3 d
x3 —2x2 - 3x *

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:

5x+3 _ 5x+3 _ 5x+3
x3—2x2—-3x x(x2-2x—-3) x+x(x—-3)x(x+1)

b. Se remplaza en funcion de A, By C(Son tres factores en el denominador):

5x + 3 _4, B ¢
xx(x—3)+x(x+1) = x-3 x+1

—_

A+ B N C Ax(x-3)+(x+1)+B+E~(x+1)+C~E~(x—3)
x x—-3 x+1 E+(x—3)«x+1)

27 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 441
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¢. Simplificando: . * (x — 3) *(x + 2), se tiene que:

5x+3=Ax(x-3)*x(x+1)+B+E+«(x+1)+C~%*(x—3)

d. Seasignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla
el valor de cada constante:

> Six=0-5+x0+3=4(0-3)x(0+1)+B*0*x(0+1)+C*0%(0—-3) >3 =
—34 -

A=—->A=-1
3—)

> Six=3-55B3)+3=4B-3)*B+1)+B*33+1)+Cx3%(3-3) >

18=12B - B 18 B 3
= b = —_— = —
12 2

» x=—1-5+x(-1)4+3=4(-1-3)*(-1+1)+B*(—-1)*(—1+ 1)+ C+ (1) *
(-1-3)

2
—2=4C>C=—->C=—=
- 2 -
> Por lo tanto, solucionar:

f 5x+3

x3-2x2-3x x—3 x+1

3 1
dx Es lo mismo que resolver: [ <_71 + L—2>
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3
f_1+E fd+f1d1f1d
—_— —— -
x x-3 . 3 2x+1x

f1d+3 1d 1fld—l||+31| 3| 1l|+1|+C
T x=3 T ) xy O T X X 2 X

CASO 2: Cuando Q(x)se puede factorizar como un producto de factores lineales repetidos:
Si Q(x) = (x — a)™; entonces:

Px) A B C

Q@) x-a (x-af (x-ap

Nota: El procedimiento para hallar las constantes A, B y C es similar al descrito en el caso anterior.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x+5
1. Resolver: [ ————

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:

x*+6x+9=(x+3)*(x+3)=(x+3)>

b. Seremplaza en funcién de Ay B (Son dos factores en el denominador):

2x+5 . .
v E +—= = +3)2, Efectuando la suma de fracciones indicada:
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2x+5 _A*(x+3)+B
x2+6x+9  (x+3)2

¢. lgualando los numeradores queda:

2x+5=A*(x+3)+B

d. Seasignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla
el valor de cada constante:

Six=-3-52%(-3)+5=A4*(-3+3)+B—>B=-1

» Sereemplaza el valor de By se da otro valora x:

—_

Six=0-2%x(0)+5=4%*(0+3)—-1-5=34-1-34A=5+1-A4A=
A=2

wlo

> Por lo tanto:

2x+5 2 1
x2+6x+9 x+3 (x+3)2

> Por lo tanto, solucionar:

2x+5 : (2 1

J =5 dx Eslomismo que resolver: [ (—x+3 (x_s)z)

f 2245 = [-2_a f L dx=2Inlx+3]+——+C
Ztr6x+97  Jx+3™ T ) a3z TR x+3
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PISTA DE APRENDIZAJE.
. 1 _ l _ 2 _ u—2+1 _ ;1 _ _l
Tenga presente.f(x+3)2 dx = fu2 du= [u?du= S +tC=—F+C=—=
L __ 4
Reemplazando: [ = i
2. Resolver:
f 3x2 —-8x+13 p
B a2 _5x+37"

Procedimiento

Actividad:

a. Se debe comprobar que:
f 3x? —8x + 13 dx = 3x? — 8x+13 i
XBrai-5x+3 (x+3)*(x—1)2 x

Ademasque: A=4, B=-1, C=2

b. Se debe terminar el ejercicio hasta resolver las integrales resultantes, justificando cada uno de los
procesos realizados y confrontandolo con el tutor.
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x
x2-6x+9

dx

4. Resolver: [

Ademasque: A=1, B=3

Actividad: Se realizar el ejercicio hasta resolver las integrales resultantes, justificando cada uno de los
procesos realizados y confrontandolo con el tutor.

2x2-11x+18
5. Resolver: [ ———dx

x2-6x+9

Actividad: Se realizar el ejercicio hasta resolver las integrales resultantes, justificando cada uno de los
procesos realizados y confrontandolo con el tutor.

CASO 3: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos irreducibles distintos:

Q(x) = (ax* + bx +¢) * (dx* + ex + f) * (gx*hx + i) * ...

P(x)
Entonces —= mponer en:
tonces 20 se puede descomponer e

P(x)  Ax+B " Cx+D " Ex+ F "
Q(x) ax2+bx+c dx’+ex+f gxthx+i

CASO 4: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos repetidos:
Q(x) = (ax* + bx + c)*
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Entonces:

P(x)  Ax+B n Cx+D n Ex+F n
Q(x) ax®+bx+c (ax?+bx+c)? (ax?+ bx+c)3

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HEUSSLR?

—2x—4
Resolver: [ =——dx

Procedimiento

a. Sefactoriza el denominador:
x*(x2+x+1)

» Los factores corresponden: a un factor lineal y a un factor cuadratico, entonces, la
fraccion queda:

-2x—4 _A Bx+C

or(x2+x+1) x| xZ+x+1

x#x*x— Realizando la suma de fracciones indicada:

—2x—4  Ax(*+x+1)+(Bx+C)xx
x*(x2+x+1) x*(x2+x+1)

28 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 806.
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> Eliminando los denominadores:

—2x—4=A*x(x*+x+1)+(Bx+C)*x
b. Seasignan los valores apropiados a x , se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla
el valor de cada constante:

> Six=0--2(0)—4 =A4[(0)%>+ (0) + 1] + [B(0) + C(0)] * 1
—4=A->A==4

> Como el factor x? + x + 1 no da cero en los reales, se deben dar dos valores a x y al mismo
tiempo reemplazar el valor A = —4 resultando un sistema de ecuaciones 2 X 2.

Six=1yA=-4->-21)-4=-4[1D*+ (1) +1]+[B(1) +C] *1
—6=—-12+B+ C - B + C = 6 Ecuacion 1

Six=2yA=-4--22)-4=-4[2*+(2)+1]+[B(2) +C] * 2
—8=-28+4B + 2C - 4B+ 2€ =20 Ecuacion 2

c. Queda planteado un sistema de ecuaciones 2x2 y la forma mas practica de efectuarlo es
utilizando el sistema de determinantes:

PISTA DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2x2:

1. Se toman los coeficientes de cada una de las variables y se forma una matriz de orden 2.

2. Esta matriz se iguala al término independiente.

3. Para encontrar cada variable su lugar es ocupado por el término independiente y se coloca
de denominador para cada una de ellas la matriz de orden 2 obtenida inicialmente,

esto es, en forma general:

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




UN'REM'NGTONM Vicerrectoria de Educacion a Distancia y Virtual

CORPORACION UNIVERSITARIA . . o P
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria

Matematicas Il

Sean:
ax+ by =m

cx+dy=n

> Se toman los coeficientes de x y de y, se forma la matriz determinante de orden 2:
a b]_m
¢ o =[]
» Para hallar cada una de las variables, se reemplaza el lugar de la respectiva variable
por el término independiente y se divide por la matriz original, asi:

[mb [am]
> x= g y =
c d c d

Nota: Para solucionar una matriz de orden 2, se multiplican los elementos de la diagonal
principal (De izquierda a derecha, de arriba hacia abajo) y se le resta el producto de la diagonal
secundaria (De derecha a izquierda, de arriba hacia abajo), esto es:

(mxd)—(b*n)

¥ X = wa w0

(axn)—(mxc)

> Y= a0

» Se toman las ecuaciones planteadas:

B + € = 6 Ecuacion 1
4B + 2C = 20 Ecuacion 2

Uniremington Corporacion Universitaria - Calle 51 No. 51-27
PBX:322 10 00 Ext. 2701 -Fax: 513 78 92 - Edificio Uniremington

www.uniremington.edu.co - Medellin - Colombia




WIREIVIRTNAS E Vicerrectoria de Edt{caapn a !)l'stanaa yVl(tugl
RES. 2661 MEN JUNIO 21 DE 1996 Facultad de Ciencias Basicas e Ingenieria
Matematicas IlI

» Se forma la matriz determinante con los respectivos coeficientes:
[+ 2 =[5l
4 2 20

» Se plantean las matrices para cada variable

6 1
[20 2]_(6*2)—(1*20)_12—20___3

ST 1] T A+2)—-(1+4) 2-4 -2
4 2
B =4
1 6
C_[4 20]_(1*20)—(6*4)_20—24_—4

[1 1] (1+2)-(1+4) 2-4 -2
4 2

c=2

d. Reemplazando en *** e integrando a ambos lados se tiene que:
J —2x—4 f[ 4x + 2 ]d _j_4d +j‘ 4x + 2 d
x3+x2+x M Ll Beaball e pnpny o

> f Jxi2 dxsedebe resolver por sustitucion:

du
2x+1

Sea:u=x2+x+1—>E=2x+1—>dx=

> Reemplazando en: fz—dx, se tiene:

f 4x+2 _ f4x+2 du f2*(2x+1) du
x2+x+1 - u 2x+1 u

T Simplificando 2x + 1:
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4x +2 2 2
fz—dxzf—du=21nu=21n|x +x+1
x*+x+1 u

e. Por lotanto:

—2x — 4 —4 4x +2 ,
f—dx=f—dx+f—dx=—4ln|x|+21n|x +x+1|+C
x3+x2+x x x2+x+1

3x+1
2. Resolver: fmdx

Procedimiento

a. Factorizando el denominador:

x2—7x+10=(x—5)*(x—2)

» (Como los factores son lineales y diferentes, la fraccion queda:

3x+1 _ 3x+1 A4 4 B
x2—-7x+10 (x—-5)*(x—-2) x—-5 x—2

> Efectuando la suma de fracciones indicada:

3x+1 ! B Ax(x—-2)+Bx*(x—5)
(x—5)*(x—2)_x—5+x—2_ (x—5)*(x—2)

» Multiplicando por: (x — 5) * (x — 2):
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3x+1 Ax(x—2)+B=x*(x—5)

(x_5)*(x—2)(x_5)*(x_2)=[(X—S)*(x—Z)]* (x—5)*(x—2)

» Simplificando:

3x+1=A*x(x—-2)+B*(x—5)

b. Se asignan los valores apropiados a x, se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla
el valor de cada constante:

» Six=2-3%x(2)+1=4x2-2)+B*(2—-5)->

7
7=A*(0)—3B—>—3B=7—>B:—§

» Six=5-3%x(5)+1=4%*5-2)+B=*(5—-5) >

16
16=4+(3)+B+(0)>34=16 A=~

3x+1

C. Reemplazando estos valores en: f T dx, se tiene:
16 7
f3x+1d_f§d+f—gd_16 1d 7f1d
2—7x+10 7" | x-5* x—27"3 | x—2¥ " 3)x—5

. 16 1 7 1 Y
Nota: Las integrales: — 1] —dx—3 ) —— dx, se deben resolver por sustitucion

Actividad: Realice por sustitucion las integrales planteadas y confronte el resultado que se dara a
continuacion
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j‘ 3x+1 d _16 1 7 1 d
2—7x+107 "3 ) x—2Y "3/ x=s
16 7

=—In(x—-5)—=In(x—-2)+C
3 3
3 2
3. Resolver; [ 22X 18048 g
x*-16

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador:

xt—16=(*+4)x(x?—-4)=(x*+4)+(x+2)*(x—2)
» Se obtuvieron los siguientes factores:
o (x% + 4):Es un factor irreducible.
o (x+2)=* (x— 2):Son factores lineales diferentes.

» Lafraccion queda entonces:

4x3+2x2+8x+8_Ax+B+ c . D
xt—16 Cx2+4 x—2 x+2

> Multiplicando por: (x2 + 4) * (x + 2) * (x — 2) se anulan los denominadores
o Laexpresion queda:

4x3 +2x%2+8x+8 =
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Ax+B)«(x—2)*(x+2)+C*(x*+4)x(x+2)+D*(x* +4) x (x — 2)

a. Seasignan los valores apropiados a x , se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla
el valor de cada constante:

> x=2-4x2)3+2+(2)*+8%(2)+8=

A+B)*(2-2)*(2+2)+C+(22+4)*(2+2)+D*(22+4)+x(2-2) =

RA+B)*(0)+2+2)+C*(22+4)+x(2+2)+D *(22+4)+(0) =

4x(2)3+2+(12)2+8+x2)+8=C*x(2*+4)*(2+2) =

4x8+2+4+8+x2+8=C+(4+4)+x(2+2)—->32+8+16+8=32C~
32C=64-C o4 c=2
= - = =
32

> x=-2->4%(-2)34+2%(-2)2+8%(-2)+8=

(—24+B)*«(—2+2)*(-2=-2)+C*((-2)?+4)* (=2 +2) + D+ ((—-2)* + 4)
¥ (-2-2) =

(=24+B)*(0)*(—4)+C+(4+4)*(0)+D*12%2+4)*(—4) =

4x(—22+2+(-2)?*+8+(-2)+8=D+(8)*(—4) > —-32+8+8—-16
= —32D

32=_32DDp= 52 ,p_1
—_ = — e d = — =
32
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» Sereemplaza:D =1, C=2, x=0

4(0)3 +2(0)2+8(0)+ 8
=[A(0) + B](0 —2)(0 + 2) + 2[0% + 4)(0 + 2)] + 1[0% + 4)(0
—2)]

8=—-4B+16-8—-4B=16—-8—-8—->B =0

» Sereemplaza:B=0,D=1, C=2, x=1

4(1)%+2(1)2+8(1)+8
=[A)+0](1-2)(1+2)+2[12+4)(1+2)]+1[12+4)(1
—2)]

44+42+8+8=A-13)+25)3) +1(5)(~1) >

22=-34A+30-5-34=30-22-5-34=3-4=1

4x3+2x2+8x+8 Ax+B c D .
= — 4+ — ien :
e J +— +—; setieneque

¢. Reemplazando en: [ 212 | 7-2

f4x3+2x2+8x+8 f'(1)x+0Jr 2 N 1 p
= -
xt—-16 | x2+4 x-2 x+2 x
f4x3+2x2+8x+8 f x N 2 N 1 ]d
= -
xt—-16 x24+4 x—-2 x+2 x
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j‘4x3+2x2+8x+8

1
_B 2 _
16 —zln(x +4)+2In(x—2)+In(x+2)+C

3x3+6x2-27
4. Resolver: [ Z“———""dx

x4-9x2
Procedimiento
a. Factorizando el denominador:
xt—ox?=x?x(x2-9)=x*+x(x—-3)x(x+3)
» Lafraccion queda:

3x° +6x>—-27  3x°+6x* 27 _A B ¢ D
x*—9x2 xZx(x—3)*(x+3) x a2 x-3 x+3

> Multiplicando por: x% * (x — 3) * (x + 3)
» Laidentidad queda:

3x3 + 6x% — 27
=Ax(x—3)(x+3)+B(x—3)(x + 3) + Cx*(x + 3) + Dx*(x

*¥%

b. Seasignan los valores apropiados a x , se reemplazan en la identidad; de esta manera se halla
el valor de cada constante:
e x=0-

3(0)3 +6(0)2—27 = A4(0)(0—3)(0+3)+ B(0—3)(0 + 3) +C(0)%(0 + 3) +
D(0)2(0 - 3)
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—27=B(0-3)(0+3) > —9B = —27 -

g="%7 .p_3
= —_ =
9

e x = 3 Seanulan los términos en A, B, D, por lo tanto:
33)3+6(3)2—-27=C*(3)?+(3+3)=81+54—-27=54C—

C:5—4—>C=2

e x = —3 Seanulan los términos en A, B, C, por lo tanto:

3(-3)%*+6(-3)2-27=D*(-3)*(-3-3) >

—-54
—81+54—27=—54-D—>—54D=54-—>D=_—54—>D=1

e Sereemplaza:B =3,C=2,D=1conx=1en™

3(1)3+6(1)2-27=41)1-3)1+3)+3(1-3)1+3) +2(1)*(1+3) +
1(1?(1-3) -

34+6-27=A4(-2)4)+3(-2)4) +2(4) +1(-2) -

-18=-84-24+8-2-84=18-24+8-2 >

84=0-4=0
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3x3+6x%2-27

c. Reemplazando estos valores en: [ gz dx, setiene:
f3x3+6x2—27 f + ( N D ]d
dx= | |-+ —|dx -
x* — 9x? -3 x+3

f3x3+6x2—27d ”3+ 2 N 1 ]d
= - T — =T = -
x* —9x2 o x2 x—3 x+3 .

f 3x3 + 6x% —27
— 9x2

3
dx=—;+21n(x—3)+ln(x+3)+€

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Utilizando integracion por partes resuelva:
j x* In x2dx
j X+/3X+8 dx

2. Utilizando fracciones parciales resuelva las siguientes integrales:

5
Y 4
* Isz—x—lo

j 5x -1
25x% + 70x + 49

3. Utilizando integracion por partes resuelva:

. j(x +e> ) dx
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2

. Ix“ cos xdx

4, Utilizando fracciones parciales resuelva:

8x% +8x+9
-[2 dx

x® —5x? —3x

. I 47x% —268x? +51x —102
5x* —26x° +20x> — 78x +15

5. Sea la region limitada por la curva: y =3xe*’®entre Xx=0AX=9

a. Determine su area.
b. Determine el volumen cuando la region gira en torno al eje x.

6. Resuelva Las siguientes integrales

. I(x3 — 2x)edx

j?xz oS xdx

[
19x2 + 48
_[37 dx
X° +16x
. jcot3(5x)dx
. J‘ 7x-1
25x% +30x+9
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[ ]
—

=

x
o

1

J.9x3 —4x o

J' 2X—7 s

X% +x-20

4(13 X
X"+ X

J‘3X—1
jxe In x? dx

jx“sen(Qx) dx

o J.)(3dx

x/49—X2

5.4. Relacion con otros Temas

Con los conceptos de antiderivada 6 integracion y las técnicas basicas de integracion, se alcanza una
interrelacion con otras areas del conocimiento, que permiten abordar tematicas generales del saber
especifico en el campo profesional.
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6. GLOSARIO

o Integral: La integral es una operacion contraria a la derivada.
DEFINICION: La integral de una funcion f(x), es otra funcion que F(x), siempre que se cumpla que:
F(x) = f(x)
Para indicar que F(x) es una integral de f(x) utilizamos el siguiente simbolo:

F(x) = f f(x)dx: se llama Integral indefinida

¢ Integracion:

La integracion es un concepto fundamental del calculo y del andlisis matematico. Basicamente,
una integral es una generalizacion de la suma de infinitos sumandos, infinitamente pequenos.

El calculo integral, encuadrado en el calculo infinitesimal, es una rama de las matematicas en el proceso de
integracion o antiderivacion, es muy comun en la ingenieria y en la ciencia también; se utiliza principalmente
para el calculo de areas y volumenes de regiones y solidos de revolucion.

Tomado de: Integracion - Wikipedia, la enciclopedia libre

es.wikipedia.org/wiki/Integracion

o FUNCIONES:

En matematicas, se dice que una magnitud o cantidad es funcion de otra si el valor de la primera depende
exclusivamente del valor de la sequnda. Por ejemplo el area A de un circulo es funcion de su radio 7 el valor
del area es proporcional al cuadradodel radio, A= /. Del mismo modo, la duracién 7de un viaje de tren

entre dos ciudades separadas por una distancia ¢de 150 km depende de la velocidad va la que este se
desplace: la duracion es inversamente proporcional a la velocidad, @/ v. A la primera magnitud (el area, la
duracion) se la denomina variable dependiente, y la cantidad de la que depende (el radio, la velocidad) es
la variable independiente.

Tomado de: Funcion matematica - Wikipedia, la enciclopedia libre

es.wikipedia.org/wiki/Funcion matematica

Antiderivada:
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La antiderivada es la funcion que resulta del proceso inverso de la derivacion, es decir, consiste en encontrar
una funcion que, al ser derivada produce la funcién dada.

Por ejemplo:

Si f(x) = 3x2, entonces, F(x) = x3, es una antiderivada de f(x). Observe que no existe una derivada unica para
cada funcion. Por ejemplo, si G(x) = x3+ 5, entonces es otra antiderivada de f(x).

La antiderivada también se conoce como la primitiva o la integral indefinida se expresa de la siguiente
manera: en donde: f(x) es el integrando; dx, la variable de integracion o diferencial de x y C es la constante

de integracion.

Notacion
La notacidn que emplearemos para referirnos a una antiderivada es la siguiente:

If(x)dx=F(x) + C

Leer mas: http://www.monografias.com/trabajos7/ 3/antiderivadas/antiderivadas.shtml#ixzz3Relwel 07

Tomado de: Antiderivadas - Monografias.com

www.monografias.com » Matematicas

e (Constante de integracion C: que representa las cantidades que no tienen variable.

e INGRESO MARGINAL: En microeconomia, el ingreso marginal es el ingreso adicional que se
generara mediante el aumento de las ventas de productos en 1 unidad. También se puede describir
como el ingreso unitario generado por el Ultimo elemento vendido de la empresa.
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El ingreso marginal esta intimamente relacionado | Precio

con el costo marginal y su funcion. Asi el ingreso
marginal sera la inversa a la anterior.

Coste Marginal

Coste Total

Medio
Si el precio de venta es fijo, el ingreso marginal
sera creciente mientras el costo marginal sea é Precio de
decreciente y sera decreciente cuando el anterior b Venta
sea creciente ya que el ingreso marginal se calcula o,
restando al precio el costo marginal de esa nueva
unidad vendida. Estos calculos son validos siempre Cantidad
que el precio sea constante en un mercado 0 . . .
de competencia perfecta, requlado por la teoria de ::13:2:2 :E::g::::: Eggi?it:;ﬂ;];;ﬂc i[;i':[ree':'eme
la oferta y la demanda, para aumentar la cantidad
vendida debe reducirse el precio de toda la Ingreso marginal negativo y creciente
produccion por lo que el dato de ingreso marginal
es anecdotico.

Tomado de: Ingreso marginal - Enciclopedia Financiera
www.enciclopediafinanciera.comy/definicion-ingreso-marginal.

e Demanda: Disposicion de un agente econémico para pagar, pudiendo hacerlo, el precio de una
determinada mercancia. Cantidad que se esta dispuesto a comprar de un cierto producto a
un precio determinado. La cantidad demandada de un determinado bien o servicio depende de
diversos factores, siendo los mas importantes: el precio de ese bien o servicio, los precios de los
demas bienes o servicios, el nivel de renta y la riqueza del sujeto demandante, asi como los gustos
y preferencias de los consumidores. EL precio es la variable que influye en la cantidad demandada
de manera mas relevante. La curva de demanda describe la relacion decreciente
entre cantidad demandada y precio(en el caso de bienes de demanda normal), esto es,
las cantidades que los consumidores estarian dispuestos a adquirir de un producto concreto
en funcion del precio que al mismo le fije el vendedor. Se puede hablar de demanda de un
consumidor o agente econdmico individual y de demanda de un determinado grupo
de consumidores o de la totalidad del mercado, obtenida por agregacion de las correspondientes
demandas individuales.
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Tomado de: DEMANDA - Enciclopedia de Economia
www.economia48.comy/spa/d/demanda/demanda

e RACIONALIZACION: La racionalizacion de radicales consiste en quitar los radicales

del denominador, lo que permite facilitar el calculo de operaciones como la
suma de fracciones.

Tomado de: Racionalizacion de radicales - Vitutor
www.vitutor.com/dj/re/r17.html

o Integral definida: Cada una funcion f(x) y un intervalo [a,b], la integral definida es

igual al area limitada entre la grafica de f(x), el eje de abscisas, y las rectas
verticales x =ay x = b.

f{x)

&
X0 ol
La integral definida se representa por L ) .

v [ eselsigno de integracion.
v' a limite inferior de la integracion.

v" b limite superior de la integracion.
v f(x) es el integrando o funcidn a integrar.
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v dx es diferencial de x, e indica cual es la variable de la funcién que se integra.

Tomado de: Integral definida - Vitutor

www.vitutor.comyintegrales/definidas/integral definida.html

o AREA BAJO UNA CURVA: La mas famosa aproximacion del area bajo una curva, en la antigiiedad,
es la de Arquimedes, referenciada de manera lucida por Tom Apostol en la introduccion histdrica
de su Calculus. El ejemplo de Apéstol sirve como acercamiento del concepto de Integral. Por
definicion toda Area es positiva o cero, las integrales pueden ser negativas, por lo tanto, el area
bajo la curva no debe confundirse con la integral, sin embargo, tal y como se abordd el tema de
derivadas, vamos a utilizar este calculo del area bajo la curva como una aproximacion a la Integral.

Lo primero que podemos hacer es definir una funcién con la cual podamos obtener facilmente su area (en
un intervalo determinado) de manera geométrica y comparar este resultado con el valor obtenido aplicando
la funcion intregate

()deR.

Tomado de: EL Area bajo la curva - WIKI-FCE
www.fee.unal.edu.co/wiki/index php?title=El Area bajo la curva

e Solido de revolucion: Cuando una region en el plano rota alrededor de una linea recta tal que a
lo suma esta linea es frontera de la region (no la intersecta) se produce un solido tridimensional
que se llama solido de revolucion.

La recta alrededor de la cual rota la region se llama eje de rotacion o de revolucion.

Tomado de: Volumenes de solidos obtenidos por revolucion - SEDE ...
www.virtual.unal.edu.co/cursos/ciencias/2000916,.../03 02 01.htm!
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e integracion por partes: El método e integracion por partes permite calcular
la integral de un producto de dos funciones aplicando la formula :

ju-v'cix:wv—ju'-v ax

Las funciones logaritmicas, "arcos” y polindmicas se eligen como .

Las funciones exponenciales y trigonométricas del tipo seno y coseno, se eligen como v"

Tomado de: Integracion por partes - Vitutor

www.vitutor.com/integrales/metodos/integral_partes.html

o Integracion por Fracciones Parciales. La integracion por fracciones parciales es mas un truco o
recurso algebraico que algo nuevo que vaya a introducirse en el curso de Calculo Integral. Es decir,
en realidad en este tema no va a aprenderse nada nuevo de Calculo Integral, simplemente se va a
echar mano del Algebra y luego aplicar técnicas que ya se estudiaron en otros capitulos. EL tema de
fracciones parciales en Algebra se refiere a desumar 1 una fraccion, es decir a deshacer una suma
de fracciones; en otras palabras, se trata de encontrar la suma de qué fracciones da como resultado
la fraccion dada.

Tomado de: Fracciones parciales - A [a Sala
www.alasala.cl/wp-content/uploads/2012/07/capitulo9.paf
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7. PISTAS DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta: Cuando se dice y(2) = 5 significa que
y=5cuando x =2

Tenga presente: la gravedad es de 9,8 m/s%. Quiere decir a(t) = —9.8 m/s’.
Traer a la memoria: Otra forma de determinar la altura maxima seria determinando los maximos y
minimos de la funcion s(t) = —4.9t% + 15t + 310 utilizando los conceptos de primera y sequnda

derivada.

Tener en cuenta: Para solucionar la ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, se utiliza la formula

—b++Vb%2-4ac

general: x = >

Tenga presente: Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se
toma lo que esta dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo

Traer a la memoria: Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio
de variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas

Ccos x
Tener en cuenta: —— = cot x
senx

Traer a la memoria

f Cotudu =In|senu|+ C
Tener en cuenta: EL area de un rectangulo es igual a base por altura.
> EL area total sera igual a la suma de cada rea, es decir:
Ar = A, + A, + A3, A, + - Ag

Tener en cuenta: Un polinomio de la forma ax? + bx + c, se factoriza multiplicando y dividiendo por
el coeficiente de x* (o sea por a).
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2 —(lgu=(udu=""ic="""1c=_1

Tenga presente.f(“s)2 dx = fuz du= [u?du= S5 tC=—+C=—~
Reemplazando: [ —— dx = — —
) (x+3)2 x+3

Traer a la memoria: para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2x2:

1. Se toman los coeficientes de cada una de las variables y se forma una matriz de orden 2.

2. Esta matriz se iguala al término independiente.

3. Para encontrar cada variable su lugar es ocupado por el término independiente y se coloca de
denominador para cada una de ellas la matriz de orden 2 obtenida inicialmente,

esto es, en forma general:

Sean:
ax+ by =m
cx+dy=n

» Se toman los coeficientes de x y de y, se forma la matriz determinante de orden 2:

a b]_m

¢ o=l
» Para hallar cada una de las variables, se reemplaza el lugar de la respectiva variable por el

término independiente y se divide por la matriz original, asi:

m b [am]
s ox =g Y=
c d c d

Nota: Para solucionar una matriz de orden 2, se multiplican los elementos de la diagonal principal (De
izquierda a derecha, de arriba hacia abajo) y se le resta el producto de la diagonal secundaria (De derecha
a izquierda, de arriba hacia abajo), esto es:

_ (mxd)—(b*n)

> x= (axd)—(bx*c)

_(axn)—(m=c)
Y= larxd)y— (b0
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