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[ MATEMATICAS IlI ]

PROPOSITO GENERLA DEL MODULO N
El calculo es una herramienta de uso cotidiano en la elaboracion de disefios y la
implementacion y desarrollo de proyectos. El manejo de la conceptualizacién y aplicacién
de este modelo permitird un ejercicio versatil de la accidon en las diferentes areas del
conocimiento. )

OBJETIVO GENERAL
Ampliar y mejorar la capacidad para plantear, manejar e interpretar argumentos
matemadticos, contribuyendo asi al desarrollo de la disciplina mental y de trabajo de los
estudiantes. Presentar el calculo como una de las ramas de la matematica mas aplicadas en
las ciencias naturales y las tecnologias contemporaneas, estudiar comprensivamente los
elementos geométricos, algebraicos y analiticos asociados al modelo de representacion de
situaciones problémicas propuesto por el calculo en su aproximacién integral. Identificar las
caracteristicas de este modelo de representacidn con una claridad suficiente que le
permitan al estudiante desarrollar la habilidad y la destreza de discretizar cuales situaciones
problémicas de su cotidianidad pueden ser simuladas con este esquema de pensamiento.
Brindar elementos del modelo que permitan representar otro grado de libertad del sistema
dinamico no lineal conformado por la interaccidon de la persona y su entorno de objetos

cotidianos.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS
M Definir la anti derivada y la integral indefinida, asi como explicar y aplicar las féormulas
basicas de integracion.
M Entender el concepto de la integral definida a partir del calculo del 4rea bajo una
curva

M Calcular integrales indefinidas y definidas, usando diferentes métodos de integracién.

Escriba aqui el objetivo general de la unidad tres

Escriba aqui el objetivo general de la unidad.

v v v
/ UNIDAD 1 \ / UNIDAD 2 \ / UNIDAD 3 \

Busqueda de Busqueda de Busqueda de
definiciones de definiciones de definiciones de
situaciones problémicas situaciones situaciones problémicas
cotidianas  para  ser problémicas cotidianas  para  ser
representados por medio cotidianas para ser representados por medio
del modelo. representados por del modelo.
Estudio tedrico-practico medio del modelo. Estudio tedrico-practico
de las caracteristicas Estudio tedrico- de las caracteristicas
fundamentales del practico de las fundamentales del
modelo. caracteristicas modelo.
Se explica las leyes fundamentales del Resolver integrales de
basicas de integracidn, la modelo. funciones racionales
integracion con Concepto de integral mediante la
condiciones iniciales, las definida partiendo del transformaciéon de la
aplicaciones en area bajo una curva, funcién racional propia
economia y fisica vy teorema fundamental en una suma de
algunas  técnicas de del calculo y fracciones mas simples.
integracion. propiedades de Ia Resolver integrales que
integral definida. provienen de la derivada
de un producto de

\ AN /NGl /
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2. INTEGRAL INDEFINIDA E INTEGRACION
OBJETIVO GENERAL.

Definir la anti derivada vy la integral indefinida, explicando y aplicando las férmulas basicas de
integracion.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

M Utilizar las leyes bdésicas de integracién para encontrar un conjunto de funciones
primitivas.

M Integracién de funciones por el método de sustitucién o cambio de variable.
M Efectuar integrales realizando divisién previa a la integral.

Escriba cinco notaciones diferentes para indicar la primera derivada de una funcién o modelo
matematico.

Obtenga la derivada indicada para cada funcién:

f(x) =8x® —9x* —5x+7. Tercera

3x° E_ 3x

=f(x)="21 4 Primera
y=f(x) 5 3

uy Primera

:2x—3
b y:im—is+7. Primera
X

M oy=fx)= (3— 5x? X4x —15) Segunda

5x3—6x+4

m Y=¢ Primera

w V= In(5x3 —2x% + 7) Primera
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Encuentre la funcidén de costo marginal y la funcién de costo promedio para cada funcion de costo
dada:

u c@) =350°+29-4%
m ©(a)=6q°+85q” —3q+7 Délares

Dada la funcién para la posicién instantdnea de cierto objeto, donde t es el tiempo en segundos,
encuentre la funcién para la velocidad instantanea y la funcién para la aceleracién instantanea:

M s(t) =8t +5t—60 Km
M s(t)=50t+3m
M s(t)=17t° +28t° —9t+5cm

Dada la funcidn para la demanda de un producto:
p(q) =159+9 $

Determine la funcidon para el ingreso marginal.
Temas

INTEGRACION

M Resefia histérica.
Los cimientos del Calculo Infinitesimal fueron colocados por matematicos como: Cavalieri,
Torriceli, Fermat, Pascal y Barrow, entre otros. Y luego el calculo fue desarrollado en forma
independiente por Isaac Newton en Inglaterra y por Gottfried Leibniz en Alemania hacia el final de
los aflos 1600 y comienzos de los aiflos 1700 (entre 1660 y 1720). Y fue George Friedich Bernhard
Riemann (1826-1866) quien proporciond la definicion moderna de la Integral definida.

Uno de los problemas que origind el desarrollo del Calculo fue el problema del drea. El concepto
de area se tuvo desde muy temprano, practicamente desde el desarrollo de la agricultura y la
propiedad privada que hizo necesario idear métodos para medir los terrenos. Antes de los griegos
se conocian féormulas para calcular con bastante precisién el area de superficies poligonales de
cualquier forma. Lo que no existia era una fdrmula o un método para encontrar el drea de una
superficie cuyo borde exterior fuera una curva, la de un circulo por ejemplo.
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Arquimedes (287-212 AC) resolvid el problema parcialmente, deduciendo la férmula para hallar el
area del circulo. El método de Arquimedes fue un avance importante, pero no satisfacia
totalmente la necesidad de encontrar el drea de una curva, problema que si resolvié el Calculo.
Esta fue un de las necesidades por las cuales surgio el Célculo.

Hoy en dia el Calculo no solo se aplica para determinar areas, sino también para el disefio de
puentes, caminos, velocidad exacta que debe alcanzarse para colocar un satélite en una drbita
alrededor de la tierra, para determinar modelos matematicos bajo ciertas condiciones, entre otras
aplicaciones. Tiene aplicacién en todas las ramas del conocimiento, en Economia, Administracion,
Fisica y demas ciencias.

M Definicién de integral 6 antiderivada.
La integral es una operacion contraria a la derivada.

DEFINICION:

La integral de una funcion f(X), es otra funcion que F(X), siempre que se cumpla que
F(x)=f(x).

Para indicar que F(X)es unaintegral de f(X) utilizamos el siguiente simbolo:

F(X) =j f (x)dx
Esto es lo que se llama integral indefinida.

DEMOSTRACION:

Para hacer la demostracion partimos de la condicion:

Otra notacién para F (X) puede ser:

F(x) = d[iix)]
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La igualdad queda:

dx

Multiplicando a ambos lados por dx gueda:

d[l(:j)((x)]*dx: f(x)*dx — d[F(x)]= f (x)dx

Para quitar el diferencial d[F ()], integramos en ambos lados:

j d[F(x)]= j f (x)dx
F(x) =] f (x)dx

Que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplol:

Si F(x) = 4x® +5x* + 6x
Derivando tenemos que:
F (X) =12x* +10x+6 = f(x)
Aplicando la férmula:
F(x) = [ f ()dx
Tenemos que:

F(x) = [(12x? +10x + 6)dx = 4x" +5x* +6x

Es decir, una integral de 12x* +10X + 6, es:
F(x) = 4x® +5x* + 6X.

Ejemplo2:

Si F(x) =5x*
Derivando tenemos que:
F'(x) =20x° = f(x)
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Aplicando la férmula:

F(X) = j f (x)dx

Tenemos que:
F(x) = j 20x3dx = 5x*

Es decir, una integral de 20x3, es:
F(x) =5x".

NOTA:

Siempre que integremos se debe sumar al resultado una constante de integracion C que
representa las cantidades que no tiene variable.

Explicaciéon de la nota anterior:

SiF(x) = x*, suderivada F (X) es 4x°, esto es:
F (x)=4x®

Entonces, tenemos que una integral de 4%° es F(X)=X4. Representando esta situacion

matematicamente, tenemos que:
I4x3dx =x*

Pero que pasa si F(X) = X* +10, derivando podemos ver que:
F (x) = 4x°

Se obtiene la misma derivada, por lo tanto:

I4X3dx También debe ser igual a F(X) = x* +10.

Lo mismo sucede si F(X) = x* -5
Su derivada es igual a
F(x) =4x°

Entonces, I4X3dx debe seriguala F(X) =x* -5
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Tenemos que I4X3dx

Debe ser igual a: F(X)=x" y debe ser igual aF(x)=x"+10 y también debe ser igual
aF(x)=x"-5

Estas tres funciones solo se difieren en una constante, como no sabemos cual nimero escribir,
siempre que se integre, al resultado le escribimos una constante C.

M LEYES BASICAS DE INTEGRACION.

n+1

| J‘xdx_i c, nz-1
n+1
Ejemplol
3+1 4
¥ax=2 1c=""4c
3+1 4
Ejemplo2
/7 20 x 25+ x5 55/77
dx=|x"dx=——+cC= +Cc=_3/X"+cC
Jibax=] 25+1 ~ 7/5 7
Ejemplo3
—3—1 —4
—_J‘ x3dx = = +c:X—+c=—i+c
-3-1 -4 4x*

j;dx:'fx‘ldx:ln X+C

jdx =x+C
Ejemplol
_[dz =z+C

Ejemplo2
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_[dy:y+C

Iexdx =e*+C

Iaxdx = iaX +C
b | Ina

Ejemplol

5%dx = i5X +C
In5

Ejemplo2

7de=i7X +C
In7

[t (x)x =k [ £ (x)dx = kF(x)+C

Donde k es una constante.
Podemos ver que se efectuda la integral de la funcién, el resultado se multiplica por la constante k y
al final sélo se escribe una sola constante de integracién.

Ejemplol
Ilde = lojdx =10x+cC

Ejemplo2

1—1dx=11Inx+c

X

Ejemplo3
-4
ITdy =—4Iny+c
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Ejemplos4

Ejemplo 5

Ejemplo 6
Ejemplos7

Ejemplo 8

8
J —sdx

X
Ejemplo9
Ejemplo10

Ejemplol1l

Ejemplo12

Iidx:Bj)l(dx:Slnx+C

[+/3dx =-/3[dx=-/3x+c

13 13 9x?*
I9x dx = 9Ix dx="+C
2.3

2 X2+1 X3
j6x dx:6J‘x2dx:6—+c:6—+c:2x3 +C
2+1 3
_4
J‘Esdx=8jx‘5dx=8x—+c - 2.c
X -4 X

11e*dx =11 e*dx =11e* +C
] |
Jigexdx=geX +C
_[—8ezdz =-8e’ +¢C

Iedx =ex+C Yaque €es una constante.
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Ejemplo13
Xe+1
J'xedx =—+¢C
e+l

[[f 990 +h(x) £..]dx= [ f(x)dx+ [ g()dx+ [h(x)dx+...

Esto es: La integral de una suma es igual a la suma de las integrales.
Para aplicar la ley, se efectia cada derivada independientemente y al final escribimos una sola
constante de integracion C.

Ejemplosl

I(sz +6x—10}x = I5x2dx+j6xdx —Ilde = % +gx2 —10x+c

3
5%+3x2 —10x+cC

Ejemplo 2

[(7x* —3x? +8x—9)ix
SOLUCION

7j x4dx—3jx2dx+8j xdx —9jdx

7x5  3x® 8x2
EELAN
5 3

-9x+C

Simplificando:

5
7)5(—x3‘+4x2 -9x+C
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Ejemplo 3

.[4)(5 —6x® +8x
dx
2X
5 ny3 5 3
I4X bx +8de=J.4idx—J‘6idx+J‘%dx
2X 2X 2X 2X
x> _x*
IZx4dx—j3x3dx+I4dx =2- 32 +4x+¢c
5 4
Ejemplo 4
j523dx

J'523dx = 523Idx =523x+c

Esto debido a que se estd integrando X y no se estd integrando z

Ejemplo 5

I[qu - éq +5j dg

2

2 2 q®> 2q
397 —£q+5 | dg=3[q2dg—= [qdq+5[dg =31 - 29 4 5q+¢
j(q 3q+jq [a’da - [ada+5[dg =37~ == +5q+

:q3—%q2 +5q+¢C

Ejemplo 6

[y?(y+3r2)dy

2 3 _ 3, 3 2 (.3 3 5 _y4 3y3
Jy [y+§jdy—j(y +2Y jdy—jy dy+ [ yidy =2+ +c
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1, 1,
“y'+=yi+c
4y 2y

Ejemplo7

j3*2de=3j2de=3*%+c

Ejemplo8

5 1p., 15"
J.7dx:?j'5 dx:?ﬁ+c

Integracion con condiciones iniciales. Las condiciones iniciales nos permiten determinar el valor de
la constante C. Es decir entre muchas funciones, nos permite determinar una unica funcion.

Ejemplol
Si. f'(x)=5x,y f() =4. Determine: f(x)
El procedimiento a seguir para este y para cualquier otro ejemplo es el siguiente:

1. escriba una notacién para la derivada que permita visualizar las dos variables.

f'(X). También se puede escribir como: M 0 dy esto es.
dx dx
£1(x) = d[f (9] _dy dy
dx dX . Utilicemos. dX .

2. La ecuacién que nos dan se llama una ecuacion diferencial (porque es una ecuacion que
incluye derivadas).

d—y=5x
dx

3. Debemos independizar las dos variables. Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el dX )
y todo lo que tenga y = f(X) al lado contrario.

Separando variables queda:
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dy = 5xdx

4. Debemos integrar en ambos lados. No es necesario colocar dos constantes de integracion.

J'dy = _[5xdx
Resolviendo la integral
5x>
=—+C
y 2

Recuerde que yes lo mismo que f(x)(y= f(x))

5. Luego utilizamos la condicién inicial o valor en la frontera para hallar C.
Para este caso la condicién inicial es f(1) = 4. Esta condicidn quiere decir:
Parax=1, y=4

Vamos a la funcién obtenida y reemplazamos tanto a x como a y; resulta una ecuacién con una
incégnita que es C, La despejamos. Tenemos:

Parax=1, y=4 Reemplazando x e y en el modelo tenemos:

2
4=ﬂ+C:>4=E+C:>4—§=C:>8;5=C:>§=C
2 2 2 2 2
La funcién queda:
5x* 3
= 4+ —
2 2

Hemos contestado la primera pregunta.

a. Con la funcion obtenida podemos encontrar valores de x o de y segun se necesite.

5x> 3
fX) >y=—+_-
5 (xX) >y 5 t3
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. f(=3)
)2
(59,3 %3 4
2 2 2 2 2
a. T
2
(0 52,3 20 3 2
2 2 2 2 2
e. ¢Quévalor tiene lax cuandoy=7?
5x* 3 5x? 3

T=—"—"—+_ >2*7T=2* " +2*_
2 2 2 2

14 =5x*+3

14 -3 =5x’
11=5x* = x? =151

e

\'5

Ejemplo2

si Y es una funcién de X tal que y'=8x-4 y y(Z)ZS, encuentre Y . [Nota: y(2):55ignifica

y=>5cuando x =2

que ] Encontrar también y(4).

Soluciéon: Aqui, y(2)=5 es la condicién inicial. Como y'=8x—4' y es una antiderivada de
8x—4:
X2
y=J‘(8x—4)dx:8.7—4x+C:4x2—4x+C.
(2)

Podemos determinar el valor de C por medio de la condicion inicial. Como y =5 cuando x = 2,

de la ecuacion 2 tenemos
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5=16-8+C

c=-3

Reemplazando C por — 3 en la ecuacidn (2) se obtiene la funcidon que buscamos:
y=4x* —4x-3 3)
Para encontrar y(4) _ hacemos x = 4 en la ecuacién (3):
y(4) =4(4) —4(4)-3=64-16—-3:
Ejemplo3
5 F'()=3"+4x+3_ f'(9 = 8 hatie f(¥)
SOLUCION
gi:3x2 +4x+3=> dy = (3x? + 4x + 3)dx

3x°  4x°
_[dy :_|‘(3x2 +4x+3)dx:> y=7+7+3x+c

y=f(x)=x®+2x*+3x+C
La condicion inicial es: x=3, y=8
Reemplazando tenemos:
8=13)°+2(3)*+30Q)+C=8=27+18+9+C

8-27-18-9=C=C=-46

! HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matemdticas para Administracién, Economia,
Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 729
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La funciéon o modelo queda:
y=f(x)=x>+2x*+3x—46
Aplicaciones de la integral indefinida.
APLICACIONES EN ECONOMIA: Costo marginal, ingreso marginal y otras aplicaciones en economia.

Costo marginal: Tenemos los siguientes tres modelos matematicos (o funciones)

c(a).

Modelo o funcién para los costos.

c'(a):

Modelo o funcidn de costo marginal. El costo marginal resulta al derivar la funcién o modelo de
costo. El costo marginal es lo que cuesta producir una unidad adicional a las unidades que se tenia
planeado producir inicialmente.

o@) =Y.
q

Es el modelo o funcién de costo promedio. Es lo que cuesta en promedio producir una sola
unidad.

q:

Numero de unidades producidas.

Como estamos integrando el dato en este tipo de problemas serd el modelo de costo marginal;
adicional mente la condicidn inicial sera casi siempre la misma, nos dardn un valor para los costos
fijos, los costos fijos quieren decir g = 0. (Produccion igual a cero).

Ejemplol

En la manufactura de un producto se tiene: Costos fijos mensuales de S 2’000000 (S 2000 miles). Y
el modelo o funcién para el costo marginal es:

¢'(q) =10q+8 $(miles).
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Donde q es el numero de unidades producidas mensualmente.

Determine:

1. Funcién o modelo para el costo.

SOLUCION

o(q) = de@] d[;;q)] _109+8

dq
d[c(a)]= (L0g +8)dg — [ d[c(@)] = [ (20g +8)dg
c(q) =59° +8q+c¢
2. La condicidn inicial dice que los costos fijos son de $2000 miles, esto quiere decir que para
qg=0, ¢c=2000
2000 = 5(0)2 +8(0) + ¢ — ¢ =2000

c(q) =59° +8q+2000 $(miles)

El modelo de costos queda:
3. Funcidn o modelo para el costo promedio.

SOLUCION

2
c(c:q) _5q +83+2000 _ 5quSJrZOqOO $(miles)

c(q) =

4. Costo, costo promedio y costo marginal cuando se producen 50 unidades en el mes;
interprete los resultados obtenidos.

SOLUCION

c(50), ¢(50), c'(50)

Nos piden determinar:
¢(50) = 5(50)% +8(50) + 2000 = 14900 $(miles)

Quiere decir. Producir 50 unidades en un mes le cuesta a la empresa $ 14°900000.
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c(50) =298 $(miles)

Quiere decir: Cuando se producen 50 unidades en un mes cada unidad le cuesta a la empresa
$289000.

¢'(50) =10(50) +8 =508 $miles

Quiere decir: Cuando se producen 50 unidades, producir una unidad adicional a las 50 le cuesta a
la empresa $ 508000. Esa sola unidad adicional cuesta $ 508000.

Ejemplo2
La funciéon o modelo para el costo marginal es:
c'(q)=4q+7 $

Determine el costo promedio cuando la produccidn es de 200 unidades. Se sabe que los costos

fijos son de $350000
SOLUCION

c()=[ c(@da=[(4q+7)0g $

2
c(q)=4q?+7q+c $=c(q)=292 +7q+c

La condicidn inicial dice que: Costos fijos son de $350000
Esto quiere decir: g =0, ¢(q)= 350000

Reemplazando tenemos:
350000 = 2(0)* + 7(0)+ ¢ = ¢ = 350000
La funcién de costo total queda:

c(q)=29° + 7q + 350000
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La funciéon de costo promedio se obtiene como:

c() _ 29° +7q + 350000 _
q

N 350000 $

c(q) = 2q+7

Nos piden hallar el costo promedio para una produccién de 200 unidades, es decir para q = 200

c(200) = 2(200)+7 + % $=2157$

Ejemplo3

El siguiente ejemplo fue tomado del libro Fundamentos de Calculo del autor Francisco Soler
Fajardo ?y otros.

Una compaiiia actualmente produce 150 unidades por semana de un producto. Por experiencia,
saben que producir la unidad nimero x en una semana (costo marginal) estd dado por:

c'(x)=25-0.02x $
Determine el costo extra por semana que deberia considerar al elevar la produccién de 150 a 200
unidades por semana.

SOLUCION

Debemos hallar la funcidn de costo.

2

c(x) = [ e (x)dx = [ (25— 0.02x)dx = 25x + o.oz*x7 +C
c(x)=25x+0.01x* +C $

No se tienen la informacién suficiente para determinar la constante de integracion C, pero no
es necesario saberlo. Ya que se desea calcular el incremento en el costo que resulta al elevar x
de 150 a 200 unidades por semana, es decir, se desea hallar:

¢(200)—c(150)

¢(200) = 25(200) — 0.01(200)2 + C = 4600 +C

2 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a
ciencias Econdmicas y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 370.
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c(150) = 25(150)— 0.01(150)" + C =3525+C
¢(200) — ¢(150) = 4600 + C — (3525 + C) = 4600 + C — 3525 —C =1075)

El incremento en el costo semanal seria de $ 1075.

INGRESO MARGINAL: Tenemos las siguientes tres funciones:

r(a).

Funcidén para los ingresos.

1
r'(a).
Funcién de ingreso marginal. El ingreso marginal resulta al derivar la funcion o modelo de

ingreso. El ingreso marginal es el ingreso que resulta cuando se vende una unidad adicional a las
presupuestadas.

r(a) = p(a)*q.

p(a).

Funcién de precio o demanda.

q,

Numero de unidades vendidas.

Como estamos integrando el dato en este tipo de problemas serd el modelo de ingreso marginal;
adicionalmente la condicidn inicial sera casi siempre la misma, si no hay ventas no habrd ingresos,
estoes:Paraq=0, r=0.

Ejemplol

Si la funcidén para el ingreso marginal es:

r'(q)=1000-15g—q* $

Encuentre la funcidn para la demanda o precio
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SOLUCION

Q) = d[(rj;q)]

d—r=1000—12q -69° $
dq

dr = (1000-12q - 6q? )dg = [ dr = [ (1000129 - 642 )dg

2 3
r =1000q — -2 —62+c

y =r(q) =1000q - 69° —29° +C
Cuando no se vende (q = 0) no hay ingreso (r = 0). Nos queda:
0 =1000(0) —6(0)* —2(0)’ +C=C =0
La funcién de ingreso es: Yy = r(q) =1000q —6q° —29° $
La funcion demanda se obtiene dividiendo la funcién de ingreso entre q:

o= r(g) _1000q —6q?

3
~29 ¢ _1000-6q-29° $
q q

Ejemplo2
La funcion o modelo para el ingreso marginal es:

r'(q) =5q+3000 %

Determine el modelo para el ingreso.
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SOLUCION

2
r(a)= [ (adq = [ (5q-+3000)g =52 + 30009 + €

r(q)= ng +3000q +C

La condicion inicial es:

g=0,r=0

_ 5y ~
g=0, r=0:>0—§(0) +3000(0)+C:>C_0

La funcién de ingreso es:

r(q)= ng +3000q $

APLICACIONES EN FISICA: (Movimiento en un eje coordenado y Caida libre). Para un objeto que se
mueve a lo largo de un eje, tenemos las siguientes funciones:

s(t):
Funcién o modelo de posicion. Esta dado en unidades de espacio (metros, kildmetros,
centimetros).

v(t):
Funcién o modelo de velocidad instantanea. Estd dada en unidades de espacio divididas entre
unidades de tiempo. Las unidades mas utilizadas son: m/s (Se lee metro por segundo; cm/s
(centimetro por segundo); km./h (kilbmetro por hora); Km./s (kilémetro por segundo); entre
otras.

a(t):
Funcién o modelo de aceleracién. Esta dado en unidades de espacio divididas entre unidades de
tiempo al cuadrado. Las mas utilizadas son: m/s®>, Km./s’.

t:

Tiempo.

Tenemos la siguiente relacion entre ellas:
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v(t) = j a(t)dt
s(t) = [v(t)dt

NOTAS:

Las condiciones iniciales, por lo general, se dan para un tiempo t = 0, a no ser que sé de una
condicién diferente.

El dato en este caso es la aceleracion.

Ejemplol

La aceleracién de un cuerpo que se mueve a lo largo de un eje coordenado estd dada por:
a(t)=2t+3 m/s? El objeto parte con una velocidad de 12 m/s desde una posicién de 10 m.

Determine:
1. Funcién de velocidad instantanea.

SOLUCION

v(t) =ja(t)dt =j(2t+3)dt =t?+3t+c

v(t) =t* +3t+c

Debemos determinar el valor de la constante C. Sabemos que el objeto parte con una velocidad
de 4 m/s. Esta condicion inicial quiere decir:
Parat=0, v=12.
12=(0)* +3(0)+C=C =12
La funcién de velocidad es: V(t) =t> +3t+12 m/s

2. Funcidn de posicion:

s(t) = [ (t? + 3t +12)t

3 2
s(t) = L3 teem
3 2
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Para hallar C tenemos que el objeto parte de una posicion de 100 m, quiere decir esta condicidn:
Parat=0, s=100.

3 2
100 = (03?+ 30", 12000+ c= ¢ =100
3 2

La funcién de posicidn es: S(t) = §+ 7Jr12'[ +100 m

Realice el mismo ejemplo cuando el objeto parte desde el reposo, es decir, cuando v = 0.
Ejemplo2

Un cuerpo se mueve a lo largo de un eje coordenado con aceleracion dada por la funcién:
a(t)=3t>+6 m/s?

El objeto parte del reposo a 20 metros del origen.
Determine funcién de velocidad instantdnea y funcién de posicién instantdnea.

SOLUCION.
Tenemos que:

v(t) = [a(tt = [ (3t? +6)1t=3t;+6t+(:=t3+6t+c

El cuerpo parte del reposo, esto quiere decir que:t=0,v=0
Reemplazando tenemos:

0=(0°+6(0)+C=C=0
La funcién de velocidad es: v(t) =t* +6t m/s

t*  6t? t*
st)=|{t>+6t pt=—+ -~ +C=—+3t>+C
O-Jf o=t e

Para hallar la funcién de posicién sabemos que: s(t) = Iv(t)dt

A 20 metros del origen quiere decir que: t =0, s = 20
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Reemplazando tenemos:

4
20=((2+3(0)2+c:>c:=20

t4
La funcidn de posicién es: s(t) = Z+ 3t*+20m

Ejemplo3

Caida libre. En caida libre la aceleracién es la gravedad y se asume como negativa.

Si el objeto va cayendo la velocidad se asume negativa (por lo general).

Si el objeto va subiendo la velocidad se asume positiva (Por lo general).

Recuerde que la gravedad es de 9,8 m/s>. Quiere decir a(t)=-9,8 m/s’.

Se arroja un objeto desde una altura inicial de 310 m, con una velocidad de 15 m/s. Determine:
1. Funcién de velocidad instantanea:

SOLUCION

Sabemos que: a(t) =- 9,8 m/s’.
v(t) = [-9.8dt =98t +c

Para determinar el valor de C utilizamos la condicidn inicial:

t=0, v=15
15=-98(0)+c —15=c

La funcion de velocidad queda: v(t) =—-9,8t+15 m/s

2. Funcién para la posicion:
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SOLUCION
s(t) = [ (-9.8t+15)dt = —4,9t” +15t +c

La condicion inicial es: Parat =0, s=310.

310 =—-4,9(0)* +15(0) +¢ — ¢ =310

La funcidn de posicién es: s(t) = —4,9t*> +15t+310 m

3. Altura maxima que alcanza el cuerpo:
SOLUCION

La altura maxima se da en el momento en que la velocidad es cero.
Hacemos la velocidad igual a cero y despejamos t:

V(t)=0—>-9,8t +15=0

t=153 s

Este es el tiempo que se demora el objeto para alcanzar la altura maxima. Para determinar la
altura maxima reemplazamos este valor en el modelo de posicion.

Smax = 8(1153) = _419(1!53)2 +15(1;53) + 310
Smax = 321479 m

Otra forma de determinar la altura maxima seria determinando los maximos y minimos de s(t)
utilizando derivadas.

1. La maxima velocidad que alcanza el cuerpo.

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal
Matematicas Il

SOLUCION

La maxima velocidad se da un momento antes de que el objeto toque el piso, es decir, para s=0.
s(t) =0 —>0=—-4,9t* +15t +310

Solucionando esta ecuacion resulta: t =-6,57 sy t = 9,6 s El valor negativo lo descartamos.
La maxima velocidad se presentaent=19,6

V.., =V(9,6)=-98(9,6)+15=-79,08 m/s

2. Determine si después de 2,5 segundos el objeto sube o baja.
Una forma de determinar esto es reemplazando este tiempo en el modelo de velocidad y
dependiendo del signo del resultado sabemos si sube o si baja.
v(2,5)=-98(25) +15=-95 m/s

Como la velocidad es negativa, el objeto cae en ese momento.

Ejemlpo4
Un objeto se deja caer desde una altura de 500 m. Determine:

3. Funcién de velocidad instantanea.

SOLUCION
v(t) = [-9.8dt == v(t) =-98t+C m/s.

Como el objeto se deja caer, quiere decir queparat=0,v=0

Reemplazando esta condicién inicial en la funcion de velocidad, tenemos:
v(t)=—98t+C=0=-9.8(0)+C=C =0

La funcién queda: v(t) =-9,8t m/s.
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4. Funcidn de posicion o altura instantdnea.

SOLUCION

s(t) =[v(t)dt = [-9.8dt =—49t* +C m

Como el objeto cae de una altura de 500 m, esto quiere decir, que:
t =0, s(t) =500
Reemplazando en la funcién de posicidn:

s(t) = —4,9t% + C =500 = —4,9t? + C = s(t) = —4,9t? +500 m
s(t)=—4,9t° +500 m.

2. Velocidad maxima que alcanza el cuerpo

SOLUCION

La velocidad maxima se alcanza cuando S(t) =0

S(t) = 0 = — 4,9t? +500 = 500 = 49t? = i_og i

Descartamos el nUmero negativo

500
t=_ =5
59

=1t=1,/500/4,9

Para obtener la velocidad maxima, reemplazamos este valor en la funcién de velocidad:

v(t)=-98t m/s.

Vmax=v[ @J:—QB( %Jz—%,% m/s.

4.9
Voax =—9899 m/s.
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5. Velocidad, posiciony aceleracién después de 5 segundos.

SOLUCION

Nos piden hallar:

s(5) = —4,9(5)* +500=377,5 m.
v(5)=-98(5)=—49 m/s.
a(5)=-98 m/s>.

Ejemplo5

El siguiente ejemplo fue tomado del libro Calculo con geometria analitica de los autores Purcell y
Varberg *

Cerca de la superficie de la tierra, la aceleracidon debida a la gravedad es de 32 pies por segundo
cuadrado. Si se arroja un objeto hacia arriba desde una altura inicial de 1000 pies, con una
velocidad de 50 pies por segundo, encuentre su velocidad y su altura 4 segundos m3s tarde.

SOLUCION

Tenemos que:

v(t)= [-32dt =32t +C
Tenemos que cuando t=0,v =50

50=-32(0)+C =C =50
La funcién de velocidad queda: V(t)=—32t +50 pies/s

_ 2
3 +50t +C =—16t*> +50t + C

s(t) = [ (—32t+50)dt =

Tenemos que parat =0, s=1000

s PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 228.
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1000 = —16(0)* +50(0) + C = C =1000
La funcidn de posicion es: S(t) =—16t* + 50t +1000 pies

Cuandot=4
v(4)=-32(4) +50=—78 pies/s

s(4)=—16(4)? +50(4) +1000 = 944 pies

Integracion por sustitucion o integracién por cambio de variable. Esta técnica es la mas general y la
mas utilizada

Antes de explicar en qué consiste la técnica, veamos necesidad de utilizarla:
Determine: J.(X + 2)2 dx

Para poderla realizar por los métodos conocidos, debemos expandir primero el binomio.
2 x3
j(x+2) dx:j(x2 +4x+4)jx:?+2x2 +4x+c

Para este ejemplo fue facil y practico expandir el binomio, ya que se encontraba elevado a la
potencia 2, pero que sucede si la potencia es 100, 6 1'235400, 6 es un fraccionario como 5/3.

Podemos ver que seria tedioso expandir el binomio 6 seria imposible en el caso del exponente
fraccionario.

Es por esto que es necesario integrar por sustituciéon 6 cambio de variable.

La formula de integracion por cambio se variable es la siguiente:

n+1

u
n+1

ju"du= +c, paran=-1
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Sin=-1, la férmula es:
1 _
I—du :ju 'du=Inu+c
u

Donde U es funcién de X

Para explicar la manera de aplicar la técnica de integracion por sustitucién, vamos a resolver el
siguiente ejercicio.

Resuelva: I(X —10)*°dx

PASOS:

1. Asignen a la expresion principal una variable que puede ser: U, V, W ¢ cualquier otra

variable diferente a la variable inicial. (Esto es cambio de variable).
Para el ejemplo:
Sea U =x-10

Lo importante al asignar la nueva variable es que, la expresidon que quede, debe contener la
derivada de la variable asignada.

2. Derivamos la expresion asignada a la nueva variable con respecto a la variable inicial.

Para el ejemplo:

du
P =1
3. Despeje el diferencial de la variable inicial:
Para el ejemplo despejamos el dx
dx=du

4. Reemplace en la integral inicial la variable asignada y el diferencial despejado y luego
simplifique.
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[(x=10)*dx = [u*du

5. Si al hacer los reemplazos correspondientes y simplificar, aparece la variable inicial, es
porque: O la integral no se puede efectuar por este método 6 porque hay que hacer un
cambio de variable diferente.

6. Resuelva la integral.

u31

~-10)*°dx = [u*®du==—+C
I(x )y dx ju U=+

7. Recupere la variable original.

i (x—-10)*

I(x—lo)sodx:fu3°du:u—+C= +C
31 31

Ejemplol
El siguiente ejemplo fue propuesto por el autor Haeussler* que fue propuesto en uno de sus libros.

Resuelva la integral:

Jax?(x* +7) dx
SOLUCION
V=Xt 4T = =3 :dx:%
facw 80y - o BT
Ejemplo3
[ax2(2x* + 20 dx

4 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 735.
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SOLUCION
u=2x%+20
du_ 6x> = d—uz = dx
dx 6X

I4x2(2x3 +20f dx = j4x2u8 au

6x>
9
= EJ‘ugdu =gu—+c
3 39
Recuperando la variable inicial:
3 9
I4x2(2x3 + 20)8dx = 2(2)(2;20)+ C

Ejemplo4

El siguiente ejemplo fue tomado del autor Haeussler® que fue propuesto en uno de sus libros.

Resuelva la integral: IXV x? +5 dx

SOLUCION

W=x2+5:>d—W=2x:>dx=idw
dx 2X

3/2

+C

2 _ 1 _1 1/2 _1W
Ix\/x +5 dx_jxmgdw_ijw dW_E 272

:%\/F+c: \/(x2 +5)3 +c

1
3

® HAEUSSLER. Ernest. F. Jr.; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 735.
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Ejemplo5:
IZX\/4X2 +1dx
SOLUCION
u=4x2 +1:>d—u=8x:>d—u=dx
dx 8x
du 1 1u®?
2x/4x% +1dx = | 2xJu — = ~|u?du ="~ +C
Jox: Joxu 8x 4I 43/2
[2x-/ax? +10x = éxl(4x2 +1f +C
Ejemplo6

[16x(2x? - 31) dx
SOLUCION

u=2x2—31:>3u=4x:>du =

— =dx
X 4x

2(2x? -31f
3

j16x(2x2—31)5dx=j16xu51’(=4ju5du=4‘£+C= +C
Ejemplo7

[14x(x* 10 dx R: (x* ~10) +c

Ejemplo8
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SOLUCION
u=6x+5:>d—u=6:>d—u=dx
dx 6
4
I%dX—ISd—U —I ‘5du——u +C=—L4+C=—71 4+C
(6x+5) u 3-4 3u 3(6x+5)
Ejemplo9
J‘ 6x+5
6x2 +10x +100
U=6x? +10x+100 = M —1ox 110 AU _
dx 12x+10
J- : 6Xx+5 dx:j6x+5* du :I6X+5 du I*
6x° +10x+100 u 12x +10 u 6x+5
[ 2 4= Zinu+c = Lin(ex® +10x+100)+ C
6x° +10x+100 2 2
Ejemplo10
_[ dx R: §In(x —23) C
x? —23 2
Ejemploll
J‘53x—2dx
SOLUCION
u=3x—2:>d—u=3:>d—u=dx
dx 3
u 3x-2
j53“dx j5“* js“ LS el e
"3 In5 3In5
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Ejemplo12
J‘loxzeex3+zodx
SOLUCION
u=6x>+20
du =12x* = d—uz = dx
dx 6Xx
j10x2e6X3*2°dx = Ileze“ d—uz
6X

Simplificando:

S u

3 _[ e"du
Integrando:

3

—e'"+C

5
Recuperando la variable inicial:

§e6x3+20 iC
S

INTEGRALES QUE SE RESUELVEN CON DIVISION PREVIA A LA INTEGRAL

Se desea encontrar la integral de una expresion racional que es una expresion de la forma:

P(x)
= f(x)=_ 22
y=f(x) o)

La idea es obtener la siguiente integral:

I@dx
Q(x)
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Cuando deseamos efectuar una integral de este tipo, pueden suceder tres casos:

1. Que la integral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucién o cambio de
variable (esta forma ya la hemos realizado en clase)

Ejemplol
2x+1
2o
XS+ X=7
SOLUCION
w=x>+x-7 d—W=2x+1—>dx= dw
dx 2x+1
2x+1 dw dw
I :I—=In|w|+c=ln‘x2+x—7‘+c
w  2x+1 w
Ejemplo2
2X
[~ ax
(x> +10f
SOLUCION
dv dv
v=x*+10 — =2Xx—>dx=—
dx 2X
2x dv " v v 1 1
—5—=Iv dv = +C=—+C=-—7F+C=——F—+C
v® 2X -5+1 - 4v 4(x? +10)
g . . P(x)
2. Puede suceder también que haya que efectuar primero la division. ——=. Esta division es

Q(x)
posible si la fraccidon es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que le
grado del polinomio Q(x).
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Ejemplol

IZX3+3X2+1
2X+1

dx

Para efectuar esta integral debemos realizar primero la divisién.

2x% +3x% +1
2x+1

Esta divisidn se puede efectuar utilizando divisidon larga o divisidn sintética.
En este ejemplo vamos a efectuar la division utilizando divisidn larga.

2x3 +3x% +0x+1 2x+1

3 2
—2x% =X W iyt
2
+2x% +0x+1
—2x% - X
— X+1
1
X+ =
2
3
+ J—
2
Tenemos que:
5 1 3
C(x)=x +x—§, Ru):E, Q(x)=2x+1
Entonces:
2x°+3x2+1 1 3/2
=X X— T+
2x+1 2 2x+1
¢
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3 2
J‘ZX +3x +1dX=J-(X2+X—1+ 3/2 de
2x+1

3 2
I—ZX +3X +1dx:j(x2+x—1+§* ! jdx

2x+1 2 2 2x+1
:szdx+_[xdx—£.|‘dx+§j 1 dx
2 27 2x+1
Resolviendo cada una de la cuatro integrales individualmente
3
Ixzdx _ X
3
2
jxdx =—
1
—Efdx =—=X
Para efectuar la cuarta integral se debe hacer cambio de variable:
Ej ! dx = u=2x+1, d—u:2:>dx:d—u
27 2x+1 dx 2
EI ! dx=§ 1du :E*ljldu :§Inu = In|y| =§In|2x+]4
27 2x+1 2°u 2 2 2°u 4 4

La respuesta final es:

'[2x3+3x2+1 x> x2 1 3
—dx=—+———x+—|n|2x+]4+c
2X+1 3 2 2 4
Ejemplo2

2_
J-3x 5;(+3Ix

X_
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SOLUCION

Debemos efectuar la division:

3x? -5x+3
X—3
SOLUCION DE LA DIVISION
3x* —5x +3 ’ X -3
—3x? +0x 3x+4=C(x)
0 +4x +3
—4x +12
0 15=R(x)
Tenemos que:
2 p—
3X° —-5x+3 Cayid4 15
X—-3 X—-3

Entonces:

j3x _5X+3 I(3x+4+—)d I3xdx+j4dx+j—dx

Resolviendo cada integral:

2
j3xdx=3x—=§x2
2 2

j4dx =4x

j—dx:u =x-3, %_1—>du _dx:15.f1du =15Inju| =15In|x -3
dx u

La respuesta final es

2_
dexz 332 £ ax+15I[x~3+C
x—3 2
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P(x
3. La otra posibilidad seria descomponer, Q En una suma de fracciones simples llamada
Q(x)
fracciones parciales. Esto es posible cuando la fraccidn es propia, es decir, el grado del
polinomio P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x). Este método lo veremos mas

adelante en la UNIDAD 3.

SUSTITUCIONES PARA RACIONALIZACION
INTEGRALES QUE CONTIENEN ¥/ax +b A§/(ax+b)"

Si aparece. "/ax+b . En una integral, la sustitucién. U =2/ax +b . Eliminara el radical.

Tenga en cuenta que la x tiene como exponente 1 (si, fuera exponente 2 o superior, no se puede
utilizar el método que vamos a describir).

También tenga en cuenta que tanto a como b son numeros cualesquiera, pero a no puede ser
cero; porque si a fuera cero, entonces todo lo del radical seria constante y se utilizaria otro
método mas sencillo para su solucion.

Para describir los pasos de este método, vamos a utilizar un ejemplo.

Resuelva la integral:

IGX §/3x+8 dx

1. Para eliminar el radical se hace u igual al radical.

u=3/3x+8

2. Para quitar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al
indice de la raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz
es cubica.

u=33x+8=u’= (i 3x+8)3
Quedando:

u®=3x+8
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du
3. Luego derivamos la igualdad anterior con respecto a u (hallamos: d— ) y despejamos el
X

dx.
Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive u, escribimos luego
de la derivada du y cuando se derive x, se escribe, luego de la derivada dx.

3u’du = 3dx
Despejamos el dx:

3u’du

=dx = u?du = dx

4. Luego reemplazamos a uy al dx en la integral original. Si hay que hacer otro reemplazo lo
hacemos; la idea es que en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con
la variable inicial o sea con la x. Haciendo los siguientes reemplazos:

I6x 3/3x+8 dx = I6x*u*u2du
Debemos encontrar una expresion para x.

ComoUu?® = 3x +8. Despejemos la x

3_
U =3x+8= U —8=3x= " 3 8:x

Reemplazamos en la integral y efectuamos las simplificaciones y operaciones necesarias.
u’-8
IG 5 *u*u’du = ZJ.(u6 —~8u® Hu

Esta es una integral que sabemos efectuar.

5. Efectuamos la integral. Y recuperamos la variable inicial.

2'[(u6 —8u3)1|u =2 u77+8u44 +C

+20/3x+8) |+C

_ 9 (i 3x+8)7
7
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3 7
[6x 2/3x+8 dx =2 N(3’)(;8)+2§/(3x+8)“ e

Ejemplol
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.®

Resuelva la integral:

I x3/x — 4 dx

SOLUCION

1. Hacemos uigual al radical.
u=3/x-4

2. Para quitar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al
indice de la raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz

es cubica.
Quedando:

du
3. Luego derivamos la igualdad anterior con respecto a u (hallamos: d— ) y despejamos el
X
dx.
3u’du = dx
4. Luego reemplazamos a uy al dx en la integral original. Si hay que hacer otro reemplazo lo

hacemos; la idea es que en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con
la variable inicial o sea con la x. Haciendo los siguientes reemplazos:

6 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 396.
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x=u’+4; u=3%/x—4 y dx=3u’du
La integral queda:

J.x3\/x—4dx = _[(u3 +4)u3u?du =J'(3u6 +120% Jdu .

5. Efectuamos la integral. Y recuperamos la variable inicial.

7
I(3u6 +120° Jdu = 3;7 +12:4 +C :3(3& X7_4) +3@/x—4) +c

Ejemplo3

Resuelva: Il/ZX—lOS dx

SOLUCION
u="~/2x-103
u’ =2x-103
7u®du = 2dx = Tutdu dx
Reemplazando en la integral e integrando
j(m dx = J’u*7l216du = ;ju7du = ;*u;+C
Ju/2x-103 dx= 1 f(2x-103F +c
NOTA:

Esta integral también se puede resolver por sustitucion.
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Ejemplo4
Resuelva:
.R (5x+3)* dx
SOLUCION
I7 (5x+3)*dx = I(7 5x+3)2dx
u=5x+3 >u" =5x+3
Derivando:

7udu

7udu = 5dx = dx

Reemplazando en la integral:

I(7V5X+3)2dx=f(u)2 guedu =£ju8du =%%+c

S ] e
45

[ (5x+3)2dx=%7 (5x+3) +C

INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION

b Isenudu:—cosu+c
u Icosudu= senu+c
» Iseczudu: tanu +c

= Icsczudu=—cotu+c

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal

Matematicas Il

_[secutanu du =secu+c
Icscucotu du=-cscu+c
_[tanu du = Insecu|+c

Icotu du =Insenu|+c
_[secu du = Injsecu +tanu|+c

Icscu du = Incscu —cotu| +¢

ALGUNAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

sen? x+cos?x=1 1l+cot’?x=csc®x, tan’x+1=sec’x

sen X COS X 1 1
tanx=——, cotx=——, tanx=-———, cotx=-——
COS X sen x cot x tanx
1 1
CSCX=——, SenX=——
sen x CSC X
1 1
seCX=——, COSX= ——
COS X Sec X
1+ cos(2x
CoS® X = # cos(2x) = cos® x —sen® x
1-cos(2x
sen’ x = 2() sen(2x) = 2sen X cos X

sen(mx)cos(nx) = ;[sen(m +n)x +sen(m—n)x]

sen(mx)sen(nx) = — ;[cos(m +n)x —cos(m—n)x]

cos(mx)cos(nx) = ;[cos(m +n)x+cos(m—n)x]
sen(A+ B) = senAcos B + cos AsenB
sen(A—B) = senAcos B —cos AsenB
cos(A+ B) = cos Acos B —senAsenB
cos(A—B) = cos Acos B + senAsenB
tan(A+ B) = tanA+tanB

1-tan AtanB
tan(A— B) = tanA—-tanB

1+tan AtanB
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M sen(—x)=—senx
M cos(—x)=0cos X

PASOS PARA LA INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Para la integracién de expresiones trigonométricas, se debe tener en cuenta los siguientes
aspectos.
No necesariamente este es el orden a seguir.

1. Determine inicialmente si la integral presenta la forma de alguna de las férmulas basicas;
Si es asi efectuamos la integral.

2. Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma
lo que estd dentro de la expresidn trigonométrica, es decir el angulo.

3. Cuando hay dos o mds expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de
variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas.

4. Lleve las expresiones trigonométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y
del coseno. (Esto a veces funciona).

5. Sies necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas.
Ejemplos resueltos:
Ejemplol
stz cos x>dx

SOLUCION

u:x3:>du:3x2dx:>d—uzzdx
3X
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Reemplazando en la integral:

J‘Sx2 cos x3dx = _[3x2 cosu d—uz = jcos udu = senu+C
3X

IBXZ cos x3dx = senx® + C

Ejemplo2
] ﬂx X
sen?(3x? +2
SOLUCION
du
u = 3x? +2:>du_6xdx:6— dx
X

Reemplazando en la integral

J'sen isx +2; Isen u & 7J‘sen u !

Utilizando la identidad numero 4.

1
cscu=-—~——=csc’u=
senu sen’u

La integral queda:

X 1 1 1 1
Vot v "6 sannu® ~g) e Utz roatu)+C
[ k=~ tcot(3 +2)+C
sen?(3x? + 2) 6

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal

Matematicas Il

Ejemplo3

dx

I senx
cos® X

Aca el cambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigonométricas, en este
€aso por coseno.

du
U =Ccos X = du = —sendx = =dx
— senx

Reemplazando en la integral:

Isenx dX:J~senx* du :_jult_)du:_ju-5du:_i+C=l4+C

cos° X u®>  —senx 4u
senx 1 1
_[ o dx = ;—+C="sec’x+C
COS” X 4cos” X 4

Ejemplo4
Itan(5x —7)dx

SOLUCION

u=5x—7:>du=5dx:>OgJ=dx

jtan(5x ~7)dx = jtanu *dsu = ;Insec(u) +C

J.tan(Sx ~7)dx = Itanu *d5u = élnsec(Sx ~7)+C
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Ejemplo5
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell’

Resuelva
j Sen X —Cos X
sen x

dx

SOLUCION

'[ Senx — Cos X dx = J‘ Senx COoSX J‘ senx J‘ COS X
senx senx  senx senx senx

cosx
Id J‘senx X
_[dx=x

COS X du du
I—dx—>u =SeNX > — =C0SX > —— =dx
senx dx COS X

jcosx J.cosx du

dx
U cosX

= J‘ldu =Inju|+C = In|senx|+C
senx u

ICOS = In|senx| +C
senx
senx—cosX
_[ X=x+|n\senx\+C

sen x

7 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 389.
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Ejercicios por temas

Resuelva las siguientes integrales indefinidas, utilizando las leyes basicas de integracion.

1 I?x5dx

4
2 Ix—gdx
3. j(5x—3)3dx
4. J‘(‘”{W—Be“ _8, x&jdx

X

6x* +3x® —9x% +18x —300

5. _[ 5 dx
3X

Resuelva los siguientes problemas.

1. Desde un edificio de 32 metros se tira hacia arriba una piedra con una velocidad de
30m/s. Determine la funcién de velocidad instantanea y la funcién de altura ¢ posicién

instantdnea. Determine la altura maxima y la velocidad maxima que alcanza el objeto.

2. Lafuncidn de costo marginal para cierto producto de una empresa es:
¢'(q)=59° +79+800 $

3. Los costos fijos son de 400.000 $

4. Encuentre la funcion de costo promedio del producto.

5. Lafuncidn de ingreso marginal en la venta de q unidades de un producto es:
r'(q) =50000-6q $

Encuentre la funcidon de demanda 6 precio.

Resuelva las siguientes integrales utilizando las técnicas de integracion vistas.
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5x* —6x% +8x% +9x +10
1. I dx
X+2
2. J.xz‘{/Sx +1 dx
3. I 7xsen(x2 +35)jx

4. ItanS x cot? dx

I 3x+1 dx

2/3x% +2x +3

Ejercicio de autoevaluacion

1. Lafuncidn de ingreso marginal para cierto producto es:

300

"= 000 2q)7 *

Halle la funcién de precio o demanda del producto

2. Un objeto se mueve a lo largo del eje coordenado: Encuentre la funcién o modelo de
posiciéon y la funcién o modelo de velocidad bajo las condiciones indicadas.

a. Laaceleracion estéd dada por la funcién. a(t) =t cm/s?. El objeto parte del origen con

una velocidad de 50 cm/s.

b. a(t)=2t+1 cm/s’. Parte desde el reposo a una distancia de 250 cm del origen.
c. a(t)=-3t>+8t+50 m/s®. Parte desde el origen con una velocidad de 6 m/s.

d. a(t)=6 m/s®. El objeto parte del reposo a 100 m del origen. Determine ademas la
posicion después de un minuto.
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Ejercicio de autoevaluacion

En los siguientes problemas encuentre la integral indefinida:

8
—-ax
1 ng
3 5 2
2 —+ —+— |dX
I(x 3x° 3)

10
3. | ——dx
jg/xs

3
J' (5X +37) dx
4. 3x

5. I(Bx ~1)(3x +4) dx

6. I34de
7. ‘[ eix o
8. Ix 7 dx

9. I?&W (3x+5) dx

10.

RESUELVA LAS SIGUIENTES INTEGRALES POR SUSTITUCION

I(9x +5)?dx
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2 "‘47)( dx
CJd8lax+11

N I6x2(2x3 —e)dx

N J‘ 8x-5
" 4x? —5x+13

I(x +1)+/x% +2x -39 dx

’ J‘8xe“xz’1°0 dx

I\/m dx

dx

ge

100
I;

50x-99

N IX\/(SXZ 3 dx

5
10. dx
I xIn x*

INTEGRALES QUE SE RESUELVEN UTILIZANDO DIVISION PREVIA

1 I9X3_7X+5
i X+ 2

dx

2. I(S)(_Y)z dx

X+6
4_

3. jX 16
X+ 2
2x%-gx—7
4 [ dx
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25"+ 20x +4
f—dx
Cxta

J- x®-125
x2+5x+25

INTEGRAL INDEFINIDA APLICACIONES EN ECONOMIA

El ejercicio nimero 31 ha sido tomado de uno de los libros de matematicas del autor Haeussler®

1. Un fabricante ha determinado que la funcién de costo marginal es:
c'(q)=0.003g> —0.49+40 $

Donde q es el nimero de unidades producidas. Si el costo marginal es de $ 27.50 cuando q = 50, y
los costos fijos son de S 5 000, ¢ Cual es el costo promedio de producir 100 unidades?

2. El costo marginal de un articulo cuando se producen q unidades es:
c'(q)=-39* +60q + 4000 $
El costo de producir 10 unidades es 90000 S. ¢ Cuél es el costo de producir 50 unidades?

3. Lafuncidn de ingreso marginal para cierto producto es:

8 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 734.
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Encuentre la funcion de demanda.

4. La funcién de ingreso marginal para cierto producto es:

., . 405
@)= (5q+7) s

Encuentre la funcién de demanda.
El ejercicio nimero 35 fue tomado de uno de los libros del autor STEWART®
5. El costo marginal para fabricar x unidades de un producto es:
C'(x) = 0.006x* —1.5x + 8 dblares
El costo fijo es de 1 500 000 délares, encuentre el costo de producir 2000 unidades.

6. Lafuncidn de costo marginal para cierto articulo es:

35
C '(q)=——
@ gq+10 ¢

Encuentre la funcion de costo, si los costos fijos son de 300000 S.

7. Lafuncidn de costo marginal para cierto articulo es:
C'(q) =3e°™“ $
Si los costos fijos son de S 3 000, determine la funcién de costo.
INTEGRAL INDEFINIDA APLICACIONES EN FiSICA

1. Una bola es lanzada desde la superficie de la tierra con una velocidad de 43.5 m/s. ¢Cual
es la maxima altura que alcanza? Recomendacidn. Encuentre primero las funciones de

9 STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 488.
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velocidad y de posicién.

2. Lafuncidn de aceleracién de un objeto esta dada por:
a(t) =3.5t* —4t +30 m/s?

3. El objeto parte desde una posicion de -153 m con una velocidad de 3.5 m/s. Determine:
Posicidn, velocidad y aceleracidn del objeto, cuando han transcurrido 12.5 segundos.

4. La funciéon de aceleracion de cierto objeto es:

5
alt =7m/52
) (4t +5)*

El objeto parte desde el origen con una velocidad de 8 m/s. Determine:

a. Funcidn de velocidad instantanea.
b. Funcién de posicidn instantanea.

1. Un objeto se mueve desde el origen con una velocidad dada por la funcién:

3t
vit)=————m/s
® 3t? +10

Encuentre:

a. Funcidn de aceleracidn instantanea.
Funcién de posicidn instantanea.
c. Posicidn, velocidad y aceleracion cuando han transcurrido 20 segundos.

2. Un objeto se deja caer desde una altura de 253 m. Determine la funcion o modelo de
posicion para cualquier instante t. Determine ademas la velocidad del objeto en el
momento en que toca el suelo.

3. Un objeto se lanza hacia arriba desde una altura de 250 m, con una velocidad de 100
m/s. Determine si el objeto va subiendo o va cayendo después de 5s. Justifique su
respuesta. ¢El objeto ird cayendo o subiendo después de 15 s?

4. Un objeto se lanza hacia arriba desde la azotea de un edificio de 245 m con una velocidad
de 83 m/s. determine:
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a. La altura maxima que alcanza el objeto.
b. Lavelocidad maxima del objeto.

Integrales que contienen Yax+b A ”\/(ax + b)m

J‘Zx\/7x —2 dx

j# dx
A/3—-11x

j 10x
\/X+10

4. Ix 4/7x+8 dx
5. J.xx/x+3dx
6. I4xi/x2 +6X+9 dx

j 7x2/6x —13 dx

INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Isen6x dx

2 5

2. J‘fcos ~ x [dx
3 (9}1
j5x3senx“dx

4, j 2xsen(4x —3)x

Isecz (7x)dx
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(o))

: J‘csc2 (8x +5)dx
7. [ senx(3—cos x) dx

J-( 5cos xdx dx

10 + senx)’

J- cot 3x
sen3x

dx

e

10. j 5% senxdx

I COS X

11 5
1-cos® x

12. Iesxsen(e3x) dx

TE -
" J xsen(In x)

14. j cos® x dx

15. I sen(4x)cos(8x Jdx

16. I cos(10x)cos(12x Jdx
[52)()

: Isen ~x [sen| - x |dx
3 5

DEMUESTRE LAS SIGUIENTES FORMULAS DE INTEGRACION

1

~

1. Itanu du = In\secu\ +cC
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2. Icotudu:ln\senu\+c
3. Isecudu=ln\secu+tanu\+c

4. Icscu du = In\cscu —cotu\ +cC
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3. INTEGRAL DEFINIDA

OBJETIVO GENERAL.
Entender el concepto de la integral definida a partir del célculo del area bajo una curva.
OBJETIVOS ESPECIFICOS

M Aplicar la integral definida al célculo del drea bajo una curva y el drea entre curvas.

M Aplicar la integral definida para el célculo del volumen de sélidos de revolucién utilizando
diferentes métodos.

1. Determine el drea de un tridngulo rectangulo en el cual un cateto es igual a 3 cm y la
hipotenusa es igual a5 cm.

2. Determine el drea de un rectdngulo en el cual un lado es igual a 4 cm y el otro lado es igual
a8cm.

3. Paralafuncién f(x)=2x?-5.
4. Halle f(S)_ f(3)

5, )
Para la funcién f(X)zgx —8x“+x-9

f(2)-f(-2)

6. Halle

7. Determine el area del trapecio mostrado en la figura:
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3 em

10

Definicidn de integral definida. La integral definida es una expresion de la forma:

[ £ (xax

Ddnde: Las letras ay b se llaman limites de integracion.
a: Limite inferior.
b : Limite superior.

La integral definida es un nimero, para calcular este nimero, lo hacemos utilizando el teorema
fundamental del célculo.

El teorema fundamental del calculo.

El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque
establece una conexién entre las dos ramas del cédlculo: el calculo diferencial y el
calculo integral. El primero surgidé del problema de la tangente, el cdlculo integral lo
hizo de un problema en apariencia no relacionado, el problema del area. El profesor
de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630 — 1667), descubriéo que estos dos
problemas en realidad estaban intimamente relacionados. De hecho, se dio cuenta
que la derivacion y la integracién son procesos inversos. El teorema fundamental del
calculo da la relacién inversa precisa entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz
explotaron esta relacién y la usaron para desarrollar el célculo en un método
matematico sistematico.*°

' STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p.
383.
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Teorema fundamental del calculo.

b b
j f(x)dx=F(x) =F(b)-F(a)
a
En la integral definida no es necesario colocar la constante de integracion.
El teorema fundamental del cdlculo se puede demostrar a partir del drea bajo una curva.
Ejemplol

2 2
Calcule: .[o (6 —3x°)dx
SOLUCION

j02(6—3x2)dx=6x—3)§ —6x- x| =6(2) - (2) ~[40) - (0 ]=12-8=4

0

Ejemplo2

3 a2
Calcule: L(ﬁx —2X+ 6)dx

SOLUCION
3, 6x> 2x° ’ s s 3
_[(6x —2x+6)dx=— —"" 4+6x =2x°-x +6x‘
1 3 2 R 1
~2(3)° - (3 +6(3)~ [2(-1° - (-2 +6(-1)]
54-9+18—(—2-1-6)=72
Ejemplo3

Calcule: 4d

\/1+ X
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SOLUCION

Utilizando el método sustitucion tenemos:

u=1+x3:>d—u=3x2 :>d—uz=dx
dx 3x

Reemplazando en la integral tenemos:

1/2

1/2

jsx du —J'ul du_Iu‘l’zdu_

IW T 3

2 u=21+%° ‘ P2 14(0f =22 -

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
b a
[ f09dx=— jb f (x)dx
a
Esto es, al intercambiar los limites de integracion, se cambia el signo de la integral.
5 3
L (4x+3)dx = —L (4x +3)dx
a
j f(x)dx =0
a
Si los limites de integracion son iguales, el resultado de la integral es igual a cero.

10
j 50x*dx =0
10

[ foodx=[ fgax=[ f(dx a<b<c
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[0 @x-3dx= [ (2x-Fox+ [ (2x -3y

1. Lavariable de integracion es una “variable muda” en el sentido de que cualquier otra
variable produce el mismo resultado, es decir, el mismo numero.

.[: FO)dx = I: f (dt = I: f (z)dz

Llo 3xdx=J'510 3zdz

Area bajo una curva. Para describir un método para determinar el drea bajo una curva, partamos
de un ejemplo particular.

Ejemplo

Encuentre el drea de la region R limitada por lacurva y = f(X) =+/X yelejex, entrex=0yx=
9.

Lo primero que debemos hacer es efectuar la grafica del modelo.

Los valores para la grafica se muestran en la siguiente tabla:

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

y 0 1 1,41 [1,73 |2 2,23 2,44 |264 (2,82 |3

La grafica de la funcién la podemos ver en la figura 1

Figura 1. Grafica de la funcién y = f(X) = +/x
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Vamos a obtener el area total como una suma de areas, dividiendo la figura en rectangulos de
igual base y alturas determinadas por la funcion.

Por facilidad tomemos la base para cada rectangulo igual a 1. Si llamamos la base AX, tenemos
que AX =1.

Esto lo podemos observar en la figura 2

T

10 15

Figura 2

Tenemos ademads que el drea de un rectangulo es igual a base por altura.
De tal manera que el drea total serd igual a la suma de cada drea:

A=A+A +A+A +.+A

Tenemos lo siguiente:

A =Ax*f(1)=1*1=1 A, =Ax* f(2) =1*/2 =1,41
A, =Ax* f(3) =1*3=173 A, =Ax* f(4) =1*/4 =2

A, = Ax* f(5)=1*+/5 = 2.23 A, = Ax* £(6)=1*/6 = 2.44
A, =Ax* f(7)=1*/7 = 2.64 A, = Ax* f(8)=1*/8 =282

A, =Ax*f(9)=1*/9 =3
El 4rea total se obtiene sumando las areas anteriores:
A, ~19,306

Una manera facil para determinar AX seria de la siguiente manera:
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. extremo mayor —extremo menor

AX
Numero de rectangulos

Mientras mas pequefia sea la base de cada rectangulo, mas precisa sera el drea obtenida, Esto
quiere decir que mientras mas rectangulos, mas exacto sera el valor obtenido.

Vamos a hacer el estudio para una funcién cualquiera:

Sea la funcién y = f (X), determinemos el area de la regién R en el primer cuadrante, entre x =

ay x=b.
Para ello utilicemos el mayor numero de rectangulos posible, esto quiere decir que la base de
cada rectangulo sera lo mas pequefia posible, esto se puede observar en la figura 3

Ax A M:M FER T ﬂ.x:ﬂ.xﬁ.x 5]
x=d }{:Ij

FIGURA3
Podemos ver de la figura que:
A = AX* (X)) +AX* F(X,)+AX* F(X;)+AX* F(X,)+...+ Ax* f(X,)
A zif(xi)Ax
i=1

Si n—>ow, AX—>0

Esto es,
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m b b
s Oza:f(xi)Ax = Lf(x)dx

A= jb f (x)dx

Ejemplo

Determine el drea exacta del ejemplo anterior.

SOLUCION
9 9 X3/29 2 9 2/7 Z/i 2 2
A= dx=|x"2dx=" =2x* =2.9°-2./0° =2(27)-2(0)=18
!x& X '([x X 32, 3\x O 3\ 3\ 3( ) 3()

Cuando se determina el drea bajo una curva se pueden presentar tres alternativas.
2. Si, laregidn estd por encima del eje x como lo muestra la figura4 :

¥

¥=3
: _ ¥=h

1-2

Figura 4
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Entonces:
b
A= f(x)dx

3. Si, Laregion esta por debajo del eje x como lo muestra la figura 5:

¥

Figura 5

A=— jb f (x)dx
Ejemplol

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.™

X2

Encuentre el drea de la region R limitada por: y = f(X) = ?—4 y eleje x, entre x=-2 vy x

=3.

u PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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SOLUCION

La grafica de la figura se puede hacer dandole valores a x entre - 2y 3, reemplazando cada valor en
2

X X
la funciony = f(Xx) = ?—4. Efectuando este proceso, obtenemos los valores mostrados en la

tabla:

X -2 -1 0 1 2 3

y -2.6 -3.6 -4 -3.6 -2.6 -1

La grafica de la funcién y el area que se pide hallar la podemos observar en la figura 6.

¥

—4 _

Figura 6

Como la regién esta por debajo del eje x, se debe plantear la integral:

2
A:-f’ (X——4]dx
2| 3

SOLUCION DE LA INTEGRAL

oL e E?“J
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A= % Unidades cuadradas

1. Si, regién tiene parte por encima y parte por debajo del eje x, entonces el drea se debe
calcular utilizando varias integrales.

Ejemplo2
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell*?

Encuentre el drea de la region limitada por y = f(X) = x> —3x* —x+3 y el ejex, entrex=-1yx
=2.

SOLUCION

Para determinar la regién cuya drea deseamos hallar, podemos dar valoresax entrex=-1yx =3,
reemplazar en la funcidn para obtener los respectivos valores de y.

Realizando este proceso, obtenemos los valores de la siguiente tabla.

2 pURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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Figura 7
En la figura podemos ver que la gréfica corta el eje x en los puntos:
Xx=-=1 Xx=1AXx=3
Si estos puntos no se pueden leer en la grafica, se debe proceder como sigue:

Debemos hallar los puntos donde la funcién corta el eje X, para ello se soluciona la ecuacion

f(x)=0.
La solucién de x* —=3x* —=x+3=0es: x=3, x=-1 x=1
Planteamiento de la integral a calcular.

Entre — 1y 1 la funcidn esta por encima del eje x, por lo tanto se debe plantear la integral:

L3 2
jl(x —3x° —x+3)dx
Entre 1y 2 la funcidon esta por debajo del eje x, se debe plantear la integral:
2.3 2
—_[1 (x® —3x° —x+3)dx

Para determinar el drea se deba plantear:
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A= J'_ll(x3 —3x% —x +3)dx—'[12(x3 —3x% —x+3)dx
SOLUCION DE LA INTEGRAL

A= fl(x3 —3x2 - x+3)dx—f(x3 —3x? —x+3)dx

2

A:XT:_XB_X_22+3X1_1_(XT:_X3_X_22+3XJ1
A=Wy —%+3(1)—[(_j)4 ~ap £ +3(_1):
{ & oy - &) +3(2)J_ Uy _gw(l)j:
A:%—l—%+3—[%—(—l)—%—3} —[%—8—%+6j—(%—1—%+3ﬂ

2

A= § Unidades cuadradas

Ejemplo 3

Encuentre el area de la region limitada por y = 3x? +7X—6yeleje Xentre X=—4AX=2.
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SOLUCION

La grafica de la funcién y de la region cuya area se desea hallar la podemos ver en la figura 8.

T LW

115

+10

Figura 8
Como los puntos donde la funcién corta el eje x no se pueden leer con exactitud en la grafica, para

determinarlos se debe solucionar la ecuacion:
3x*+7x—6=0
SOLUCION DE LA ECAUCION

2
ox* + 7g3x)—18 0 (3x+ 9l(3x ~2)

=0

g(3x2 +7x-6)=0=

3(X+3)(3X—2):0:(x+3)(3x—2)=0

3
3x-2=0
X+3=0
v 3x=2
X=-3
2
X=—
3

Para hallar el area de la regidn, se debe plantear:
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A= ]3(3)(2 +7X— 6):ix - T(sz +7X— 6):ix + _T(sz +7X— 6):ix
M e 2/3

Se deja como ejercicio resolver estas integrales, se debe obtener la respuesta:

]3(3x2 +7x— G)jx = %

-4

2 1331
JS(BXZ + 7x—6)1x =~

‘ 328
j(sz + 7x—6>ix =0

2/3

13 ( 1331) 328 13 1331 328

= - — -
2 54 27 2 54 27

A= % Unidades cuadradas

M Area entre curvas. Para determinar el drea entre curvas se debe tener en cuenta cudl de

las curva esta por encima y cual esta por debajo (o cual curva esta mas alejada del eje x y
cual curva esta mas cerca del eje).

™ El 4rea se calcula como:

b
A=) - g0k
Donde f(x) esta por encima de g(x).

Procedimiento para hallar el area entre curvas:

1. Determine los puntos de corte de ambas curvas, si los hay, para ello resuelva la ecuacion:

f(x)=g(x)

2. Bosqueje la grafica de ambas funciones.
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RECOMENDACION:
Grafique solo el tramo necesario, de valores entre el area a obtener o entre los puntos de corte.

3. Planteé el area como una integral o como varias integrales, seguin sea el caso, y resuelva.
Ejemplol

Encuentre el drea de la region R limitada por las curvas:

y=0g(x)=8-x*Ay=f(X)=x", entrex=0yx=3.
SOLUCION

Lo primero que hay que determinar son los puntos donde se cortan estas curvas. Para ello
igualamos ambas funciones y despejamos la variable:

x? =8—x? —>2X:8:>X2=%:>X2=4:>X=i\/Z:>X:i2:>X=2,X:—2

Los puntos para hacer ambas graficas se observan en la siguiente tabla:

X 0 1 2 3
y = f(x)=x 0 1 4 9
y=9(x)=8-x* 8 7 4 1

La grafica de la regidn se observa en la figura 9

Iy . .
¥ /

= L y=fw=
10

_2 2 \ 4
-5 . .

y=glx)=8-x°
-10 \
15
Figura 9
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De acuerdo a la figura 9 tenemos que:

Entre x=0y x =2 g(X) estad por encima de f (X), para este tramo se debe plantear la integral:
2 2 2
IO (8 X° =X )jx
Entre x=2yx =3 f(X)esta por encima de g(X), para este tramo se debe plantear la integral:

j[x 8x}1|x

El area de la region se obtiene como:

A=['B-2x hix+ [ [ox* -8]ix

SOLUCION DE CADA INTEGRAL

j(8 2x? ):ix

Solucién de¥0

—gfz)- 22 {8(0)— 2(0)3}16_% 2

3
Solucién de L [2X2 _S}jx:

E[sz—s}ixzz_xs_s Szﬁ_s(s)—[%)s—s(z)}zls—m {%—16}

) 3
_6_(_gJ:_6+g:E
3 3 3
A= 332 + E = 4—: Unidades cuadradas

Ejemplo2

Determine el drea de la regidn R limitada por las curvas:
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y: f(X):X2—6X+8/\y:g(X):X+2, entrex:ny=7_

SOLUCION
La regidn cuya area se desea hallar la podemos ver en la figura 10
\ '

finy=x*—6x

Figura 10

Los puntos donde se cortan estas dos funciones se obtienen solucionando la ecuacion:

f(x)=9(x)
f(X)=g(x) = x* —6x+8=Xx+2

= X* —6X+8-Xx-2=0=>x*-7x+6=0=(x—6)x-1)=0=x-6=0vx-1=0
X=6vx=1

De acuerdo a la figura 10, para hallar el drea de la region sombreada, se debe plantear:
A=j:[x2 —6x+8—(x+2)]dx+_|‘16[x+2—(x2 —6x+8)]dx+JZ[x2 —6x+8—(x+2)|dx

Ejemplo3
Encuentre el drea de la region limitada por la curva:
y = f(x)=3x>+10x -8

Entre: X=-3AX=2
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SOLUCION

La grafica de esta funcidn es una pardbola que abre hacia arriba como lo muestra la figura 11.

¥

Figura 11.

Debemos encontrar los puntos donde la grafica corta el eje x las integrales a plantear:

f(x)=0=3x* +10x-8=0=>x=-4vx=2/3

Para hallar el area se debe plantear y solucionar:

A= —T(sz +10x —8)dx + _2[(3x2 +10x —8)dx
e 2/3

Queda como ejercicio solucionar estas integrales definidas, se debe obtener:

A 1610

27 Unidades cuadradas.
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Ejemplo4

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor STEWART"

Encuentre el drea de la region encerrada por las parabolas y = X2 A y =2X— X2,
SOLUCION

La grafica de ambas funciones se puede ver en la figura 12

y=x"2

y=2u—x"2

Figura 12.

Debemos encontrar los puntos de corte, para ello se debe solucionar la ecuacion:
X2 =2X—x> = x> +x?-2x=0

2x% —2x=0=2x(x-1)=0

B STEWART, James. Calculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 449.
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2Xx=0vx-1=0
0
2x:0:>x:§:0vx—1:0:>x=1

. 2 , . .y 2 ,
Como la funcién Yy =2X— X" estd por encima de la funciény = X°, para calcular el area de la

region se debe plantear:
1 1
A= I(Zx— x? —x?) dx = I(Zx—2x2)dx
0 0
Solucién de la integral

A=i(2x—2x2)dx=2’2‘2—2?’:31 =(1)2—2(:1%)3— (0)2—2(2)3 =1-

Un sélido de revolucion es un figura en el espacio (quiere decir que tiene volumen) que se forma
al hacer girar una figura plana alrededor de una linea recta fija (esta recta es el eje del sélido de
revolucion).

Nos interesa determinar el volumen del sélido de revolucidn.

Sabemos que volumen es igual a base por ancho por alto.

El volumen de un cilindro es: vV = 7 r?h

En este caso el radio estd determinado por la funcién.
Existen varios métodos para determinar el volumen de un sélido de revolucién. Sdélo vamos a
estudiar dos de ello.

M Método del disco para determinar el volumen de un sélido de revolucién. Este método se
utiliza cuando se hace girar el 4rea bajo una curva alrededor de un eje."

En este caso se obtiene un cilindro, el volumen de un cilindro es:

“HERNANDEZ, Elsie. Aplicaciones de la integral definida: Volumen de sélidos de revolucion. En: Calculo Diferencial e
Integral. [en linea]. [consultado 2 feb. 2010]. Disponible en <http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-
linea/CALCULODIFERENCIAL/curso-elsie/aplicacionesintegral/html/node6.html>
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v=rr’h
1. Cuando el eje del sélido es el eje x:

Dada una funcién Y = f(X)' cuya grafica se puede observar en la en la figura 13
?z=u éx-b
i ~y=fix) :

Figura 13 gréficas de la funciéon y = f (X)

Si hacemos girar la regién plana R comprendida entre la funcion y="f (X) yelejexentrex=ayx
= b se obtiene el sélido de revolucion mostrado en la figura 14.

r=a

=y =fix)

Figura 14.

Sélido de revolucion formado al hacer girar la regidn R alrededor del eje x.

Dividiendo el sélido en n sdlidos iguales de altura AX ' como lo muestra la figura 15
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L3

Figura 15

Luego calculando el volumen de cada sélido y obteniendo el volumen del sélido como la suma de
los n volumenes, se llega a la expresion:

Volumen del sélido:

v Sl

Si hacemos que el numero de sélidos mas pequefios tienda a infinito se obtiene el volumen
exacto del sélido, esto es:

V= n "_r)noogﬁ[f (%, )]2Axi = AX"T) wi”[f (%, )]ZAXi

La expresidn anterior se convierte en

v=r[[f 0] dx

1. Cuando el eje del sélido es el eje y:

v=r[ Tt ] dy
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Ejemplol

Halle el volumen del sélido generado al hacer girar alrededor del eje x la regidén R formada por la

funcion v= x“yeleje X entrex = 0Ax = 1.

SOLUCION

La figura 16 muestra la region plana vy el sélido generado
Nota: Para hacer la grafica de la region basta con graficar la funcién ¥ = xlentrex=0Ax =1

VT bR

Figura 16

Para hallar el volumen se debe plantear:

v=r[[f 0] dx

5|1 5 5
V:yzj.l[xz]zdxzﬁrx“dx:n-x_ = Q_Q _r
0 0 5], 5 5 5
w . Sy .
V= E Unidades cubicas

Ejemplo2

Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor del eje ¥ la regién R limitada por la

funcionx = [y yelejeyentrey =0Ay = 4
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SOLUCION

La figura 17 muestra la grafica de la region Ry la grafica del sélido generado

=
=
-

Figura 17

Como la regién gira en torno al eje y, para hallar el volumen se debe plantear:

v=r[Tr] ay

4 2 2
V=ﬁj:[ﬁ]2dy=ﬂL4ydy=ﬂy?zo =7 ﬂ—@ =8r

v =87 Unidades Cubicas| X = 4f ¥

Ejemplo3
|15

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcel

Encuentre el volumen del sélido de revolucidén obtenido mediante la rotaciéon alrededor del eje x

de la regién limitada por la curva y = \/Y A elejexentrex=0y x=4.

Queda como ejercicio, se debe llegar a:

o=l (fox=8r

1 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 290.
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Ejemplo4
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.®

Encuentre el volumen del sélido de revolucidon que se genera por la rotacién alrededor del eje y de
la region limitada por la curva Yy = X2 A el ejeyentrey=0 A y=3

Se deja como ejercicio, la respuesta es:
3 Ua 2 372_35/3
v=r[(y") dy= o ~117625069..

M Método de la arandela para determinar el volumen de un sélido de revolucién. Este
método se utiliza cuando se hace girar el area entre dos curvas alrededor de un eje.
Si la regidn gira alrededor del eje x, se tiene que:

V=rx j:[f 0] dx— 7 j” [9(9)] dx
v =z {f0F ~[g00f Jox

Donde la funcion f (X) estd por encima de la funcién g(x)
Si la regidn gira alrededor del eje y
b 2 b 2
v =z[ [t ] dy-7] lo] dy
b
V=z[ {£ ] ~[a)F jay
Donde la funcién f (y) esta mas alejada del eje y que la funcion g(y)

Ejemplol

Encuentre el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje x la region R formada por

las curvas x = yZ Ay = x?

16 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual
Asignatura trasversal

Matematicas Il

SOLUCION

Es conveniente que escribamos la funcién x = y2 despejando la y, esto es:

x=y’ =y’ =x=y=t/x = y=f(x)=t/x

La otra funcién la podemos llamar como:

y=9(x)=x’

Para determinar los limites de la region R, es necesario que encontremos los puntos de corte
de ambas funciones, para ello se debe plantear y solucionar la ecuacioén:

f(x)=g(x)

f(x)=g(x)= tJx =%

Para eliminar la raiz elevamos en ambos lados al cuadrado, esto es:

(i\/;)z :(xz)2 :x:x4:>x4—x:0:>x(x3—l):0
x*-1=0
x* =1
x=11
x=1

La region y el sélido generado se pueden observar en la figura 18 donde solamente se debe
graficar la parte positiva de la funcién f (x), es decir:

Figura 18
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Podemos ver que la funcidn f (x) estd por encima de la funcidn g (x), por lo tanto para hallar el
volumen se debe plantear y solucionar:

v =z {f0F ~[g00T fox

VL O R |

2 5) 10

2 5 2 5
Vo O @ [0 © 27{1 1]_ 3
V = i7r Unidades cubicas
10

Ejemplo2

Determine el volumen del sélido de revolucién que se genera al girar alrededor del eje x, la

region limitada por la parabola y = Xx* +1 vy larecta y = X+3
SOLUCION

Primero debemos determinar los puntos de corte de estas figuras.
Para ello igualamos ambas funciones.

X +1=x+3=>x*+1-x-3=0=x* - x-2=0= (x—-2)x+1) == x-2=0v x+1=0
X=-1 v x=2

La regidn y el sélido generado los podemos ver en la figura 19
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Figura 19
) B y=Xx+3 esta mas alejada del eje x (o estd por
Podemos ver que la linea recta, cuya funcion es
=x*+1
encima) y que la pardbola, cuya funcion esy = , estd mas cerca del eje x (o esta por

debajo).

Para hallar el volumen se debe plantear:

V= ”fl [(x +3)° - (x? +1)f ]dx
Es practico resolver aparte la expresion: (X + 3)2 — (X2 +1)2

(x+3 = (x2 +1f = x? +6x+9—(x* +2x* +1)=
X2 +6X+9—x*—2x* —1=—x*—x?>+6x+8

V= ﬁJi[(X+3)2 ~(x? +1)2]dx = z.[_zl(— x* = x2 + 6 +8)dx

2

5 3
n.[z(—x“ —x? +6x+8)dx:>7z XX 3k 18x
-1 5 3

-1

5 3

Ver (—@—gw(z)z +8(2)J_(_ﬂ_ﬂ+3(_1)2 +8(—1)J
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V=rx —g—§+12+16 - 1+1+3—8
5 3 5 3

V = %n Unidades cubicas

Ejemplo3
I 17

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcel

Encuentre el volumen del sélido de revolucidon que se genera por la rotacién alrededor del eje x de

la region limitada por las parabolas: Yy = X2 A y2 =8x

SOLUCION

Encontramos los puntos donde se cortan ambas funciones.
y? =8x > y=+/8x

Puntos de corte:

2 :J_m8x—>x“:(J_r\/87x)2 —x*-8x=0

Queda como ejercicio efectuar la grafica de la regidon y el sélido de revolucion.

Para hallar el volumen se debe plantear:
_ 2 2 _ 2\2
V= ”Io [(i \/8x) (x ) } dx

Se deja como ejercicio solucionar la integral.

La respuesta es:
V =~ 30,16... Unidades cubicas

Y PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.
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Eejmplo4
Realice el ejemplo3, pero la regidn gira alrededor del eje y.

2\2

RV =af | (Y] - | |dy =487 ~15,07964474..

Ejercicios de autoevaluacion

Integral definida. Resuelva las siguientes integrales definidas.

10
n j3x2dx
0

| %dx
X" +4
¢ x

w [ X ox
X+4

1. Area bajo una curvay area entre curvas.

Encuentre el drea de la region formada por la curva y = 4x* —5x — 6y el eje x, entre x =-3 y x =

5.

Encuentre el area de la regién R formada por la curva fle) =10x% —x -3 y el eje * entre
x=0yx=2

5x
Encuentre el drea de la region formada por la curva f(X) = o yelejex, entrex=-2yx=
X

3.

Encuentre el area de la regién formada por las funciones y = 4x* A y = 3x

Encuentre el drea de la region formada por las curvas Y = 3X* —5X Ay =2X* —6 entrex = -3y

x=5.
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Solidos de revolucion.

Determine el volumen del sélido de revolucidén que se genera al hacer rotar alrededor del
eje x la funcién y = /16— X entrex=-4yx=4.

Determine el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer rotar alrededor del
eje x la funcién y =e* entrex=-1yx=3.

Determine el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer rotar alrededor del
eje x la funcion y = X2 +4 entre x = -4 yx=5.

Determine el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer rotar alrededor del
eje x la funcion y = X% A y=3X entrex=0yx=3.

Determine el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer rotar alrededor del
eje x la funcién y =X+1A Yy =2X entrex=2y x = 10.

Use una integral definida para encontrar el area de la region limitada por la curva, el eje x y los

valores de x dados. En cada caso primero bosqueje la region.

y=2x-3, entre, Xx=0A5
y=x>+2x, entre x=-—2AX=2
y=Xx*—5x—24, entre x=-3AX=5
y =5x* +8x—4, entre X=—1AX=6

Determine el volumen del sélido de revolucidn generado al hacer girar la regiéon dada alrededor
del eje indicado.

y= g X, entre X =0 A x =10 Gira alrededor del eje x

y =3x° entre x =2 A x =3 Gira alrededor del eje x
y =5x+4 entre x=0AXx =3 Gira gje X

Determine el area de la regidn limitada por la curva o curvas, el eje xy los valores de x dados. En

cada caso primero bosqueje la region.

y=7x?—12x—4x entre x=—2AX=8
y=-/25—x entre x=-5Ax=5
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y=ﬂ entre X=1AX=06
X+4

M y=5x"-3xAy=x’+6entre x=—1AXx=7
M oy=4x>Ay=3x*+9entre x=-2AX=5

Determine el volumen del sélido de revoluciéon generado al hacer girar la region dada alrededor
del eje indicado.

y=2x+lentre x=0AX=06 gira eje x
y =x*+4x entre x=0Ax =3 gira eje x
y=e"entre x=-2AX=2 gira eje X

y =5x*+1entre x=—1AXx =1 gira eje x

y:ientre Xx=-1AX=2 gira eje x
X+3

y:\/mentre X=—-4AX=4 gira eje x
y=x/25—7x2/\y=2entre Xx=-3AX=4 gira eje X
y=xAy=x>entre x=0Ax=1 gira eje x
y=2x+1Ay=1-x*entre x=0A X = gira eje x

y=X+4Ay=+/x*—4entre x=4AX=6 gira eje x
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4. METODOS DE INTEGRACION

OBIJETIVO GENERAL.

Capacitar al estudiante para el manejo, con destreza, de las técnicas propias del cédlculo y su
aplicacion a la solucidn de situaciones problémicas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS
M Resolver integrales utilizando fracciones parciales.

M Resolver integrales utilizando integracién por partes

1. Efectué la suma de las siguientes fracciones:

5 8

X—3 X+4

4x _Z

x> +1 X

4 3 8
+ —

x+1 (x+17? (x+12)°

5 3 8
X X-7 x+1

3 5 1
+ +
2Xx-1 7x-3 x-2

2. Halle la primera derivada de las siguientes funciones

f(x) = (5x—3)'e??

f(x) =+/3x* —6x+5 (6x-1)
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f (x) = cos®(4x —3)* x*

El método de integracidon por partes nos permite utilizar la siguiente férmula:

La siguiente idea de la definicidn de integracién por partes fue tomada del autor LEITHOLD™®

Iudv =uv-— jvdu

o“on o, n ., n

Donde tanto “u” como “v” son expresiones en “x
Para demostrar esta férmula partimos de la derivada de un producto:

d(w) =d—uv+ﬂv:> d(uv) = dx*($v+% J:> d(uv) = vdu+udv
X

D (I
()= @y= dx dx  dx xu

Si integramos a ambos lados queda:
.[d(uv) = Ivdu+_[udv
uv = Ivdu + Iudv - judv =uv —Ivdu
La fdrmula de integracidon por partes es:

_[udv:uv—jvdu

En la utilizacion de esta férmula, se busca:
Que U sea un factor simple, que nos permita una derivada “sencilla”.
Y que dVv sea un factor que permita una integral “sencilla”.

18 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 689.
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Pasos para aplicar la formula de integracion por partes

1. Aunade las expresiones le asignamos la letra U .

du
2. Obtenemos. d— derivando; despejamos dX
X

3. Ala expresion restante le asignamos el dv_
4. Obtenemos V integrando la expresion anterior.

5. Reemplazamos en la férmula de integracién por partesa: UV y a Ivdu

6. Efectuamos: J-Vdu-
7. La constante de integracion se coloca después de realizar todas las integrales.
NOTAS:

1. Este método se utiliza principalmente para integrar expresiones que contengan €, In|u|

0 expresiones trigonométricas todas combinadas entre si o con expresiones polinédmicas.
2. e”porlogeneralnuncaes U.
3. In|x| por lo general esU _
Ejemplol
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO."

Resuelva:

J'In\x\dx

¥SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a
ciencias Econdmicas y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.
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SOLUCION

Sea: U= In|x| —du zldx
X

Sea: dv=dx—>v=fdx:>v=x
1

I1n|x|dx = xin|x| —jx—dx
X

J.ln\x\dx = xln\x\ —Idx = xln\x\ —X+C

Ejemplo 2
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD®

Encuentre:

_[ xln\x\dx
SOLUCION

Sea: U=In|x — du= 1dx
X

2
Sea: dv:xdx—>v:J'xdx:>v:X?

2 2
jxln\x\dx = X—ln\x\—jx—ldx
2 2 X
2
len\x\dx = X—ln\x\ —Iidx
2 2

2 2
.[xln\x\dx = X—ln\x\ X e
2 4

% | EITHOLD, Louis. El Célculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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Ejemplo3
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO™

Resuelva:

Ixexdx
SOLUCION
Sea: U=X—du=dx
Sea: dv=e*dx >v= Iexdx = v=e"
jxexdx =xe” —Iexdx
Ixexdx =xe*—e"+¢c
Ejemplo4

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD*

Resuelva:

J’x3eXz dx
SOLUCION
Sea: U= x2 — du = 2xdx

2 2
Sea: dv=xe* dx—>v=IxeX dx

21 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a
ciencias Econdmicas y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.

22 | EITHOLD, Louis. El Célculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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2
V= jxex dx . L
Esta integral se debe resolver por sustitucion
XZ
V= Ixe dx
dz dz
Seaz=x’ = —=2x=>— =dx
dx 2X

La integral queda:
v:J‘xezgzlj'ezdz:ieZ e
2x 2 2 2

X2

1
Tenemos que: V=—¢€

2
Reemplazando en la formula de integracion por partes:

jx‘*e dx_—xe J.;eXZZde
x%e* dx = —x eX xexzdx=1x2eX2 —leX2 +cC
2 2

Ejemplo 5

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD*
Resuelva:

szexdx

SOLUCION
u=x? —du = 2xdx

dv=e’dx >v=e®

23 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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Ixzexdx = x%e* —j2xexdx

I2xexdx Hay que efectuarla por partes:

u=2x — du = 2dx
dv=e*dx >v=ge"
j2xexdx =2xe" —jeXde
Ierde =2xe" —2e”
Ixzexdx =x’e* —2xe* +2e* +c

Ejemplo6

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL*
Resuelva:

Ixz sen xdx

SOLUCION
u=x? —du = 2xdx
dv = senxdx — v = —cos X

Ixzsenxdx = x*(—cos X) —I(—cos X)2xdx
Ixzsen xdx = —x2 cosx+2_[xcosdx

IXCOS xdX Hay que efectuarla por partes:

24 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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U=X—du=dx
dv = cos X — v = senx

jxcos Xdx = Xsen x — _[sen xdx
Jx COS XdX = XSenx — CoS X = XSenx + CoS X

szsenxdx = —X2 C0S X + 2(XSeNnX + COS X) + C = —X* COS X + 2XSeNX + 2C0S X + C

El resultado final es:

.[xz sen xdx = —x? COS X -+ 2XSenX + 2C0S X + C
Ejemplo7

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER®

Resuelva:

J-1nx d
Jx

SOLUCION

u = In|x — du :%dx

1

dv:de: X H2dx —» v =2x"?

X

Imdx =In|x2x*"2 —J.Zx”2 L ax
i :

% HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 798.
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Inx )
“ ldx = 2xM21nx| = 2| x 2dx
Ik X-2f

Imdx = 2x1’21n\x\ —4xY2 4 ¢

I

In(x
|

dx = 2./xInx - 4/x +¢
x

Ejemplo8
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL*®
Resuelva:

_[ e* sen xdx

SOLUCION

U = senx — du = cos xdx
dv=e’dx > v=e"

Iexsenxdx =senxe* — _[ cos xdx

Iex cos xdx. Hay que efectuarla por partes:

U = €oS X — du = senxdx
dv=e’dx >v=e"

Jex Ccos xdx = cos xe* —Jex (—sen x)dx

_[ex cos xdx = e* cos X + Iex sen xdx

% PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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J'ex sen xdx =sen xe* — [ex COS X + J'eX sen xde

Iexsenxdx =e”senx —e* cos X —Iexsenxdx

Para solucionar este ejercicio, hay que despejar la integral Iex sen xdx
jexsenxdx +Iexsenxdx =e”senx —e* cos X

zjexsenxdx =e’senx —e* cos x

1 1 1
jexsenxdx = E(exsenx—eX COS X) = Eexsenx—zeX COS X

X _1 X 1 X
e SenXdX—Ee senx—Ee COSX+C

Ejemplo9
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER*

Resuelva:
IXZEZXJrldX

SOLUCION
u=x2 —du=2xdx

1
dv=e*tdx »>v= Eez”l

J‘X2e2x+1 ;ezxu _J';ezxuzxdx

% HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 800.
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1
J‘X2e2x+1dx _ EXze2x+1 _ J‘e2x+1xdx

Iezx+1xdx . Hay que hacerla por partes.

U=X—du=dx

dV — e2><+1dx SV= 1e2x+l

J'e2x+1xdx — ;e2x+1X_I;e2x+1dX

J'eZX+1XdX — EerX-#l _ léebﬁl — EXGZXH _ EeZX+l
2 22 2 4

1 1
IX292X+1dX — x2@2¥ _ EXez><+1 4 Zezx+1 ic

Ejemplo10

Resuelva

J'x2 cos(2x)dx

SOLUCION
u=x?2, du = 2xdx

dv = cos(2x) = v = %sen(Zx)

Ixz cos(2x)dx = x? %sen(Zx)— I % sen(2x)2xdx = % x2sen(2x) - I xsen(2x )dx

Ixsen(Zx)dx Se debe efectuar por partes
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U=X=du=dx

dv = sen(2x), v = —%cos(Zx)

1 1 1 1
j xsen(2x)dx = - cos(2x)— I -5 cos(2x) = -5 cos(2x)+ n sen(2x)
, 1, 1 1
.[ x? cos(2x)dx = X sen(2x) - (— X cos(2x)+ n sen(2x)j +C

Ixz cos(2x)dx = % x?sen(2x) - (— %cos(Zx)+ % sen(2x)j +C

Ejemplo11l

Resuelva:
Ixs In x2dx

SOLUCION

jx3 In x?dx = ZI X2 In xdx

-

u=Inx, du==dx

dv=x3v=

e

4 4 4
Zj‘x3 In xdx =2 Inxx——jx—*idx =2 X—Inx—EJAXde
4 4 X 4 4

4 4
jx” In x2dx = 2 X—Inx—ix“ +c=x—lnx—lx4 +C
4 16 2 8

Ejemplo12

Dada la region limitada por la curva: y="T1(x)=Inx y el eje x entre x =1
Determine:

a. Eldreade laregion.

y X = €.
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b. El volumen del sélido generado al rotar la regién alrededor del eje “x”.

SOLUCION
Los puntos para la grafica son los mostrados en la tabla.

X 1 15 2 2.5

Y 0 0.4 0.7 0.91 1

La grafica de la regidén se muestra en la siguiente figura:

¥

X=e

Graficade y= f(X)=Inx

A= fln xdx

u=|nx—>du=1dx
X

dv=dx >v=x

A=f|n xdx = xInx—J'x*de= xIn x—x\ =e—e—-1*Inl+1=1unidades cuadradas
X 1
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u=(nx)*> > du=2In x* 2w g
X

dv=dx ->v=x

V= nLe(In x)2dx = z[x(In x)? —jx*ZIn x*)l(dx ]

v = zx(In )? = 2xIn x+ 2x| [© = (e — 2)unididades cubicas

Integracion por fracciones parciales. Una expresidn racional es una expresion de la forma:

La idea es obtener la siguiente integral:

J‘de
Q(x)

Cuando deseamos efectuar una integral de este tipo, pueden suceder tres casos:

1. Que la integral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucién o cambio de
variable (esta forma ya la hemos realizado en clase)

Ejemplol
Resuelva:
2x+1
2L g
X+ X-=7

SOLUCION

wW=Xx2+x-7 d—W:2x+1—>dx: dw
dx 2x+1

W 2Xx+1

'[2x+1 aw IdWW:In|V\4+c:In‘x2+x—7‘+c

Ejemplo2
Resuelva:
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SOLUCION
v=x?+10 ﬂ=2x_>dx:ﬁ
dx 2X
2x dv " vt v 1 1
—5—:jv dv = +C=—+C=——F+C=——"—-+C
Ve 2X -5+1 -4 4v 4(x? +10)
g . . P(X) .
2. Puede suceder también que haya que efectuar primero la divisidn. ﬁ Esta divisién es
X

posible si la fraccidn es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que le
grado del polinomio Q(x). Este tipo de integral ya tuvimos la oportunidad de desarrollar.

Este método ya explicado en la UNIDAD 2.
P(x)

3. Laotra posibilidad seria descomponer, Q(x) En una suma de fracciones simples llamada
fracciones parciales. Esto es posible cuando la fraccién es propia, es decir, el grado del
polinomio P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x). Puede suceder que para
efectuar una integral de este tipo, sea necesario combinar con el método anterior, es
decir, hacer primero la divisién y luego descomponer en fracciones parciales.

Nos interesa desarrollar una metodologia para este ultimo caso. Antes de desarrollar el método,
veamos un ejemplo de suma de fracciones; que es un proceso contrario al método que tenemos
que desarrollar.

Efectuemos la siguiente suma.

2 3
7+7
x-1 x+1

El minimo comun multiplo entre (x-1) y (x+1) es (x-1)*(x+1)

2 N 3 2(x+1)+3(x-1) 2x+2+3x-3 5x-1
x—1 x+1 (X=D(x+1) X +x-x-1 x*-1

Supongamos que nos pide determinar la integral del resultado anterior, es decir hay que obtener.
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dx

ox -1
.[ 2 1
Esta integral no se puede efectuar par ninguno de los métodos conocidos hasta el momento, por
lo tanto debemos descomponer la fraccién en una suma de fracciones mas simples y asi poder
determinar la integral de una expresidn equivalente.

J’ii‘:idxz-"[er} jidx+’f7dx 2In|x—1+3In|x+1+¢

Acd lo hicimos directamente porque conociamos el resultado de las fracciones parciales, a
continuacion vamos a explicar el método para descomponer una fraccion en fracciones parciales.

METODO PARA DESCOMPONER UNA FRACCION EN FRACCIONES PARCIALES

P(x
Para descomponer una expresion QE ;, en fracciones parciales, dicho cambio depende de la
X

naturaleza del polinomio Q(x). Y se debe cumplir ademas que el grado del polinomio P(x) debe ser
menor que el grado del polinomio Q(x), se presentan cuatro casos.

CASO1: Cuando el polinomio Q(x) se puede factorizar como un producto de factores lineales
distintos.

Q(x) = (x—a)(x—b)(x—c)...

Entonces la fraccidn se puede escribir como:

P(x) A B C
= + +
Q(x) x-a x-b x-c
Ejemplo:

Resuelva:

dx

5x -1
J.xz -1

Como no se puede efectuar esta integral directamente, descomponemos la fraccién en fracciones
parciales.
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PROCEDIMIENTO

1. Factorizamos Q(x), sino esta factorizado.

Q(X)=x*-1=(x+1D(x-1)
P(x) _ 5x -1
Q(x) (x+1(x-1)

2. Escribimos la fraccion como una suma de fracciones utilizando todos los factores de Q(x).

5x-1 A N B
(x+D)(x-1) x+1 x-1

La idea es encontrar los valores Ay B

3. Efectuamos la suma.

5x-1  A(Xx-1)+B(x+1)
x+)(x-1)  (x+D(x-1)

Para eliminar los denominadores se multiplica toda la expresién por el m.c.m. de los
denominadores.

. ox=1 e A=) +B(x+1)
I [y M e A A YR

Simplificando queda:
5x—-1=A(x-1)+B(x+1)
4. Como los denominadores son iguales, también lo son los numeradores (los
denominadores desaparecen). lgualamos los numeradores; resulta una identidad.

5x—-1=A(x-1)+B(x+1)
5. Damos valores apropiados a X, los reemplazamos en la identidad; de esta manera
hallamos el valor de cada constante.

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Asignatura trasversal

Matematicas Il

Si, x=1 — 50)-1=Al-1)+B@l+l) —>4=2B —>B=2
Si, x=-1— 5(-1)-1=A(-1-1)+B(@l-1) >-6=-2A—>A=3

6. Reemplazamos los valores obtenido en el paso anterior en cada fraccién y efectuamos la
integral por alguno de los métodos conocidos.

jsz(_idx = (3+ 2jdx=3|nx+]4+2lnx—]4+c
X —_ p—

Ejemplos2
Resuelva:
3x-1
2L
X“—X—-6
SOLUCION
3x-1 3x-1

X2 —x—6 (x—3)x+2)

-1 _ A B :>A(x+2)+B(x—3)
(x-3[x+2) x-3 x+2 (x+2)x-3)

3x—1= A(x+2)+B(x—-3)
Si x=-2=3(-2)-1=A-2+2)+B(-2x-3)=-7=-5B = B=%

S1x=3=3(3)-1=A(3+2)+B(3-3)=8=5A= Azg
3x-1 dx

2 (
Resolver: * X" —=X—6  esigual que resolver:

8/5 7/5)
——+—— |dx
Xx—3 X+2

I ﬂ+7—/5 dx=§ Ldx+Z de=§ln|x—3|+zln|x+2|dx
X—3 X+2 5 x-3 5 x+2 5 5
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Ejemplo3

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL*®

Resuelva:
_[ : 5x+23 dx
X° —2X° —3X
SOLUCION
5x+3 5x+3 5x+3

X?—2x2—3x x(x? —2x-3)  x(x—-3)(x+1)

5x+3 A B C
- =y 4
x(x=3)x+1) x x-3 x+1

5x+3  A(x—3)x+1)+Bx(x+1)+Cx(x—3)
x(x=3)x+1) X(x —3)x +1)

5x +3 = A(x—3)(x +1)+ Bx(x +1)+ Cx(x - 3)
Si x=0=>5(0)+3=A(0-3)x+1)+B(0)0+1)+C(0)0-3)
3=3A=A=-1
Si x=3=>5(3)+3=A(3-3)3+1)+B(3)3+1)+C(3)3-3)

18=+1ZB:>B=§:>B=§
12 2

Si x=-1=5(-1)+3=A(-1-3)-1+1)+B(-1(-1+1)+C(-1)-1-3)

_p-4c=c-"2-c--1
4 2

Se debe resolver la integral:

28 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 441
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-1 3/2 -1/2
j —+— —J. dx+— I—d -= —d
X Xx=3 x+1 X+1
1
infx|+ 2 injx—3 - Zinjx+1/+ C
2 2
CASO2: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores lineales repetidos:

Q) =(x-a)".

Entonces.

PO_ A B _ C
Q(x) x-a (x-a)* (x-a)°

El procedimiento para hallar las constantes A, B y C es similar al descrito en el caso anterior.

Ejemplol

Resuelva

J‘ 2X+5 dx

X% +6xX+9
SOLUCION

Factorizamos el denominador:
X2 +6x+9 = (x+3)x+3)=(x+3)?
Por lo tanto:

2X+5 A B A(x+3)+B
2 = + 2 = 2
x> +6x+9  Xx+3 (x+3) (x+3)

Igualando los numeradores queda:

2x+5=A(x+3)+B
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Damos valores a x:

Si, x=-3->2(-3)+5=A(-3+3)+B—>-1=B

Reemplazamos el valor de B y damos otro valor a x:

S, x=0-2(0)+5=A0+3)-1->5=3A-1>A=2.

; Entonces,

2x+5 2 1
x> +6x+9 Xx+3 (x+3)
Luego
J.zzxidx:j 2 1 - dx =2In\x+3\+i+c
X2 +6X+9 x+3 (x+3) X+3
Ejemplo2
Resuelva:
I 3x® —8x+13
X3+ x> —5x+3

SOLUCION

El estudiante debe comprobar que:

2_
j3x 8x+18 &« R:A=4 B=_1 C=2

(x+3)x-1)

Y debe terminar el ejercicio hasta resolver las integrales que resultan.
Ejemplo3

Resuelva:

jzggdx R:A=1 B=3
X" —0oX+
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Ejemplo4

Resuelva:

2x% —11x+18
[EESESLI

X2 —6Xx+9

CASO 3: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos irreducibles
distintos:

Q(x) = (ax? +bx+c)(dx? +ex+ f )(gx? +hx+i)..
Entonces P(x)/Q(x) se puede descomponer en:

P(x) Ax+B N Cx+D N Ex+F
Q(x) ax®*+bx+c dx*+ex+f gx®+hx+i

CASOA4: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos repetidos.

Q(x) = (ax® +bx+c)’

Entonces:

P(x) Ax+B Cx+D Ex+F
T a2 + 7T 3
Q(x) ax®+bx+c (ax®+bx+cf (ax®+bx+c)

Ejemplo

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HEUSSLR*
Resuelva:

I —2X—4 dx

X2+ X% + X

% HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 806.
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SOLUCION

Factorizando el denominador, queda:

X+ %%+ x=X(x? + x+1)
Que corresponden a un factor lineal y a un factor cuadratico, entonces, la fraccidon queda:

—-2X—-4 A Bx+C

7—)2 =t o1
XIX“+X+1) X X +x+1

—2x-4  AX*+x+1)+(Bx+C)x
x(x? +x+1) x(x? +x+1)

—2x—4= A2 + x+1)+(Bx+C)x

Si x =0=-2(0)—4 = A(0) +(0)+1)+ (B(0)+C)0)
—4=A=A=-4

Como el factor (X2 + X+1) no da cero en los reales, se debe dar dos valores a X y al mismo

tiempo reemplazar el valor A =—4resultando un sistema de ecuaciones 2 X 2.
Si x=1y A=—4=-2(1)—4 =41 +(1)+1)+ (BQ)+C))
-6=-12++B+C = B+C =6 ecuacion 1
Six=2y A=—4=-2(2)-4=—4(2) +(2)+1)+(B(2)+C)2)
—8=-28+4B+2C = 4B + 2C = 20 Ecuacion 2

Se debe solucionar el sistema:
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B +C =6 ecuacion 1
4B +2C = 20 Ecuacion 2

SOLUCION DEL SISTEMA 2 X 2

B+C =6 ecuacion 1* -2

4B + 2C =20 Ecuacion 2 *1

-2B-2C=-12

4B+2C =20

Sumando término a término las dos ecuaciones anteriores

-2B -2C =-12

4B +2C =20
2B + 0 =8

Solucionado la ecuacidn que resulta, tenemos que:

28:8:>B=§:>B=4

Reemplazando B =4 en la ecuacion 1
B+C=6ecuacion 1=>4+C=6=>C=6-4=C=2

Tenemos que:

J'ﬂd =I—dX J‘ 4x+2

x¥+x%+x X% + X +1
+2
La integral: J‘gldx se debe resolver por sustitucion:
X"+ X+
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Sea u = x2 +x+1oI =2X+1= du = dx
dx 2X+1
j 4x+2 J-4X+2 du =,[2(2X+1) du :Igdu=ZIHU=2|n‘X2+X+]-‘
x? +x+1 u 2x+1 u 2x+1 -“u

j#dx:j(_—4+z4x—+2de=—4ln|x|+2In‘x2+x+ﬂ+c
X7+ X"+ X X X +x+1

EJEMPLOS VARIOS

Ejemplol
Resuelva
I 3x+1

zidx
X° —7x+10

SOLUCION
Factorizando el numerador:

x? —7x+10 = (x—2)(x —5)
Los factores son lineales diferentes. La fraccién queda:

3x+1  3x+1 A+ B
x?-7x+10 (x-2)(x-5) x-2 x-5

x+1 A B
(x-2)x-5) x-2 x-5

Multiplicando por: (x —2)(x —5)

3x+1 A B
(x—2)x—-5)* (x—2)(x—5):(x_2)(x_5)x—2+(x_2)(x_5)x—5

3x+1= A(x-5)+B(x-2)
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Dando valores a x.

x=2=3(2)+1=A2-5)+B(2-2)=>7=-3A= A:—;

x=5=305)+1=A(5-5)+B(5-2)=16=38B =B =1§

Se debe resolver:

.[ 3x+1 dX—J‘[ 713 16/3]d

x? —7x+10 X—2 Xx-5

Las integrales: — z —d I—dx se deben resolver por sustitucion, el resultado es:

I 3x+1 _

x? —7x+10
7 idx 16 —dx = —zln(x—2)+1—6ln(x—5)+C
3 x-2 37 x- 3 3

Ejemplo2
Resuelva:

4x% +2x* +8x+8

_[ 4 dx
X" —16

SOLUCION

Factorizando el denominador:
x* =16 = (x? +4)x? —4) = (x* + 4 x+2)x—2)

x?> +4 Es un factor cuadratico irreducible
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(x+2)x—2) Son factores lineales diferentes
La fraccidn queda:

4x3‘+2x2+8x+8_4x3+2x2+8x+8_Ax+B+ c , D
x* —16 x* —16 X*+4 Xx—-2 Xx+2

Multiplicando por: (X2 + 4XX -2)(x+2)

La expresidn queda:

4x3 +2X% +8X +8 = (A + B)X — 2)(x + 2)+ C(x? + 4 x + 2)+ D(x? + 4)x - 2)

x=2=>4(2) +2(2) +8(2)+8=+C((2) +4)(2)+2)
64=32C=C=2
x=-2=4(-2) +2(-2) +8(-2)+8=+D(-2) +4)(-2)-2)
32— 32D=D-1

ReemplazamosD =1,C=2conx=0

4(0)° +2(0)? +8(0) + 8 = (A(0) + BY(0) — 2)(0) + 2) + 2((0)? + 4)(0) + 2)+1((0) + 4)(0) —2)
8=-4B+16-8=B=0

Reemplazamos D=1,C=2conx=1

4(1)% +2(1)? +8(1) + 8 = (A®) + (0N (W) — 2)X() + 2)+ 2((W)? + 4)(D) + 2)+1((M)? + 4((1) —2)
22— 3A+30-5=A=1
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Tenemos que:

4x° +2x% +8x+8 X 2 1
I 4 dX:I 3 to— dx
X" —-16 X“+4 X-2 X+2

= ;In(x2 +4)+2In(x—2)+In(x+2)+C

Ejemplo3
Resuelva:

3x® +6x> - 27
[IreC -2,

x* —9x?
SOLUCION
Factorizando el denominador:
x* —9x% = x?(x? —9)= x*(x—3)(x +3)
La fraccion queda:

3x¥+6x2-27 A B C D

x?(x —3)x +3) x T x Tx=3 " x+3

Multiplicando por: X* (X N BXX + 3)

La identidad queda:
3% +6x° — 27 = AX(x —3)(x +3)+ B(x — 3)(x + 3)+ Cx*(x + 3)+ Dx*(x - 3)
Asignandole valores a x:

x:0:>3(0)3+6(0)2—27=B(O—3)(0+3):>B:_297:> B=3

108

x=3=3(3)° +6(3)2 -27=C(3)’(3+3)=C A =C=2
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x=-3=3(-3)° +6(-3)* - 27 =D(-3)*(-3-3)=D = _:j: D=1

ReemplazamosB=3,C=2,D=1conx=1
3(1)% +6(1)% — 27 = A()(1—3)1+3)+3(1—3)1+3)+ 2(1)*(1+3)+1(1)*(1-3)

-18=-8A-24+8-2= A=0

Integral a resolver:

3 2
Iw dxzj(er X23+1de=—3+2|n(x—3)+|n(x+3)+C

x* —9x® X’ X+3 X

Ejercicios de autoevaluacion

Utilizando integracion por partes resuelva:
n Ix“ In x*dx
l I X+/3x +8 dx

Utilizando fracciones parciales resuelva las siguientes integrales:

5
W | — dx
J.2x2—x—10

J‘ 5x -1
25x% + 70x + 49
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Ejercicio de auto evaluacion

Utilizando integracion por partes resuelva:
2
I J'(x +e? ) dx

l J'x“ Cos xdx

Utilizando fracciones parciales resuelva:

J- 8x% +8x+9
2x% —5x% —3x

47x® — 268x* +51x —102
I 4 3 2 dx
5x* —26x° +20x° —78x +15

x/3

Sea la region limitada por la curva: Yy =3xe* " “entre X=0AX=9

a. Determine su area.
b. Determine el volumen cuando la regidn gira en torno al eje x.

Resuelva Las siguientes integrales

- J.(x3 - 2x)exdx

j?xz cos xdx

2
jl9x +48 dx

X3 +16x

Icot *(5x)dx

I x-1
25x2 +30x+9
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X3 + X
Ixe Inx? dx

Ix4sen(9x) dx

X3
—_dx
j \/49— X2
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Con los conceptos de antiderivada 6 integracidn y las técnicas bdsicas de integracién, se alcanza

una interrelacion con otras areas del conocimiento, que permiten abordar tematicas generales del
saber especifico en el campo profesional.
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