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1. MAPA DE LA ASIGNATURA

[ ECUACIONES DIFERENCIALES J

v

Las ecuaciones diferenciales abren espacios para que el estudiante pueda vivir nuevas
experiencias matematicas y pueda manipular directamente los objetos matematicos
dentro de un ambiente de exploracidn cientifica y cotidiana.

v

OBJETIVO GENERAL
Estudiar los conceptos del calculo y los fundamentos basicos de las ecuaciones
diferenciales aplicados a la fisica, la economia, administracién y mercadeo como
modelos de representacion de diversas situaciones problémicas que involucren
relaciones de cambio entre las variables.

/

v

/ OBIJETIVOS ESPECIFICOS \

® Estudiar la aplicaciéon de técnicas basadas en los conceptos del célculo como

modelos de representacion y de resolucion de situaciones problémicas del saber
especifico.

# |Incursionar en el estudio de los fundamentos de las ecuaciones diferenciales

como un modelo matemdtico que complementa, representa y modela diversas
situaciones problémicas.

- : : _J
/ UNIDAD 1 \ / UNIDAD 2 \

Realizar las Construir
operaciones de modelos de
introduccion al ecuaciones
calculo diferenciales de

situaciones reales

. / o /
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2. APLICACIONES DE FUNDAMENTOS MATEMATICOS

OBJETIVO GENERAL

Aplicar herramientas fundamentales de introduccién al calculo como son logaritmos, trazados de
curva, derivacién e integracion.

No hay trazado de curvas en el médulo.

El objetivo especifico 1 del mddulo que corresponde al objetivo general de la primera unidad dice:
Estudiar la aplicacién de técnicas basadas en los conceptos del cdlculo como modelos de
representacion y resolucién de situaciones problémicas del saber especifico.

OBIJETIVOS ESPECIFICOS

# Formular de manera sistemadtica un problema de derivacién

# Solucionar problemas de logaritmos. (No hay ejemplos desarrollados de logaritmos, ni de
problemas de logaritmos).

# Conocer en qué consiste el trazado de curvas. (No aparece en el desarrollo de contenidos).

#* |dentificar las herramientas y métodos de la integracion.

Prueba Inicial
1. Plantee en un parrafo lo que usted entiende por calculo diferencial e integral

Elija la respuesta correcta a la siguiente cuestion, encerrando en un circulo la letra
correspondiente:

2. ¢Qué es calculo integral?

a. Proceso de integracion.

b. Proceso de Antiderivacion.

c. Calculo de aérea.

d. Esun proceso matematico que estudia la integracién y la antiderivacion.

3. Intente una explicacion clara y concisa, sobre: ¢ Qué es un logaritmo?

4. En la columna A encontrara términos de los métodos graficos y los métodos simples; en la
columna B encontrara conceptos. Coloque en el paréntesis de A la letra de B que le corresponda
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TERMINOS
( ) Variable independiente
() Parametro a.
() Calculo diferencial b.
C.
d.

CONCEPTOS

Como funcién matematica, es una
cantidad a la cual el operador puede
asignarle un valor arbitrario, se distingue
de variable, la cual puede tomar sélo
aquellos valores que haga la funcidn
posible

Son todos aquellos factores o elementos
gue explican un fenémeno o la conducta
del fenémeno.

Estudio de cémo cambian las funciones
cuando cambian las variables

Procedimiento matematico para analizar
la informacién de un dato.

2.1. Logaritmo

Es la funcion inversa de la exponenciacién. Con la utilizacion de los logaritmos, los proceso de

multiplicacidn, divisidn y elevacidn de potencias y extraccidn de las raices entre los nimeros reales

se simplifica notablemente.

Propiedades de los logaritmos.
#* No existe el logaritmo con una base negativa.
# No existe el logaritmo de un nimero negativo

* No existe el logaritmo de cero

El logaritmo de 1 es igual a cero
log. 1=0

El logaritmo en base a dé a es uno
log.a=1

El logaritmo en base a de una potencia en base a es igual al exponente

log_a™=n

#* Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores.
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logu(x}r} = ]'Dgﬂ x + ]'Dgﬂ }:r

# El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo el
divisor

x
log, el log x—log_ v

* El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo de a
base.

log x" =nlog_ x

# El logaritmo de una raiz es igual al cociente entre el logaritmo del radicando y el indice de
la raiz.

e 1
log x= - log, x

# Cambio de base:

log, x

1 =
08 % log, a

Ejercicios del Tema 1 — Logaritmos
Aplicando las propiedades de los logaritmos, realice las operaciones indicadas a continuacion:

log, 40 =

log, 45 =

log, 45 — log, 15 =

log, 12*

log. -

08371~

log 25 =

log, 25 —log,32 =

log,15 —log, 11 =
log, 35 +log,19 =

10, log, 23 +log,9 =

L 0o N o Uk WDN R
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11, 2log, 12+ 7log,9 =
1y 6log, 18 +9log, 21 =
16log, 21 +8log, 22 =
10

log, — =
14, 082713
21

log, — =
15. 8235

2.2. Diferenciacion

Calculo Diferencial es una de las ramas de las matemadticas que estudian cdmo cambian las

13

funciones cuando las variables cambian.

Diferenciacion es utilizada para determinar el cambio que se efectia como resultado de una
modificacién de una variable, si esta se encuentra en una relacién matematica entre dos objetos.

Derivacion: La derivada es una funcion y estd puede ser diferenciable, se habla de una segunda de
deriva cuando esta se puede llegar a derivar por segunda vez, y asi sucesivamente.
mx.answers.yahoo.com.Calculo Diferencial e Integral

Notacidn Para derivar una funcion se deriva colocando a la funcién una comilla.

Ejemplo:

F(X)=8X> +16X>+ 12X - 10

F'(X)= 24X° + 32X + 12

Para derivar se le resta un unidad al exponente y la expresiéon del exponente baja para ser
multiplicada por el coeficiente.

Puntos criticos:

Es un punto donde no se encuentra derivada o un punto extremo a 6 b del dominio de la
definicién de la funcion.

Si la segunda deriva tiene un valor positivo se denomina minimo local; y es negativo es un maximo
local; si toma un valor de cero es un punto de inflexién. Estos pueden ser utilizados en
optimizacion.
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Derivadas especiales
1. F(X)= E*su derivada es F'(X)= EX
2. F(X)= LN X su derivada es F'(X)=1/X

Funciones Trigonométricas

w

F(X)= SENX su derivada es F’(X)= COSX

4. F(X)=COSX su derivada es F'(X)=-SENX

5. F(X)=TANX  suderivadaes F(X)= SEC’X

6. F(X)=CSCX su derivada es F'(X)=-CSCX COT X

7. F(X)=SECX su derivada es F'(X)= SECX TAN X

Hay muchas definiciones matematicas, utilice el pié de pagina con mas frecuencia a lo largo del
desarrollo del médulo.

F(X)= COTX su derivada es F'(X)=-CSC*X

FISICA
1. Lavelocidad es la derivada, con respecto al tiempo, de la posiciéon de un objeto.

V(T)=dx/dt

1. Laaceleracidn es la derivada, con respecto al tiempo, de la velocidad de un objeto.
A(T)=dV/dt
2 LaSobreaceleracién es la derivada, con respecto al tiempo, de la aceleracion de un objeto.
S(T)=da/dt
Reglas de la derivada

1. Derivada de la Linealidad
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(aF (x) +bG(x))'=a F'(x) + b G'(x)

2. Derivada de la potencia

F(x) = x" su derivada es F(x) = nx""

3. Derivada del producto
(FG)'= F'G +FG’
4. Derivada del cociente
(F/G) =(FG-FG) /G’
5. Regla de la cadena
Si F(X) = H (G(X))
Entonces F'(X) = H" (G(X)) * G'(X)
Ejercicios del Tema 2 Derivacién

1. Dadas dos funciones aplicar las operaciones como son suma, resta, producto, cociente y
cadena

F(X)= 2X> —6X2 + 5X +11 y G(X)=5X> = 7X2 + 2X +4

F(X)= 6X3—8X*+ 9X +12 y G(X)= 15X° — 17X% + 12X +14
F(X)= 6X3—12X* + 15X 421 y G(X)= 25X> — 19X> + 32X +44
F(X)= 7X> = 16X° + 35X +41 y G(X)= 15X> — 21X* + 32X +5
F(X)= 21X = 14X* + 17X +19 y G(X)= 35X> = 72X’ + 42X +49
F(X)= 25X —16X> + 18X +21 y G(X)= 55X —57X* + 36X +48

S Do o 0 T o

2. Determinar maximos y minimos

F(x)= -2X*+ 3X - 21
F(x)= 6X*+ 12X - 125
F(x)= -23X*+ 43X - 213
F(x)= -25X*+ 63X -121
F(x)= -2X2+ 3X - 21

® oo oo
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Aplicaciones:

Teniendo los puntos C y K estan situados uno frente al otro y en lados opuestos de un rio
recto de 250 mts. de ancho. El punto m esta a 540 mts. de k y en su misma orilla. Una
empresa de celulares tiene sus cables desde C hasta m. Si el costo por metro de cable es el
15% mads caro bajo el agua que por tierra. ¢Cémo se debe tender el cable, para que el
costo total sea minimo?.

éCudl es la velocidad que lleva un automévil que se mueve segln la ecuacidn c(t)=5t*
7t+12 en el cuarto segundo de su recorrido? El espacio se mide en metros y el tiempo en
segundos.

Se tiene que un fondo de inversién genera una rentabilidad que depende de la cantidad de
dinero invertida, segin la formula: R(x)=-0.15x°+0.18x-7 donde R(x) representa la
rentabilidad generada cuando se invierte la cantidad x. Determinar, teniendo en cuenta
que disponemos de $500.000:

a) Cuando aumenta y disminuye la rentabilidad

b) Cuanto dinero se debe invertir para obtener la méxima rentabilidad posible.
c) Cual sera el valor de dicha rentabilidad.

D. Se tiene que un fondo de inversién genera una rentabilidad que depende de la
cantidad de dinero invertida, segin la férmula: R(x)=0.002x’+0.03x-9 donde R(x)
representa la rentabilidad generada cuando se invierte la cantidad x. Determinar,
teniendo en cuenta que disponemos de $1.500.000:

a) Cuando aumenta y disminuye la rentabilidad

b) Cuanto dinero se debe invertir para obtener la maxima rentabilidad posible.
c) Cual sera el valor de dicha rentabilidad.

a.
b.

E. Un bus se desplaza a una velocidad que, entre las 2 y 4 horas, viene dada por la
expresion v(x)= (6-2x).e”, donde x es el tiempo en horas y v(x) es a velocidad en cientos
de kildmetros. Hallar en qué momento del intervalo 2 a 6 circula a la velocidad
maxima y calcular dicha velocidad. Calcular:

¢En qué periodos gano velocidad y en qué periodos se disminuyd?
¢Se detuvo alguna ocasién?
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2.3. Trazado de curvas

Valores maximos y minimos de una funcion real.

Sea una funcién de una variable real y sea c € al dominio de la funcion.

+*

+*

*

Si f(c ) es un valor maximo relativo de la funcidn, si existe un intervalo abierto | que
contiene a C tal que: F(C) = F(X)

Si f(c ) es un valor minimo relativo de la funcidn, si existe un intervalo abierto | que
contiene a Ctal que: F(C) < F(X)

Si f(c ) es un valor maximo absoluto de la funcidn, si contiene a C tal que: F(C ) 2 F(X)

Si f(c ) es un valor minimo absoluto de la funcién, si contiene a C tal que: F(C ) < F(X)

A los valores maximos y minimos se denominan extremos relativos.

2.3.1. Extremos Absolutos

Teorema

Toda funcidn continua dentro de un intervalo cerrado tiene extremos absolutos (minimos

absolutos y maximos absolutos)

Criterio de la primera derivada

Me permite observar el crecimiento o el decrecimiento de una curva.

Teorema de Rolle

Sea f una funcién de una variable real que satisfaga las siguientes propiedades:

a.
b.
C.

Es una funcién continua dentro de un intervalo cerrado [a,b]
Es una funcién derivable dentro de un intervalo abierto (a,b)
F(a)=F(b)=0

Por la tanto existe un punto c € (a,b). Tal que F'(c) =0
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Teorema de criterio para crecimiento y decrecimiento

Sea una funcidn de variable continua en [a,b] y derivable en (a,b)

# Si la funcién derivable es F'(C )>0 para todo x€ (a,b) entonces la funcién es creciente en
[a,b]

#* Sila funcidn derivable es F'(C )<0 para todo x€ (a,b) entonces la funcién es decreciente en
[a,b]

Teorema de Criterio de la primera derivada para extremos relativos

Sea una funciéon continua dentro de un intervalo, donde a, b y ¢ son puntos del intervalo, tales que
a<c<b ycun punto critico F (F(C)=0 o esta no existe).

a. SiF’(X)>0 paratodo x en (a,c) y F'( X) <0 para todo x en (c,b), entonces, F(C ) es un maximo
relativo.

b. SiF’(X) <0 paratodo x en (a,c) y F'( X) >0 para todo x en (c,b), entonces, F(C) es un minimo
relativo.

c. Si F'(X)>0 para todo x en (a,c) y F’( X) >0 para todo x en (c,b), entonces, F(C ) no es un
extremo relativo.

d. Si F'(X) <0 para todo x en (a,c) y F'( X) <0 para todo x en (c,b), entonces, F(C ) no es un
extremo relativo.

Teorema de Criterio de la segunda derivada para concavidad y punto de inflexién

a. Lacurva se encuentra por encima de la recta de la tangente, o es una funcidn con respecto
a la segunda derivada F"’(X) >0 es una curva de concavidad hacia arriba.

b. La curva se encuentra por debajo de la recta de la tangente, o es una funcidn con respecto
a la segunda derivada F"’(X) <0 es una curva de concavidad hacia arriba.

c. Cuando F’(C)=0 O no existe son candidatos a punto de inflexion.
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2.3.1.1 Asintota

Si la distancia entre una recta y el punto de desplazarse en N de una curva esta presenta una
tendencia a cero, mientras el punto N tiende a infinito se dice que es una Asintota de la curva.

Clasificacion de las Asintotas

# Asintota Vertical Ocurre cuando la funcién racional vy esta reducida a su minima
expresion, todos aquellos valores de x que anulan al denominador. (rectas paralelas a y).

# Asintotas Horizontales rectas paralelas al eje de las x

# Asintotas Oblicuas Sea N(x,y) un valor de un punto que se desplaza a lo largo de una
curva al infinito y suponga que la curva tiene una asintota oblicua que forma un angulo
alpha (a) con el eje de las x y su ecuacion lineal esy=mx + b

Ejercicios Tema 3 - Trazado de curvas

De lo siguientes ejercicios encontrar maximos y minimos, concavidad y hacer las graficas

1. F(X)=2X*—12X>+21X* -25X +24

2. F(X)=31X*=22X3+21X* -24X +18
3. F(X)=12X*=17X? - 19X* -35X +5

4. F(X)=23X*=27X3 - 11X* -15X +17
5. F(X)=32X*-47X3 - 59X? -55X +65
6. F(X)=35X"=27X> - 19X* -41X +15
7. F(X)=36X"=55X> - 49X -25X +89
8. F(X)=22X*-11X> - 17X* -15X +23
9. F(X)=12X*-47X> - 55X* -25X +61
10. F(X)= 11X* = 17X> - 67X -15X +62
11. F(X)= 22X* - 14X3 - 45X? -35X +165
12. F(X)= 13X* = 24X3 - 29X* -36X +266
13. F(X)= 17X* = 37X’ - 39> -17X +365
14. F(X)= 33X* — 25X3 - 12X* -32X +546
15. F(X)= 35X* = 21X> - 11X* -52X +87
16. F(X)= 36X" = 43X> - 17X -51X +95
17. F(X)= 42X* = 56X> - 12X? -45X +32

18. F(X)=33X* - 78X° - 23X -51X +321
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19. F(X)= 35X* - 79X° - 25X?-15X +234
20. F(X)= 31X* - 80X - 27X* -21X +432
21. F(X)= 34X" = 31X® - 19X* -22X +65

22. F(X)= 37X* - 46X3 - 29X -23X +455
23. F(X)= 38X" —47X? - 39X -24X +655
24. F(X)= 39X* - 57X° - 49X -52X +651

2.4. Integracion

El calculo integral se encarga de la operacién inversa de la derivada, es decir, el incremento en la
variable de una unidad con respecto a la funcidn inicial. Su notacién es |.

2.4.1.1 Integracion Indefinida

Es el conjunto de todas las funciones de una funcidn F(x) . Esta se representa por:
JF(x)dx=X""/n+1 +C
Ejemplos:

1. [dx=x+c

2. [xdx=x*/2+ ¢

Integracion Inmediata
Es aquella en la cual su resultado se puede efectuar por cdlculos mentales.

Propiedades de la integral indefinida
Estas son las principales propiedades de la integracion:

1. La integral del producto de una constante por una funcidn es igual al producto de la
constante por la integracion de la funcion.

ch(X}dx —c jF(c}dx

1. Laintegral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de las funciones
sumando.
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f(m:x} + G(x))dx = f F(X)dx + j Glx)dx

2 La integral de una diferencia de funciones es igual a la diferencia de las integrales de las
funciones del minuendo y del sustraendo.

f(p(x} — G(x))dx = j F(X)DX — j G (X)dx

Métodos de Integracion
1. Integracion por descomposicion en sumandos

Este método consiste en descomponer en sumandos la integral a resolver aplicando las
propiedades anteriores.

J‘(x—l}zcix= j{x2—2x+1}dx=szdx—2jx+jdx

= 41+
=——x" c
3

2  Integracidn por cambio de variable o sustitucion

Consiste en tomar una nueva variable x, tal que x=H(x) sea una funcién continua y que esta
admita una funcién inversa: x=g’(x). Quedando asi:

I = J F(G(X)) = G'(X)dx

De esta forma se ha modificado en una nueva integral.

Ejemplo

Solucién

Cambio de variable
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y=x-3y dy=dx

dx dy _a
=S SN

1
(X-3)

I—_l-I-C Y—|—C +C

3 Integracion por Partes

Sean u y v dos funciones variables en un intervalo cerrado [a,b], entonces:

juriv=u*v— jvdu

Integracion definida

Es un concepto en el cual se define el valor de las dreas limitadas por rectas y por curvas.

Formula
h

f Flx) = F(b)— F(a)

Propiedades de la integral definida

Toda integral extendida a un intervalo de un solo punto [a,a] es cero.
Cuando la funcidn F(x) es mayor que cero, su integral es positiva.
Cuando la funcidn F(x) es menor que cero, su integral es negativa.

* & + &

La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales tomadas por
separado.

&

La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante por la
integral de una funcién.

#* Al permutar los limites de una integral, estos cambian de signo

# Dados tres puntos como son a<b<c, estos cumplen una integracién por trozos.

b

|

F(X)dx + L F(X)dx = J;EF(:(}dx
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TABLA DE INTEGRALES
Ver en internet la pagina

http://www.clases-particulares-de-matematicas.com/Integrales/Integrales/index-integrales.html
Actividad

¢Haga un ejemplo de Logaritmos aplicado a finanzas?
¢Realice un ejemplo de trazado de curvas aplicado a la economia?

3. ¢Realice un ejemplo de derivacion con la primera derivada y segunda derivada aplicado a
la administracion?
¢Realice un ejemplo de integrales con los métodos aplicado a la ingenieria?

5. El estudiante debe realizar un proyecto aplicando uno de los temas y analizar si es viable o
no teniendo en cuenta el analisis de calculos y graficas.
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2.5. Relacion con otros Temas

Los temas programaticos de las matematicas en las ensefianzas de la fisica, la geometria, la
biologia, la economia y la administracion deben hacer hincapié fundamental a utilizacién de los
diferentes métodos cuantitativos de analisis, en los que el alumno se vea involucrado a la solucidn
de problemas, y sepa identificar la naturaleza de los mismos y sus premisas, reconocer la
informacidn que se dispone y como aplicarla para encontrar los mejores resultados e interpretarla.

Cuando se desea abordar un factor de cualquier disciplina o sector econémico, como una situacién
bajo estudio se desea observar la variacion de las diferentes variables que relacionan una con otra,
las cuales se parte de ideas o de la identificacion de un problema especifico y por medio del disefio
de modelos matematicos se llega a identificar las causas que lo generan vy las soluciones que me
permiten tomar la mejor decisiéon para la soluciéon de una situacién dada que me permita dar
soluciéon a un problema y que estd pueda ser aplicada a otros problemas.

Se puede concluir que las ecuaciones diferenciales es una de las herramientas matemadticas que

permiten dar soluciones a problemas de los campos de la fisica, la geometria, la biologia, la
economia y la administracién principalmente.
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2.7. Fuentes Digitales

Se deben manejar las normas APA

matematicas.udea.edu.co/~jescobar/
www.matematicas.unal.edu.co/cursos/./ecuadif.html
copernico.escuelaing.edu.co/ceciba/facultad./upload//ECDI.pdf
copernico.escuelaing.edu.co/ceciba/facultad./file/./EDPA.pdf
fisica.udea.edu.co/Docs/CNM-305.htm
copernico.escuelaing.edu.co/ceciba/facultad.../upload/.../ECDI.pdf
cienciasbasicas.lasalle.edu.co/.../ecuaciones-diferenciales.html
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