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1. MAPA DE LA ASIGNATURA

[ MATEMATICAS IIl (ALGEBRA LINEAL) ]

v

PROPOSITO GENERAL DEL MODULO

El algebra lineal es una herramienta de uso cotidiano en la elaboracion de disefios y la implementacion y desarrollo de
proyectos. El manejo de la conceptualizacion y aplicacion de este modelo permitird un ejercicio versatil de la accion

en las diferentes dreas del conocimiento.

v

OBJETIVO GENERAL

Analizar la representacion matricial del modelo lineal para la optimizacion del manejo operativo del mismo,

describiendo las técnicas matriciales para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales y modelando situaciones
reales por medio de sistemas de ecuaciones con sus respectivas soluciones.

v

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Analizar las caracteristicas y la forma de los sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas,
explicando los diferentes métodos utilizados para la solucién de los mismos (Métodos: Reduccion, igualacion,
sustitucién y grafico) y aplicarlos en diferentes situaciones problémicas.
Interpretar el concepto de matriz, entradas de una matriz, orden de una matriz, matriz cuadrada, entre otros y
algunos tipos de matrices especiales, identificando, también, las caracteristicas que deben cumplirse para que
dos matrices puedan ser iguales, asi como la explicacién de las diferentes operaciones que pueden efectuarse con
matrices.
Desarrollar las técnicas analiticas para solucionar sistemas de ecuaciones lineales en forma matricial, explicando,
ademads, en qué consisten los sistemas consistentes e inconsistentes y el algoritmo para la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales por los métodos: Eliminacién Gaussiana, Eliminaciéon Gauss — Jordan, Matriz inversa y
determinantes.
Desarrollar las técnicas que permitan la manipulacién de vectores en R2 y R3, calculando, ademas, la norma y los
angulos directores de un vector, las diferentes operaciones con vectores; determinando, también las diferentes
ecuaciones de una recta en el espacio, la ecuacion de los diferentes planos, las ecuaciones de una recta en el
espacio y la ecuacidn de un plano en el espacio, la forma de graficarlos y cdmo se identifican los planos paralelos.

A 4 \ 4 \ 4 \ 4
UNIDAD 1 UNIDAD 2 UNIDAD 3 UNIDAD 4
Solucién de sistemas de
Solucion  de  sistemas de Matrices ecuaciones lineales Vectores, rectas y
ecuaciones lineales utilizando técnicas planos en el espacio
2X2 .

matriciales. y aplicaciones
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2. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 2 X 2

OBIJETIVO GENERAL

Analizar las caracteristicas y la forma de los sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con
dos incdgnitas, explicando los diferentes métodos utilizados para la solucion de los mismos

(Métodos: Reduccion, igualacién, sustitucion y grafico) y aplicarlos en diferentes situaciones
problémicas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

% Describir las caracteristicas de los sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con

dos incdgnitas.

® Solucionar ecuaciones lineales con dos incdgnitas, utilizando los métodos de: Reduccidn,

igualacidn, sustitucidn y grafico; se explica, ademas, la forma de enfrentarse a diferentes

situaciones problémicas que se resuelven planteando sistemas de ecuaciones lineales con
dos incdégnitas.
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ALGEBRA LINEAL

contiene

y

Sistemas de ecuaciones
lineales 2x2

Grafico i «4—| Métodos de solucidn Determinantes

Igualacién Sustitucién Reduccién
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1. Grafique la siguiente funcion:

x y=flx)=2x+3 ¥ Creciente o decreciente
y porqué

-3

—2

-1

1]

1

2

3

2. Grafique la siguiente funcion:

x y=flx)=—4x+5 ¥ Creciente o decreciente
y porqué

-3

—2

-1

0

1

2

3

3. Enun mismo plano cartesiano grafique las dos siguientes lineas rectas e indique las
coordenadas del punto de corte:

y=—4x+5 rny=-2x+5

1. En mismo plano cartesiano grafique las dos siguientes lineas rectas e indique las
coordenadas del punto de corte:

y=x4+3ANy=—x+4+9
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2. En un mismo plano cartesiano grafique las dos siguientes lineas rectas e indique el punto
de corte de ambas rectas.

y=2x+1Ay=-2x+1

SISTEMA DE ECUACIONES:

“Es la reunion de dos o més ecuaciones con dos o mas incégnitas”* BALDOR |

Un sistema de ecuaciones consiste en varias ecuaciones con varias incégnitas. Cuando el sistema

tiene dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas recibe el nombre de sistema lineal 2X2.

2x+3y=-5
x+4y=-10

Por ejemplo: El sistema { Es un sistema 2X2

Solucionar un sistema 2X2es encontrar las parejas X /A ¥ que al reemplazarlas en la ecuacién

se obtiene una identidad, es decir una igualdad verdadera:

Al solucionar un sistema de ecuaciones puede suceder:

e Que el sistema tenga una unica solucion, en este caso se encuentra un valor para cada
incoégnita.

e Que el sistema no tenga solucidn, esto se presenta cuando en el proceso de solucién del
sistema se llega a una igualdad falsa. No hay valor para cada incégnita que al
remplazarlos en cada ecuacion produzca identidades.

¢ Que el sistema tenga infinitas soluciones, esto se presenta cuando en el proceso de
solucién del sistema llegamos a una igualdad verdadera (o a una identidad). Existen
muchos valores para cada incégnita que al remplazarlos en cada ecuacion se producen
identidades.

! BALDOR. Aurelio. Algebra. Madrid: Editorial Mediterraneo. p. 320.
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2.3.1. Métodos de solucion de sistemas lineales de dos ecuaciones con dos
incognitas o sistema 2x2.

Para solucionar sistemas 2x2, se utilizan cinco métodos diferentes que son:

Método grafico.

Método por igualacion.

Método por sustitucion.

Método por reduccion.

Método por regla de Cramer o determinantes.

1. Método grifico:
Este método consiste en graficar en un mismo plano cartesiano cada ecuacién, y luego determinar

las coordenadas del punto de corte, los valores X /A ¥  de dicho punto corresponden a la

solucién del sistema.

Se presentan tres casos posibles para las graficas de las ecuaciones de un sistema:

a. Las rectas se intersecan en un solo punto: Son las coordenadas del punto de corte.

b. Las ecuaciones describen la misma recta: Cuando al graficar ambas rectas solo se
observa una sola, esto quiere decir que el sistema tiene infinitas soluciones.

c. Las dos rectas son paralelas”z: Cuando las rectas son paralelas, es decir no se cortan, esto
quiere decir que el sistema no tiene solucién.

Nota: No olvide que para graficar una linea recta, es suficiente con conocer las coordenadas de
dos puntos sobre la linea recta, en muchos casos estas coordenadas corresponden a las
intersecciones con los ejes.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
Utilizando el método grafico solucione los siguientes sistemas 2x2:

x+y=-—1- Ecuacion 1
"3x+vy=3—- Ecuacion 2

2 ZILL. Dennis G; DEWAR. Jacqueline M. Algebra y Trigonometria. 2 ed. México: Mc Graw Hill. 1995. p. 413.
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Procedimiento
a. Se realiza la gréfica de cada una de las lineas rectas, asignandole valores a X para obtener

el correspondiente de ¥, se tomaran las intersecciones con los ejes, esto es:

® Puntos para graficar: X + y = -1
PUNTOS INTERCEPTOS SOBRE ECUACION 1 PUNTO PARA
LOS EJES COORDENADOS _ REPRESENTAR
Six=0 O+y=—1->y=
Siy=20 x+0=-1-x=

® Puntos para graficar: 3X +y = 3

PUNTOS INTERCEPTOS SOBRE ECUACION 2 PUNTO PARA
LOS EJES COORDENADOS _ REPRESENTAR
Six=20 3x(0)+y=3->y=3

Siy=20 3x+0=3-x=1

> La gréfica la podemos ver en la figural:
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Figura 1.

Se puede observar que las dos rectas se cortan en el punto

> Prueba: Se reemplazan los puntos del intercepto en cada una de la ecuaciones dadas:

B ECUACION 1:
x+y=-1-/2)+(=8)=-1-2-3=-1--1=-1

Lo cual es verdadero.

B Ecuacion 2:

3x+y=3-32)+(-3)=3-6-3=3-3=3

Lo cual es verdadero.

b. Porlo tanto la solucion del sistema es:

x = 2 Ay = —3, el punto p de coordenadas p(z, —3)
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2x+y =3 - Ecuacion 1
x+y=4- Ecuacion 2

Procedimiento
c. Se realiza la gréfica de cada una de las lineas rectas, asignandole valores a X para obtener

el correspondiente de ¥, se tomaran las intersecciones con los ejes, esto es:

® Puntos para graficar: 2x + y = 3

PUNTOS INTERCEPTOS SOBRE ECUACION 1 PUNTO PARA
LOS EJES COORDENADOS 2x+y=3 REPRESENTAR
Six=0 20)+y=3—-y=3 bl
Siv=20 3

Hy 2x+0=3->x==

2
® Puntos para graficar: x +y =4

PUNTOS INTERCEPTOS SOBRE ECUACION 2 PUNTO PARA
LOS EJES COORDENADOS _ REPRESENTAR
Six=140 0O+y=4—-y=3
Siy=20 x+0=4-x=4

La grafica de estas dos rectas se puede ver en la figura 2

TS
bl
T5
4 2 .
+
-1 1
T—2
Figura 2.
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Se puede observar que las dos rectas se cortan en el punto

El punto de coordenadas: (— 1, 5)

o Pruebaen:2x+y =23 — Ecuacion 1.

2=1)+(8)=3-5-2+5=3
3 = 3 Verdadero

o Pruebaen: X +y =4 — Ecuacion 2
(=1)+(8)=4->-1+4=5

4 = 4 Verdadero

b. Por lo tanto la solucion del sistema es:

x = —1 Ay =5, el punto P de coordenadas p(— 1, 5)

x+y=28
"x+y=12

a. Larepresentacion grafica de estas dos ecuaciones se ve en la figura 3.

Fav
15
N
+
6 4 -2 2 4 6
C
Figura 3

Se puede ver que estas dos rectas son paralelas, es decir no se cortan por lo tanto el sistema no
tiene solucidn.

Pista de aprendizaje
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Tener en cuenta: La pendiente de una linea recta esta dada por el coeficiente de X y en ambas

ecuaciones el coeficiente es 1.

x+y=4
"2x+2y =8

a. Larepresentacion grafica de estas dos ecuaciones se puede observar en la figura 4.

1-2

Figura 4

b. Sdlo se observa una sola recta, ya que las dos rectas coinciden, esto quiere decir que el
sistema tiene infinitas soluciones.

NOTA: La forma de indicar las soluciones de un sistema de ecuaciones, cuando este tiene infinitas
soluciones, se analizard en la unidad 3.

2. Método igualacion.

Se analizard el método a través de algunos ejemplos:

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
Solucione los siguientes sistemas 2 X 2 utilizando el método igualacion:

3x+2y=5
" 4x 4+ 3y =12
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a. Procedimiento:

Nota: Es conveniente que enumere cada ecuacion y cada resultado obtenido:

3x+ 2y =15 Ecuacionl

b. Se despeja la misma variable de ambas ecuaciones:

> Dela Ecuacionl se despeja X:

5—2y
3x+2y=5->3x= 5—2y—>x=TEcuaci6n3

> Dela _ se despeja X

12 — 3y
— 4x = 12—3y—>x:TEcuaciﬁn4

c. Se igualan las dos ecuaciones anteriores, Para el ejemplo vamos a igualar la

Ecuacion 3 «onla Ecuacion 4.

5—2y_12—3y
3 4

c. Se soluciona esta ecuacién para ¥:

5—2y 12 —3y
3 4
20— 8y=36—-9y— -8y +9y=36—-20—y = 16 Ecuacién 5

—»4x(5-2y)=3=(12-3y) >

d. Se reemplaza el resultado anterior en cualquiera de las ecuaciones anteriores,
preferiblemente en la ecuacion 3 o en la ecuacién 4 (va esta despejada la x) .
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> Sereemplazala ecuacion 5 en la ecuacion 3:

5 —2(16) 5— 32 27
X=————— > XxX=—F——"—">2 XxX=—>

3 3 3

e. Se debe dar la prueba en las ecuaciones originalescon = ="9A¥y =16

> Prueba en la ecuacién 1:

3x+2y =5 Ecuacionl
3(=9)+2(16) =5 -5 —27+32=5—>

1 53
4 .: L4 |:| = i

> Prueba en la ecuacion 2:

4x + 3y = 12 Ecuacion 2
4(=9)+3(16) =12 > —36+48 =12 >

; I::::_.I.;_:,_;.:,;. " "0

Por lo tanto la solucidn del sistema es:

xX=-9A Yy = 16 Elpunto P de coordenadas p(—9, 16)

4x — 3y = 15 Ecuacion 1
7x + 3y = —10 Ecuacion 2

2.

Procedimiento

4x — 3y =15 Ecuacionl
7x+3y = —10 Ecuacion 2
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f. Se despeja la misma variable de ambas ecuaciones:

> Dela Ecuacionl se despeja x:

15 + 3y »
4x -3y =15-4x=15+3y > x=——"Ecuacion 3

4
> Dela _ se despeja X:

—10 — 3y »
- 7x=—-10-3y—-x = #Emucmnll

g. Se igualan las dos ecuaciones anteriores, Para el ejemplo vamos a igualar la
Ecuacion 3 conla Ecuacion 4.

15+3y —10—3y
4 7

c. Se soluciona esta ecuacién para ¥:

15+3y —10—3y
4 7
105 + 21y = —40 — 12y — 21y + 12y = —105 — 40 — 33y = —145

- 7*(15+3y)=4+(—10—3y) >

—145 145E o
—_— e
y 33 y 33 Ecuacién

h. Se reemplaza el resultado anterior en cualquiera de las ecuaciones anteriores,
preferiblemente en la ecuacién 3 o en la ecuacion 4 (ya esta despejada la I] .

» Sereemplazala ecuacion 5 en la ecuacion 3:

145 15+ 3
y = ———Ecuacién 5 xzﬂ

33 1 ecuacion 3
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145 165 — 145
11 _ 11

4
7~
= —
4=11

i. Se debe dar la prueba en las ecuaciones originalescon E=—=—9Ay =16

> Prueba en la ecuacién 1:

4x — 3y = 15 Ecuacionl

20 14.-5 165
o))

> Prueba en la ecuacidn 2:

(l) (-) 35 145 35— 145
+3 — =10 ———=-10-
11 10

10 = —-10 Ve:

Por lo tanto la solucion del sistema es:

145 3 145

5
x = I Ay =— Y El punto P2, de coordenadas 2 (11 v

5x — 3y =1 Ecuacion 1
10x — 6y = 8 Ecuacion 2

3.

Procedimiento

5x — 3y =1 Ecuacionl
10x— 6y = 8 Ecuacion 2
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j. Se despejala misma variable de ambas ecuaciones:

> Dela Ecuacionl se despeja X:

1+ 3y
5x—3y=1-5x=1+3y —>I=TEmucifm3

» De Ia_ se despeja X:
10x — 6y = 8 Ecuacién2 - 10x = 8 + 6y —

_B+6y£ 6 4
x =—1q Ecuacién

k. Se igualan las dos ecuaciones anteriores, Para el ejemplo vamos a igualar la
Ecuacion 3 conla Ecuacion 4

1+3y 8+ o6y
5 10

c. Se soluciona esta ecuacion para ¥:

1+3y 8+ 6y

5 10
10+ 30y =40+ 30y - 30y —30y =40—- 10 —
0 =30 Falso

-510+(1+3y)=5+(8+6y) >

Se elimind la variable ¥ se llegé a una igualdad falsa, esto quiere decir que el sistema no tiene

solucioén.

3. Método sustitucion.
Se analizard el método a través de algunos ejemplos:

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Solucione el siguiente sistema 2x2.
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{Zx +3y=-5
x+4y=-10
Procedimiento

a. Paraidentificar las ecuaciones es conveniente numerarlas:

!Zx + 3y = -5 Ecuacion 1

b. De una de las ecuaciones despeje una de las variables. Por facilidad despeje de la

ecuacion #2 la X, queda:

De ecuacion #2: X + 4y = —10 — F=I=10=4y Ecuacion3,

c. La ecuacion obtenida (ecuacion 3) se reemplaza en la ecuaciéon 1 (se despeja en una
ecuacion y se tiene que reemplazar en la otra):

Queda: 2(—10 —4y) + 3y = —5

Se obtiene una ecuacidn lineal con una incégnita

d. Se despeja la variable de la ecuacién anterior:

—20—8y+3y=—5—>—8y+3y=—5+2|]—>—5y=15—>

e. El resultado anterior se remplaza o sustituye en cualquiera de las ecuaciones anteriores,

preferiblemente en la ecuacion #3 (ya esta despejada la X:

» Sustituyendo ecuacion _ en la ecuacién

x=-10—4*(-3)->x=-10+12>5x=2
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f. Prueba

> Enlaecuacion1:2x + 3y = —5

2+(2)+3*(=8)=-5-54—9=-5>

> Enlaecuacion2: X + 4y = —10

24+4x(-3)=-10-2-12=-10—>

g. Porlotanto lasolucidn del sistemaes: X — 2,_‘}" = -3 gue se puede dar también

como la pareja ordenada (2, —3) correspondiendo siempre el primer valora X, el

segundo valora ¥.

2. Utilizando el método sustitucion solucione el sistema:

{3:::—5;}': 10
y+2x=11

Procedimiento

a. Paraidentificar las ecuaciones es conveniente numerarlas:

{3:1: — 5y =10 Ecuacion 1
¥y + 2x = 11 Ecuacion 2

b. De cualquiera de las ecuaciones se despeja una de las variables:

> En este caso se despejara ¥ de la ecuacion 2:

y +2x = 11 - y=l=2x Ecuacion 3
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» Sereemplazala ecuacion 3 enlaecuacion 1:

3x—5y=10—-3x—5+«(11=2x) =10 - 3x - 55+ 10x = 10—

65
3x+10x =10+ 55 —>13x=65—>x=E—>.Ec‘uacidn4
» Sereemplazala ecuacidn 4 en la ecuacion 3:
y=11-2x—-y=11-2+(5)-y=11-10-y=1

» Se reemplazan estos valores en las ecuaciones 1y 2 para verificar su validez:

o Enla ecuacion1:

3x -5y=10-3+(5)-5+«(1)=10-15-5=10 -
10 = 10 Verdadero

o Enla ecuacion 2:

y+2x=11-1+4+2+*05B)=11-1+10=11->

11 = 11 Verdadero

c. Porlotanto lasolucidn del sistemaes: X — 5,_‘}" =1 gue se puede dar también
como la pareja ordenada (5, — 1) correspondiendo siempre el primer valor a X, el

segundo valora y.

3. Utilizando el método sustitucion solucione el sistema:
3

Fx+4y=2
6x+8y=4

Procedimiento
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a. Paraidentificar las ecuaciones es conveniente numerarlas:

3x+4y =2 Ecuacion 1

b. De cualquiera de las ecuaciones se despeja una de las variables:

> De la ecuacion 1 se despeja la X:

3Ix+4y=2-3x=2—4y -

» Sereemplazala ecuacién 3 en la ecuacién 2:
6x+8y=4—>6(-)+8y=4—>2*(2—4:y}+8y=4—>
4 -8y+8y=4-4=-4

Se elimind la variable ¥ se llegd a una igualdad verdadera (“1‘ = "'1‘), por lo tanto el sistema tiene

infinitas soluciones.

Nota: Cuando un sistema 2 x 2 tiene infinitas soluciones, para dar la solucidon se acostumbra
despejar la primera variable de la Ultima ecuacion.

» Para nuestro sistema se tiene:
De la ecuacidn 2 se despeja X:

6x+8y=-4-6x=-4—-8y->x=—-—"->3x=——

» Como ¥ puede asumir cualquier valor, se dice que la solucién es:
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» Esdecir, la solucidn del sistema es:

2 —41
3

L
I

Ay=tcon teR,

> Para determinar las diferentes soluciones se le debe asignar valores a t.

Por ejemplo:

o Parat = 0, la solucién es:

2—4«(0

2
3 J-"—ﬂ—:*x—g/lt—ﬂ

o Parat = 1, la solucién es:

2-4+(1)

2
3 /Iy—l—}x——gflt—l

Nota: Si se quieren obtener mas soluciones, se le asignan mas valores a t.

4. Meétodo reduccion (o método de eliminacion).

Para resolver un sistema con el método eliminacidon se combinan las ecuaciones, con sumas o
diferencias, de tal manera que se elimina una de las variables.

e Método de Eliminacién
Se debe realizar el siguiente procedimiento:

a. IGUALAR LOS COEFICIENTES. Se multiplica una o mas de las ecuaciones por numeros
adecuados para que el coeficiente de una de las variables en una de las ecuaciones sea el
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negativo del coeficiente correspondiente de la otra (se igualan coeficientes de alguna de
las variables pero con signo contrario).

b. SUMAR LAS ECUACIONES. Se suman las dos ecuaciones para eliminar una de las variables
y a continuacion se despeja la variable que queda.’

Nota: Con este método se busca que los coeficientes de una de las variables sean iguales en
ambas ecuaciones y luego se restan o se suman término a término ambas ecuaciones.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
Utilizando el método reduccidn, solucione cada una de las siguientes ecuaciones.

4x —3y=25
2x+ y=7

Procedimiento
a. Paraidentificar las ecuaciones es conveniente numerarlas:

4x — 3y =5 Ecuacion 1

> Inicialmente se eliminara la X: Para igualar los coeficiente y que queden con signos

contrarios, la ecuacidn 1 se multiplica por 2 y la ecuacién 2 se multiplica por —4.

Ecuacion 1+ (2) - 8x — 6y =10
Ecuacion2 = (—4) - —8x — 4y = —28

> Se suman las ecuaciones obtenidas al multiplicar:

8x oy = 10
—8x —4y = —-28

® STEWAR. James; REDLIN. Lothar; WATSON. Saleem. Precalculo. 3ed. México: International Thomson Editores, 2001. p.
535.
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» Queda entonces que:

—10y=—18>y=——->y =

—18 9
—-10 5

» Se realiza el mismo proceso para eliminary, esto es, se multiplica la ecuacién 1 por 1y la

ecuacion 2 por 3.

Ecuacion1+(1) - 4x—-3y =5
Ecuacion 2 = (3) » 6x+ 3y =21

4x -3y =5
6x 43y =21
10x 0 =26

» Queda entonces que:

26 13
10x=26>x=——>2>x=—
10 5

Ahora sumamos ambas ecuaciones término a término:
b. PRUEBA:

En la ecuacién 1:

13 9 52 27
4x—3y=5%4*(?)—3*(§)=5—>———=5—>

52 — 27 25
— = 5_}?: 5> 5=05Verdadero
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> Enla ecuacién 2:

13 9 26 9
2x + y=7—>2*(?)+(§)=7—>?+§=7—>

26+ 9 35
—— =75 —=7->T7=T7Verdadero
5 5
13 9
c. Porlotanto lasolucidn del sistemaes: X = ? ¥ = E que se puede dar también

13 9

como la pareja ordenada (—

— | correspondiendo siempre el primer valora X, el
5’5

segundo valora ¥.

3 1 4

_x__ —_—
2.2 37

x4+ y=-1

a. Paraidentificar las ecuaciones es conveniente numerarlas:

3 1
—x——vy =4 Ecuaciom 1
2 3

> Inicialmente se eliminara la X: Para igualar los coeficiente y que queden con signos
3

contrarios, la ecuacién 1 se multiplica por 1y la ecuacién 2 se multiplica por — 2:
Ecuacion1+ (1) > —-x——-y =4
2 3
y 3 3 3 3
Ecuacion2+«|——=|—» ——x— —y = —
2 2 2 2

» Sumando término a término:
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> Queda para resolver la ecuacion:

1 11 (11) = (6) 66

= =2 L y—_3
6 2 YT YT 227

» Se aplica el mismo proceso para eliminar la otra variable:

Para igualar los coeficientes y que queden con signos contrarios, la ecuacién 1 se multiplica

1
por 1 y la ecuacién 2 se multiplica por E:

3 1
Ecuacion 1= (1) — 2 X~ 3¥= 4

3
. 1 1 1 1
Ecuacion 2 = (E) — EI—I— EJ’ = _E Sumando término a término:
3 1 =4
3
1 1 1
3 3
3 1 9x+ 2x 11 0 1 12—-1 11
2 3 6 6 3 3 3
» Queda para resolver la ecuacidn:
11 11 611 6
— X =— 23 x=——>3x=——>2x=2
6 3 113 3

> PRUEBA:
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3 1
o En laecuacién1: EI — EJ-" =4

3*(2)—2(—-)=4—>3+1=4—>

o Enlaecuacién 2:

x+y=-1-52+(-3)=-1-52-3=-1-

o
o
b. Porlotanto lasolucién del sistemaes: X — 2,_‘}" = -3 gue se puede dar también
como la pareja ordenada (2, —3] correspondiendo siempre el primer valora X, el
segundo valora ¥.
{Zx +2y=1
x+y=7

a. Paraidentificar las ecuaciones es conveniente numerarlas:

{Zx + 2y =1 Ecuacion 1
x+ y =7 Ecuacion 2

Ecuacionl (1) - 2x+2y=1—- 2x+2y=1

Ecuacion2+(-2) > x+ y=7- -2x -2y = —14

» Sumando término a término:

2x 2y = 1
—2x —2y =-14
0 0 = —133

» Resulta la siguiente ecuacion:
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» Se eliminaron ambas variables y se llegd a una igualdad falsa. Por lo tanto el sistema no
tiene solucion.

5. Método Determinantes

Un determinante 2 x 2 es una expresion de la forma:
_la b
D =
c d
a
En la columna 1 tenemos las entradas -

En la columna 2 tenemos las entradas l

El determinante es un nimero que se obtienen como:

Nota: Mas adelante se profundizara sobre los determinantes.

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE
Calcule los siguientes determinantes:

. D= _5"‘ _62|=(—4}*(6)—(—2}*(5)=—24+ 10= —14

2. p=|% H=@®+@-(-0):(-1)=56-4=52

Bl SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES METODO DETERMINANTES:

Dado un sistema 2 X 2 de la forma:

ax + by =E

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Péagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matematicas Il (algebra lineal)

Se debe cumplir que:

o Lasvariables estén en el mismo orden en las dos ecuaciones.
o Eltérmino independiente este en el lado derecho de la ecuacion.
o Se deben reducir términos semejantes.

Para este sistema se pueden escribir 3 determinantes asi:

1. El determinante formado por los coeficientes de las variables con sus respectivos signos:

p=[¢ 4l

2. El determinante formado al reemplazar la entrada de la primera columna por la entrada
del término independiente, esto es:

-l !

3. El determinante formado al reemplazar la entrada de la segunda columna por la entrada
del término independiente, esto es:

a E
Dz =
c F
La solucién del sistema por determinantes esta dado por:
D, D
X = — y = —
D’ D
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Utilizando determinantes, solucionar los siguientes sistemas de ecuaciones:

5x -3y =6
2x+7y=4

Procedimiento
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6 =3

_ by _ |. .l _ (6)+(7)-(-3)+(4) _ 42412 54

* "7 b N — T(5)=(T)—(=3)=(2)  35+6 41
2 7

D b &l ©-w-@-2 20-12 8

c Y=p 7Y™ |5 -| T 5T —(-3)=(2)  35+6 41

> PRUEBA:

o Enlaecuacion 1:
54 8 270 24
5x—3y=ﬁ—>5*(—)—3*(—)=ﬁ—>———=ﬁ—>
41 41 41 41

270 — 24 246
— =6 >——=6—>6 =6 verdadero
41 41

o Enlaecuacién 2:

54 54 108 56
2x+7y=4- 2+ ( ) 7(—)— =4 -
41 41 41 41
108 + 56 164
— =4 53— =4 34 =4 Verdadero
41 41
» Porlo tanto la solucidn del sistema es:
54 8
X = Y= —
417 " 11
5 {31: —2y =120
(5x+2y=8
Procedimiento
D " -l (20)+(2)—(—2)=(8)
e X = -1 — X = —g -. = =
| - (3)=(2)—(—2)=(5)
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40+16 56 |7
6+10 16 2
3 20
D, _ |5 gl (3)+(8)—(20)+(5) _

. =—— -y = — '_
Y= |3 -| (3)*(2)—(—2)*(5)
5 2

24-100 -76 [ 19

6+ 10 16 4

> PRUEBA:

e Enlaecuacion 1:

7 19 21 19
31?—2}’:20—}3*(5)—2*(——):20 —>?+?=20—>

4
21+ 19 40
— =20 _>? =20—-20=20Verdadero

e Enlaecuacion 2:

- ) 85 (7) 5 ( 19) 8 35 19
f # | — 2l —— ] = - — —— =
Xrey=98-=0rg)" 4 T2 2
35—-19 16
%ng—}?zﬂ—}ﬂzﬂverdaderﬂ

> Por lo tanto la solucidn del sistema es:

7 19

Y=Y =Ty

APLICACIONES: Para la solucién de problemas, se sugiere el siguiente procedimiento:

SOLUCION DE PROBLEMAS DE APLICACION
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a. ASIGNAR LETRAS A LAS VARIABLES: Se asignan letras para representar las cantidades
variables del problema. Por lo general, la ultima oracion del problema indica lo que se
pregunta, de modo que eso es lo que debe representar las letras asignadas.

b. ORGANIZAR LA INFORMACION SUMINISTRADA: Si es posible, trazar un diagrama, o
formar una tabla que ayude a visualizar la relacién entre las cantidades que intervienen
en el problema.

. TRADUCIR LA INFORMACION SUMINISTRADA EN ECUACIONES: Traducir la informacién
sobre las variables que aparecen en el problema. Recuerde que una ecuacién sélo es una

(o]

afirmacidén escrita, usando los simbolos de las matematicas.

d. RESOLVER LAS ECUACIONES E INTERPRETAR LOS RESULTADOS: Resolver las ecuaciones
formuladas en el paso 3 y expresar con palabras lo que significan las soluciones, en
términos de los significados originales de las variables.”

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Una mujer planea invertir un total de USS 2.500. Parte de él lo pondra en un certificado de
ahorros que paga una tasa de interés del 9.5% anual y el resto lo pondra en un fondo de
inversiones que paga una tasa de interés del 13% anual. ¢Cudnto debe invertir en cada
uno para obtener una ganancia del 11.6% sobre su dinero después de un afio?

Procedimiento

a. CANTIDADES Y MODO DE INVERSION

CANTIDAD INVERTIDA MODO DE INVERSION
x Certificado de ahorros
y Fondo de inversiones

x+y = 2500 Ecuacion 1

b. RENDIMIENTOS ANUALES

MODO DE INVERSION RENDIMIENTO OBTENIDO REPRESENTACION
MATEMATICA
Certificado de ahorros 9.5% de x Q5
— X
100
*Ibid., p. 543.
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Fondo de inversiones 13 % dﬂ' y

c. GANANCIA TOTAL
PORCENTAJE MONTO CALCULOS TOTAL
11.6% 2500 11.6 290
* 2500

d. Se debe solucionar el sistema y para realizarlo se utilizara el método de determinante:

x+y = 2500 Ecuacion 1

9.5 13

——x+——v =290 Ecuacion 2
100~ " 1007

» Utilizando el método de determinantes se tiene:

1 1
p=1(9.5 13
100 100
2500 1
— 13
Dy 290 ——
100
1 2500
—19.5
Dy =172 290
100
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100! (25!]!]}*(% —(1)=(z90) _ 325-290

[1}*(ﬁj_[1}*(fﬁ5u) ~ 0.13-0.095

2500 1
Dy __|29u 13
o X = F X = | 1 1
95 13
100 100
35
xX=———=
0.035
|1 2500
5
D, T 290
c Y= 7Y =771 1
95 13
00 100
52.5

y:m—zp}rzlﬁﬂﬂ

| (1}*(290}—(2500}*(&5“] 290-237.5
— =—"""""" 5
(2 _.[1},,,(3'-]5 0.13-0.095

e. Se invierten US $1.000 en el certificado de ahorro y USS 1.500 en el fondo de

inversiones.

2. “Un hacendado compré 4 vacas y 7 caballos por 514 ddlares y mas tarde, a los mismos
precios, compré 8 vacas y 9 caballos por 818 délares. Halle el costo de una vaca y el costo

de un caballo.”

Procedimiento
a. Costo unitario

ANIMALES COMPRADOS

COSTO UNITARIO (en ddlares)

vacas

X

caballos

y

b. Compras totales

COMPRA

RELACION MATEMATICA

4 vacas y 7 caballos por 514 délares

8 vacas y 9 caballos por 818 doélares

c. Las ecuaciones plantadas para la situacién problémica son:

> BALDOR. Op. Cit., p. 358.
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4x + 7y = 514 ecuacion1

8x + gy = 818 Ecuacion 2

> Utilizando el método de determinantes se tiene:

4
D=|
8
p, =514 7
818 9
p,= |t 514
8 818
514
x—ﬂax g18 9l _ (514)-(9)-(7)-(818) _ 4626-5726
t T 1t 7] @-0-0-®  36-56
=l
X=———""—
4 514
_ﬁ_} 8 818l _ (4):(818)-(514)-(8) _ 32724112
* Y Y= |27 @-@-m-®  36-56
8 9
—840 -
= = Y=
y 20 y

d. Una vaca cuesta 55 ddlares, un caballo cuesta 42 dolares.

3. Una persona tiene 4100 $ en 13 monedas de 500 S y de 200 $. Determine cuantas
monedas de 500 $ y cuantas monedas de 2005 tiene la persona.

Procedimiento

a. Costo unitario

CANTIDAD DE MONEDAS NOMINACION

x $200
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x+y =13 Ecuacion 1

b. Setiene que:

x+ 3y =13 Ecuacion 1
200x + 500y = 4100 Ecuacion 2

» Utilizando el método de determinantes se tiene:

p=|1 1
200 500
p,=| 13 1
4100 500
p,=| 1 13
200 4100
13 1
Dy |41m] 500 (13)«(500)-(1)=(4100) 6500-4100
° X=——X-= = —
D | 1 1 | (1)+(500)-(1)+(200) 500-200
200 500
2400
Xr=——
300
1 13
Db |gm] 41uu| _ (1)+(4100)-(13)-(200)  4100-2600 .
*Y=57 - | 1 1 | T (1)s(500)-(1)=(200)  36-56
200 500
1500 5
= — 3 —
Y=300 7

c. Lapersonatiene _ pesos y 5 monedas de 500 pesos.

. . , 1 ,
4. “Ladiferencia de dos nimeros es 40y p de su suma es 11. Halle los dos nimeros.”®

® Ibid., p. 357.
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Procedimiento

a. Sean:

x:numero desconocida
y:numero desconocida

b. De acuerdo a las condiciones dadas, se tiene que:
x — vy =40 Ecuacion 1
1 .
5 (x +y) =11 Ecuacién 2

Nota: La ecuacidn 2 se pude expresar de la siguiente forma:

1
E(x+y]=11—>x+y=88

> Porlotanto se debe solucionar el sistema:
x — vy =40 Ecuacion 1
x+y =88 Ecuacion 2

c. Setiene que:
x— vy =40 Ecuacion 1

x+y = 88 Ecuacion 2

» Utilizando el método de determinantes se tiene:

D:E _11

Dl:lgg 1
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40 -1
o« y—21 ,,_ 88 1 | _ 40)-()-(-1)-(88) _ 40+88
) B . T HD-(-D=(1)  1+1
1 1
128
xX=——
2
1

40
. _ Dy | ggl _ (1)+(88)-(40)+(1)  88-40 .
Y=o7"Y= |} —11| s -(-1)s(1)  1+1

48
y=?—>y’=24

d. LosnimerossonX = 64yy = 24.

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

3x—-2y=-10
indique si el punto (2,8) es o no es solucién del
TX+6y =062

sistema. Justifique su respuesta.

1. Dado el sistema: {

2. Solucione los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando dos métodos diferentes.

6x—-9y =15
—-4x+3y=21

7 3 5
X+ —y=—

b o 4 6
12x—§y—1
7 2
x—-11y =18
6x+12y =21

3. Para solucionar las siguientes situaciones problémicas, plantee sistemas de ecuaciones 2X2 y
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resuélvalas utilizando el método que desee.

a. En 30 billetes de 10 mil pesos y de 5 mil pesos se tienen 210 mil pesos. Diga cuantos
billetes de 10 mil pesos y cuantos billetes de 5 mil pesos hay.

b. En un cine hay 700 personas entre adultos y nifios. Cada adulto pagd 7 mil pesos y cada

nifio pagd 5 mil pesos por su entrada. La recaudacion es de $ 4’100 000. ¢Cuéntos
adultos y cuantos nifios hay en el cine?

4. Solucione los siguientes sistemas 2 X 2 y las situaciones problémicas planteadas, utilizando el
método que desee.

—3x+11ly =20 A -14x+5y =42

1—2x+41:§
5 2
4
-8x+-y=10
7)’

5. Solucione los siguientes problemas de aplicacién, justificando cada uno de los procesos
realizados:

a. Una persona tiene S 7°000.000 para invertir. Una parte la invierte a una tasa de interés
del 4.5% anual, el cuadruple de la parte anterior la invierte a una tasa de interés del 6%
anual y el resto lo invierte a una tasa de interés del 5% anual. Si el interés total ganado
en un afio es de $ 435.000, Determine el interés ganado en cada una de las inversiones.

b. Una fabrica dispone de dos maquinas para producir dos articulos A y B. Para producir una
unidad del articulo A se requiere utilizar la maquina | cinco horas y la maquina Il seis
horas 30 minutos. Para producir una unidad del articulo B se necesita tres horas y mediay
dos horas en cada maquina respectivamente. Si la maquina | se encuentra disponible al
mes 715 horas y la maquina Il 700 horas. Determine cuantas unidades de cada articulo se
pueden producir mensualmente.

6. Resuelva los siguientes sistemas 2X2 y las situaciones problémicas utilizando cualquiera de los
métodos desarrollados anteriormente:

13x-14y =0A2x—y =15
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2 5 7 15 5
_ iyzi/\i —_— =
c. 9 6 4 2 18
4
—X-8y=—
7 y 3
1x+iy=—11
4. W12 18

2 5 7 5 17 5
X+ Y= A X— Y=

P 4 10 4 18 9

a. Una persona invirtié S 3’800.000: Parte a una tasa de interés del 6% anual y el resto a una
tasa de interés del 7% anual. El interés ganado al final de un afo, fue equivalente a una
tasa del 6.5% de la inversion inicial. ¢Cuanto fue invertido a cada tasa?

b. 6 Libras de café y 5 libras de azlcar costaron $ 8100 y 5 libras de café y 4 libras de azucar
costaron $ 6650. Halle el precio de una libra de café y el precio de una libra de azucar.

c. Una persona tiene:
a. $3400 en monedas de $ 50 y $100. Si tiene en total 47 monedas. ¢ Cuantas
monedas tienen de cada denominacién?
b. $99000 en billetes de $ 1000, $ 5000 y S 10000; si tiene 26 billetes, y la cantidad
de billetes de $ 1000 es el doble de la de $ 5000. ¢ Cuantos billetes tiene de cada
denominaciéon?

d. Un hacendado comprd 5 vacas y 7 caballos por S 44.5 millones, luego a los mismos
precios compré 8 vacas y 3 caballos por S 26.1 millones. Halle el costo de cada vaca y de
cada caballo.

e. El doble de un nimero menor mas el triple de otro nimero mayor es 44. El doble del
numero mayor menos el triple del nimero menor es igual a -1. ¢ Cudles son los nimeros?
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f. “La suma de dos nimeros es 190 y § de su diferencia es 2. Halle los nimeros. R: 104 y

86."7

g. Enun cine 15 entradas de adulto y 20 entradas de nifio cuestan $ 220 000. 12 entradas de
adulto y 25 entradas de nifio cuestan S 221000. Determine el valor de la entrada para
nifio y el valor de la entrada para adulto.

h. “Las edades de A y de B estan en la relacidon 5 a 7. Dentro de 2 afios la relacidn entre la
edad de Ay la edad de B serd de 8 a 11. Halle las edades actuales. R: 30 y 42 afios.”®

i. “La edad actual de A guarda con la edad actual de B la relacién 2 a 3. Si la edad que tenia

A hace 4 aios se divide por la edad que tendra B dentro de 4 afos, el resultado es g Halle

las edades actuales de Ay de B.”°

j.  “Cuando empiezan a jugar Ay B la relacién de lo que tiene Ay lo que tiene B es 10 a 13.
Después que A le ha ganado 10 mil pesos a B la relacidn entre lo que tiene Ay lo que le
queda a B es 12 a 11. ¢{Con cuanto dinero empezd a jugar cada uno? R: 50 mil pesos y 65
mil pesos.”*°

k. “SiAledaaB1millén de ambos quedan con lo mismo. Si B le da a A 1 millén de pesos, A

quedara con el triple de lo que le queda a B. ¢ Cuanto dinero tiene cada uno?”™*

I. SiBledaaA 2 ddélares ambos quedan con lo mismo y si A le da a B 2 ddlares; B queda con
el doble de lo que le queda a A. ¢ Cuanto tienen cada uno?

m. “Si Pedro le da a Juan 3 millones de pasos, ambos quedan con igual cantidad de dinero. Si
Juan le da a Pedro 3 millones de pasos, este tiene 4 veces lo que le queda a Juan. ¢ Cuanto
dinero tiene cada uno?”*

n. SiAle daa B 50 mil pesos, ambos quedan con el mismo dinero. Si B le da a A 50 mil pesos,
A queda con 5 veces el dinero de B, écudnto dinero tiene cada uno?

7 Ibid., p. 357
% Ibid., p. 360

° Ibid., p 360.

' Ibid., p 360.

" Ibid., p. 364.
2 bid., p 364.

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matematicas Il (algebra lineal)

0. “Hace 10 afios la edad de A era el doble que la edad de B; dentro de 10 afios la edad de B
3

serd los * de la edad de A. Halle las edades actuales.”13

p. “Hace 6 aios la edad de A era el doble que la edad de B; dentro de 6 afios sera los E de la

edad de B. Halle las edades actuales. R: 42 y 24 afios.”**

g. “La edad actual de un hombre es los E de la edad actual de su esposa. Dentro de 4 afios la

edad de su esposa serd los E de la edad de su esposo. Halle las edades actuales. R: 36 y 20

aﬁOS 715

. . ~ 1 . o .
r. “Un padre le dice a su hijo: Hace 6 afios tu edad era : de la mia; dentro de 9 afios sera los

1
- Halle ambas edades.”*®

s. “Pedro le dice a Juan: Si me das 15, tendré 5 veces lo que tu. Juan le dice a Pedro: Si me
das 20, tendré 3 veces lo que td. ¢ Cuanto tiene cada uno?”

t. Un grupo de 65 personas, entre adultos y nifios entraron a cine. Si la entrada para
adultos cuesta a $7.500 y tiene un costo de $2.000 mas que la entrada para nifios y en
total se obtuvo un ingreso por entradas de S 407.500. Determine: ¢Cudl fue el ingreso
obtenido por la entrada de los nifios?

2 \bid., p. 364.

" Ibid., p 364

® Ibid., p. 364
' Ibid., p. 364
Y Ibid., p. 364
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3. MATRICES

OBJETIVO GENERAL:

Interpretar el concepto de matriz, entradas de una matriz, orden de una matriz, matriz cuadrada,
entre otros y algunos tipos de matrices especiales, identificando, también, las caracteristicas que
deben cumplirse para que dos matrices sean iguales, asi como la explicacidon de las diferentes
operaciones que pueden efectuarse con matrices.
OBIETIVOS ESPECIFICOS

® Realizar las operaciones bdsicas con matrices.

* |dentificar algunos tipos de matrices y sus propiedades.

contiene

Concepto < MATRICES ————— Clasificacién

P —| Matriz cuadrada
A
R . Algebra de Potencia de una
(Deﬁmqon)—b[Propledades) [ matrices ]—}( matriz ] —»| Matriz Nula o cero
—»| Matriz Identidad '
Igualdad de
t
IELces —| Matriz Transpuesta

Suma (diferencia)

de matrices

li

< Multiplicacién de matrices
Propledades Jo [ o Producto Matricial

Multiplicaciéon de una matriz
por un escalar

—b Matnz Simétrica

Matnz Tnangular

Supenor
— | Matriz Triangular
L | Matriz Diagonal
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Dados los siguientes arreglos rectangulares indique el nimero de columnas y el nimero de

renglones que tiene:

Arreglo Rectangular

4 -7 § 4 9 Filas:
-1 0 2 -8 0 Columnas:
5 2 -3 3 1
8 -9 Filas:
-3 2 Columnas:
0o -7
5 7 0 Filas:
-3 -8 14 Columnas:
2 0 1
2 -2 0 -9 11 Filas:
4 -3 1 -8 —-12 Columnas:
1 -1 2 7— -13

En la siguiente disposicidn rectangular denote
sobre el cuadro en azul:

2 o 0 -9 2
B=|-8 -3 1 -8 —4
1 9 2 9 12

e Entrada que se encuentraenlafila3y
columna 3:

e Entrada que se encuentra en el filal
columna 4.

e Entrada que se encuentra en el fila 2
columna 3.

e Entrada que se encuentraenelfila2y
columna 2.

e Entrada que se encuentra en el fila
columna4.

e Entrada que se encuentra en el fila
columna 1

e Entrada que se encuentraenlafilaby
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En la siguiente disposicidn rectangular denote
sobre el cuadro en azul:

columna 3:

e Entrada que se encuentra en el fila

columna 5.

e Entrada que se encuentra en el fila

columna 3.

e Entrada que se encuentra en el filay

columna 4.

e Entrada que se encuentra en el fila

columnas.

e Entrada que se encuentra en el fila

columna4.
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ALGO DE HISTORIA.

Cronologia

Afo Acontecimiento

200 a.C. |En China los matematicos usan series de nimeros.

1848 d.C. J. J. Sylvester introduce el término "matriz".

1858 Cayley publica Memorias sobre la teoria de matrices.
1878 Frobenius demuestra resultados fundamentales en &lgebra matricial.
1925 Werner Heisenberg utiliza la teoria matricial en la mecénica cuantica

CONEXION CON LA HISTORIA

El origen de las matrices es muy antiguo. Los cuadrados latinosy los cuadrados magicos se
estudiaron desde hace mucho tiempo. Un cuadrado magico, 3 por 3, se registra en la literatura
china hacia el 650 a. C.”

Es larga la historia del uso de las matrices para resolver ecuaciones lineales. Un importante texto
matemadtico chino que proviene del aiio 300 a. C. a 200 a. C., Nueve capitulos sobre el Arte de las
matemdticas (Jiu Zhang Suan Shu), es el primer ejemplo conocido de uso del método de matrices
para resolver un sistema de ecuaciones simultaneas.? En el capitulo séptimo, "Ni mucho ni poco",
el concepto de determinante aparecid por primera vez, dos mil afios antes de su publicacién por el
matematico japonés Seki Kowa en 1683 y el matematico alemdn Gottfried Leibniz en 1693.

Los "cuadrados madgicos" eran conocidos por los matematicos drabes, posiblemente desde
comienzos del siglo VII, quienes a su vez pudieron tomarlos de los matematicos y astronomos de
la India, junto con otros aspectos de las matematicas combinatorias. Todo esto sugiere que la idea
provino de China. Los primeros "cuadrados magicos" de orden 5 y 6 aparecieron en Bagdad en
el 983, en la Enciclopedia de la Hermandad de Pureza (Rasa'il lhkwan al-Safa).”

Después del desarrollo de la teoria de determinantes por Seki Koway Leibniz para facilitar la
resolucidn de ecuaciones lineales, a finales delsiglo XVII, Cramer presenté en 1750 la ahora
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denominada regla de Cramer. Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan desarrollaron la eliminaciéon
de Gauss-Jordan en el siglo XIX.

Fue James Joseph Sylvester quien utilizé por primera vez el término « matriz » en 1848/1850.

En 1853, Hamilton hizo algunos aportes a la teoria de matrices. Cayley introdujo
en 1858 la notacion matricial, como forma abreviada de escribir un sistema de m ecuaciones
lineales con n incognitas.

Cayley, Hamilton, Hermann Grassmann, Frobenius, Olga Taussky-Todd y John von
Neumann cuentan entre los matematicos famosos que trabajaron sobre la teoria de las matrices.
En 1925,Werner Heisenberg redescubre el calculo matricial fundando una primera formulacién de
lo que iba a pasar a ser la mecanica cuantica. Se le considera a este respecto como uno de los
padres de la mecanica cuantica.

Olga Taussky-Todd (1906-1995), durante la Il Guerra Mundial, usé la teoria de matrices para
investigar el fendmeno de aeroelasticidad llamado fluttering.

Tomado de es.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matematicas) 30 de Septiembre de 2013

“Los origenes de cada una de las dreas que componen el dlgebra lineal se diluyen a través de la
historia de la humanidad. En textos chinos y babilonios de mas de 2000 afios de antigliedad se han
encontrado sistemas de ecuaciones lineales enunciados a partir de problemas reales, pero con el
indudable propdsito de educar al estudiante en los procedimientos matematicos. El término
matriz se mencioné por primera vez en un articulo escrito por el matematico inglés James
Sylvester en 1850, pero el concepto de producto de matrices fue desarrollado por “El Principe de
la matematica” Karl Friederich Gauss (1777 — 1855), quién lo presento en su obra Disquisitiones
Arithmeticae a partir de la composicion de transformaciones lineales. Por su parte, el también
matematico inglés Arthur Cayley introdujo en un articulo publicado en 1855 la nocién de Inversa
de una matriz. Al igual que Sylvester, Calyley se hizo abogado y durante los primeros afos de
ejercicio profesional conocié a Sylvester, con quien entablé una am amistad que permanecid
durante 40 afios y fue muy fructifera para el desarrollo del algebra lineal”.'®

B Definicién de Matriz:
Una matriz es un arreglo en dos dimensiones (rectangular) de elementos, llamados entradas de
una matriz.
Las matrices se usan generalmente para describir:

18 BELTRAN. Luis P; RODRIGUEZ. Benjamin P; DIAMATE S. Ménica C. Matematicas con tecnologia aplicada 10. 1 ed. Bogota: Prentice
Hall, 1977. p. 177.
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o Sistemas de ecuaciones lineales,
o Sistemas de ecuaciones diferenciales, o

o Representar una aplicacién lineal (dada una base).

Notas:
o Las matrices se describen en el campo de la teoria de matrices.

o Las matrices se utilizan para multiples aplicaciones y sirven, en particular, para representar
los coeficientes de los sistemas de ecuaciones lineales o para representar las aplicaciones
lineales; en este Ultimo caso las matrices desempefian el mismo papel que los datos de un
vector para las aplicaciones lineales.

o Pueden sumarse, multiplicarse y descomponerse de varias formas, lo que también las hace
un concepto clave en el campo del dlgebra lineal.

¢ Representacion de una matriz:

o Para la representacién simbdélica de matrices se utilizan letras mayusculas como A, B, C,
entre otras.

o Los elementos dentro de la matriz se encierran entre paréntesis o entre corchetes, nunca
entre llaves.

o Cada elemento se distribuye en FILAS (o renglones) y en COLUMNAS.

LAS FILAS: Son los arreglos horizontales y se enumeran de arriba hacia abajo.

LAS COLUMNAS: Son los arreglos verticales y se enumeran de izquierda a derecha.

Cada elemento dentro de la matriz tiene una posicion definida y se identifica por la fila y la
columna a la cual pertenece, por lo tanto, para nombrar un elemento cualquiera, se utiliza la
notacién de doble subindice: @y donde: i es la fila, v|jes lacolumna

Por lo tanto cada elemento de una matriz se identifica por su fila y su columna. Por ejemplo el
elemento @34 se ubicaenlafila2yenlacolumna4.

(Siempre el primer subindice corresponde a la fila y el segundo subindice corresponde a la
columna).

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
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Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matematicas Il (algebra lineal)

1. Para lasiguiente matriz:

8 -9 8 -9 87
-3 2 -3 2 -5
o -7 0 -7 2
A=|!8 -9 8 -9 —4
-3 2 -3 2 3
o -7 0 -7 -2
-0 -5 3 9 1-

Identifique el elemento correspondiente a las siguientes posiciones (entradas): Complete la tabla

ENTRADA FILA COLUMNA ELEMENTO

i 2 —
A42 Fila 4 Columna g

Ay Fila7 Columnal 0

2. Parala matriz:

2 o 0 -9 2
B=|-8 -3 1 -8 —4
1 9 2 9 12

Identifique el elemento correspondiente a las siguientes posiciones (entradas): Complete la tabla

ENTRADA FILA COLUMNA | ELEMENTO |
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Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matematicas Il (algebra lineal)

B3, Fila 3 Columna 1 1

353 Fila5 Columna 3 12

e Orden de una matriz:

Se dice que el orden de una matriz (es decir el nimero de elementos que tiene) se obtiene al
indicar en forma de multiplicacion el nimero de FILAS por el numero de COLUMNAS, esto es: Una

matriz A de M filas y 1 columnas se denota por Am}(n y se dice que su orden es It X 1.

Nota: 1. Una matriz A de orden TIL X 1 también se puede simbolizar como: Aij-

2. El primer valor corresponde al nimero de FILAS y el segundo valor al NUMERO DE
COLUMNAS;de esta manera se puede indicar exactamente la posicion de la entrada o elemento.

En forma general una matriz A de orden T X M se escribe como:

(@11 @12 Aq3 - @n ]

Az1 QA2 dz3 ... dzn
A= :

_a?n‘l ﬂ-,nz am3 . ﬂmn_

Generalizando, se dice que el simbolo ﬂi. denota la entrada en la fil@i y en la

columna j.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Construya una matriz A 3 X5 donde el resto son ceros:
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ENTRADA VALOR
@11 !
Q14 8
22 °
azs 4
33 7
A34 2
Demas entradas 0

Procedimiento

a. Se construye una matriz genérica:
11 A2 a3 14 adis
A=A Q22 sz Az4 azs
azq A3z 33 34 a3zs

b. Se reemplazan los valores dados en la matriz genérica:

1 0 0-8 0
A= 0o 6 0 0 4
0 0-7 2 0

2. Construya una matriz columna de tres entradas, tal que:

ENTRADA VALOR
ary 14
iy 9
asq 16

Procedimiento

a. Se construye una matriz genérica:
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Matematicas Il (algebra lineal)

b. Se reemplazan los valores dados en la matriz genérica:

-9
4=114
16

3. siA = [ﬂ”] y tiene un orden 3 X 4 con la condicién de que a;;j = i +j
v I.j, escribir la matriz.

Procedimiento

a. Se construye una matriz genérica:

a1 a2 a3 di14
A=|Qz1 d322 asz Az4
azq A3z A3z Az4

b. Aplicando la férmula: &; j = i+j

¢. Lamatriz queda:

2 3 4 5
=13 4 5 6
4 5 6 7
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Matematicas Il (algebra lineal)

4. Construya la matriz Bde orden 3 x 3, que cumpla las siguientes condiciones:

ENTRADA CONDICION
l.a;;=1 i = j(lgual subindice)

a; =1 parai=jraq; =0, parai= ]

Procedimiento
a. Se construye una matriz genérica:

a;; a2 ais
A=|021 d22 azs3
aszq aszz aszs

b. Parala primera condicién:

= j", (lgual subindice) se tiene:

ﬂ.-l-l:l
ﬂ-zzzl
ﬂ-33:1

¢. Para la segunda condicién:

-(Diferente subindice)

a,», =10
a3 =0
a; =0
a3 =0
az; =0
az, = 0
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d. Lamatriz queda:

1 0 0
A=|0 1 0
0 0 1

e CLASIFICACION DE LAS MATRICES

o Matriz cuadrada:

Es una matriz donde el numero de Filas es igual al nimero de columnas, se denota como 4,,.

Nota: Siempre se debe especificar que es una matriz cuadrada.
EJERCICIOS DE AUTOAPRENDIZAJE

1. Seala matriz:

1 3 -5
A=14 -10 11
7 -8 2

Es una matriz que tiene 3 filas y 3 columnas, por lo tanto se define como una matriz cuadrada de

orden 3.

2. Seala matriz:

2 3 4 5
3 4 5 6
A= -7 2 3 -9
0 1 0 -1

Es una matriz que tiene 4 filas y 4 columnas, por lo tanto se define como una matriz cuadrada de

orden 4.

3. Seala matriz:
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Es una matriz que tiene 2 filas y2 columnas, por lo tanto se define como una matriz cuadrada de
orden 2.

o MATRIZ NULA O MATRIZ CERO:

Es una matriz de orden M1 X 71 donde todas las entradas (elementos) son iguales a cero.
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Lamatriznuladeorden 3 X 5 es:

0O 0 0 0O
C= 0O 0 0 0 0O
0O 00 0 O

2. Lamatriz nula de orden 2 (entiéndase matriz cuadrada de orden

2 X2)es:
0 0
D=
0 O
3. La matriz nula de orden 3 (entiéndase matriz cuadrada de orden
3 X3) es:
0 0 O
M=|(0 0 0
0 0 O

o MATRIZ IDENTIDAD

Es una matriz cuadrada que cumple las siguientes condiciones:

» Es una matriz cuadrada.
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> Las entradas (elementos) de la diagonal principal son iguales a 1.

Nota: Se define como Diagonal Principal de una matriz las entradas (elementos) donde

i = f (lgual subindice), esto es:

aq1,d22,a33 -..

> Las demas entradas (elementos) son iguales a cero.

> La matriz identidad se simboliza con la letra: f, se le debe colocar el subindice indicando el
orden, esto es:

o I : Matriz Identidad de orden 2:
1 0
Iz - [
0 1

o I3: Matriz Identidad de orden 3:

1 0 0
13: 0 1 0
0 0 1

o [I4 * Matriz Identidad de orden 4:

1 0 0 0
;-0 1 0 0
*710 0 1 0
0 0 0 1

o I,,: Matriz Identidad de orden n conn e Z*,

o TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ
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sead = [ﬂ-”] una matriz de orden 1t X T, se define como la matriz Transpuesta de Aa

la matriz de orden T X M, obtenida al intercambiar las filas por las columnas en la matriz

A, que se simboliza por Ao AT, por lo tanto:

sid= [aij]aATz[a_,-i]

Se dice, entonces, que si:

a1 A2 . DAy,
A= |%21 G2 o G2

aﬂ‘li aﬂ‘lz o a}nn
Entonces:

a1 az1 ... Am
AT — |F12 G222 - Gm2

A1n Azn = Qpn

NOTA: Para determinar la transpuesta de una matriz A, basta con poner las columnas como filas o
los filas como columnas.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Dadas las siguientes matrices, escriba la transpuesta de cada una de ellas:

1. Sea:
g g f 4 -3 2 3
A= _2 _4_ _ﬁ - AT = |3 -2 4 5
3 5 7 2 -1 6 7

La matriz A es de orden 4 X 3, por lo tanto su transpuesta AT esdeorden 3 X 4

2. Sea:
1 8 9 1 5 7
cC=|5 4 0|-C"=|8 4 -2
7 -2 -1 9 0 -1

. T
La matriz € es de orden 3 X 3, por lo tanto su transpuesta (" esdeorden 3 X 3, resultan

del mismo orden ya que son matrices cuadradas.

3. Sea:
-3
D=[-3 -2 -1]-D"=|-2
-1

La matriz I) esde orden 1 X 3, por lo tanto su transpuesta CT esdeorden 3 X 1

o MATRIZ SIMETRICA

Una matriz cuadrada A de orden T se llama matriz simétrica Si y solo si:
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Por ejemplo:

2 3 8

>A=AT=1|3 -1 6
8 6 2
5

9

_pr| 9 3
>B =8B 0
1

|
[y
=

4
—-10

o oo =
= 00 =

O MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

Es una matriz que cumple las siguientes condiciones:
» Es una matriz cuadrada.

» Todas las entradas debajo de la diagonal principal son iguales a cero.

Por ejemplo:
5 9 4 —10
0 3 9 1
0 0 9 8
0 0 0 3

o MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR
Es una matriz que cumple las siguientes condiciones:
» Es una matriz cuadrada.

» Todas las entradas encima de la diagonal principal son iguales a cero.
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Matematicas Il (algebra lineal)

5 0 0 0
-9 3 0 0
-8 4 9 0

2 1 5 3

O MATRIZ TRIANGULAR

Es una matriz que cumple las siguientes condiciones:

» Es una matriz cuadrada.

» Todas las entradas por encima y por debajo de la diagonal principal son iguales a cero.

5 0 0 0
0 3 0 0
0 0 9 0
0 0 0 3

e MATRIZ DIAGONAL

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en que las entradas son todas cero, excepto en
la diagonal principal, y éstas pueden ser cero 0 no.

Por ejemplo:

e

I
Soow
cono
O ROoOO
w ooo
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3.3.1. Algebra de matrices.

e IGUALDAD DE MATRICES.

Dos matrices Ay B son iguales si cumplen las siguientes condiciones:

o Las matrices tienen el mismo orden.
o Silas entradas correspondientes de Ay de B son iguales.

Por lo tanto:

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Las matrices:

8 2 8 2
A=|5 1 |yB=|5 1
0 -2 0 -2

Son iguales, ya que tienen el mismo orden (ambas son matrices de orden 3 X 2 ), ademds sus

entradas correspondientes son iguales:

ENTRADA EN A

a1

a2

azq

a2

aszq

32
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10

p o sean iguales, se debe

S T A b . _|=
2. Paraquela matrizd = g g] yla matrle—[w

cumplir que:

lgualando las respectivas entradas se tiene:

ENTRADA EN A

e SUMA DE MATRICES.

Para sumar (restar) matrices se deben tener en cuenta las siguientes condiciones:

o Las matrices deben tener el mismo orden.

o Se suman (o se restan) las entradas correspondientes (los elementos en sus respectivas
posiciones).

o Se obtiene como resultado una matriz del mismo orden de las que se sumaron (o se
restaron).

En general:
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Dadas las siguientes matrices encuentre la suma (o diferencia de las mismas):

1. Sean:
3 7 2 9
~1-1 6 2 E? -
A=1g o0 1 -g|YB=
1 3 -5 4
a. Sesuman las respectivas entradas (los elementos en sus posiciones):
3+8 7-8 2+12 9+
_|-1+% 6+5 2+16 4—-9
A+B=1g.7w 0-8 1+9 -8-8]|~
1-5 3+6 —5+8 4—-6
b. Se obtiene la matriz suma con el mismo orden de los sumandos:
A+B=
2. Sean:
-1 -9 1
A=|12 -8 3|y B-=
-5 4 9

a. Sesuman las respectivas entradas (los elementos en sus posiciones):

-1-9 -9+10 1+4
A+B=|2-8 -8+4 3-3 |-
—5+0 4-7 9-12

b. Se obtiene la matriz suma con el mismo orden de los sumandos:
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3. Sean:

A=}

o aE=[E 5 5

Realice las siguientes operaciones:

> A+ B =
> B+A=
>» A—B=

A—B=
> B—A=

B-A=
> B+B=

1-9 -5-3 4+6

3+5 —8+8 2-2 —”HB__]
53 als o -[& o o
5+3 g8-8 —2+2y43+d_

1—(—)9 —-5—(-3) 4-6
| 3-5 —8-8 2-(-2°

37e ot 2.a-a-B=[1 S 4
35 —8-8 z+ﬂéd B=

—9-1 -3-(-5) 6-4]_
|5-3 8-(-8) -2-2

53 ore o oaloB-a=[30 & 2
'5-3 8+8 —z—zy*B A=
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e Multiplicacién por un escalar

En matrices se denomina €Scalar a los nimeros reales y/o constantes; para indicar que un

numero k es un escalar, se escribe: ke Re.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Dada la siguiente matriz:

A:U

1. Hallar 3A4:

3x=1 3«3 3I=+=6
3A=| 3+9 3«8 3+x2|—=34=
3+x=10 3=+=4 3=0

2
; _]
A=—= —
3

Wil

2. Hallar= A:
3
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ZI 2 . r 2w —1 2«3 2= —67
— —
3 3 3 3 3
2 2 I 2 I 2 2=9 2=8 2=2
—-4= — — % —=—4 =
3 3 3 3 3 3 3
2 . 2 . 2 I 2=—10 2Z2=—-4 2=0
— — —
-3 3 3 - - 3 3 3 -
2 6 —127
3 3 3
16 4 2
3 3 3 3
—20 -8 0
3 3 3 -
3. Hallar: —5A4
- %‘5“‘:5*_]*‘
—5==1 —5=3 —5=
—54=| —-5=9 —5=8 —5%x2 |+ —54= —
—5==10 —-5=—=4& —-5=0

e PROPIEDADES DE LA SUMA DE MATRICES Y DE LA MULTIPLICACION POR ESCALAR.

Sean A, B y C Tres matrices de orden 1M1 X M, =y k& dos escalares, se cumple que:

1. App + Oy = A
2. 0xA=0

3. A+tB=B+A
4 k~A=A~xk
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5. 1=A=A

6. —1x4A=-4

kx(A+B)=k+=A+k=+B

(k+x)*A=k*A+x+A

9. (A+B)'=4A"+B"

¢ Multiplicacion de matrices o producto matricial.

Para multiplicar dos matrices existe una condicién fundamental que dice:
La multiplicacién de dos matrices se puede realizar si y solo si el numero de columnas de la
primera matriz es igual al nimero de filas de la segunda matriz,

Por lo tanto la matriz producto tendra el nimero de filas de la primera matriz y el nimero de
columnas de la segunda matriz.
En forma general:

Como se observa en la forma general:

» n: Columnas de la primera y filas de la segunda.

» Enla matriz producto Cmqr. se tiene las filas de la primera y las columnas de la segunda.

Ejemplo: Dado el producto de las siguientes matrices se obtiene como resultado otra matriz que
contiene el niumero de filas de la primera y el nimero de columnas de la segunda:

A3x535x4
AﬁxﬁB 6x3
AZ::IB 1x6
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o PROCEDIMIENTO PARA MULTIPLICAR MATRICES.

Si Amn es una matriz de orden ML X 1L y Bnq es una matriz de orden L X (, la
multiplicacidn de la matriz A por la matriz B dar4 una matriz Cmq de orden T X q.

Para determinar las entradas de la matriz ﬂmanq - Cmq, se procede de la siguiente

manera:

a; a, - &, b11 b12 Mg
|8 8p 8y B - b21 b22 o b2q
Amxn o : : nxq : : :
_aml Ay Ay _bnl bn2 o bnq |
a; a, - a,||by by o by
_ Ay 8y v 8y, b21 b22 Tt b2q
La multiplicacion ﬂmanq

_aml Ay amn_ _bnl bn2 U bnq

Dard una matriz Cmq de la forma:
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Cm1 Cmo - C

| mqg
Las entradas de la matriz Cm q se obtienen de la siguiente manera:

o Filal

> Cll : Se obtiene multiplicando las correspondientes entradas de la primera fila de la

primera matriz por las correspondientes entradas de la primera columna de la segunda
matriz como se observa en la figural:

|':|:11 r‘IlE ==- ﬂl-a bll E}].E mm= E;'ll?
oy o an Tt gy £a1 D ‘E:'E-?
| w1 O T aum | _E}?ﬂl E}HE Ut E}HE’ _
Figura 1

Estoes: C19 = @y1b91 + @y2bay +ay3bsy + + agbyy

> C12 Se obtiene multiplicando las correspondientes entradas de la primera fila de la

primera matriz por las correspondientes entradas de la segunda columna de la segunda
matriz como se observa en la figura 2:

Estoes: C12 = @y1b92 + @42bas +ag3b3s ++ + @y, b0

Clyy e —— oy
oy & aa Tt gy,
_':I:wl ':I:wﬂ e ':I:w:u_
Figura 2

lg
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Nota: De igual manera se obtienen las demas entradas de la primera fila de la matriz C, en general

se multiplica la primera fila de la primera matriz por todas y cada una de las columnas de la
segunda matriz.

> Fila 2:

> Para hallar Cer se efectla la multiplicacién que muestra la figura 3

41 =S R S |

b -&11 -53'12 - &
21 -E:':z .- D

_':I:wl ¥ s 2 "t ':I:w:u_ _'E::lzl 'E:':uﬂ "t 'E:':lzq_
Figura 3
eswoes: C21 = @z1b11 + Qa2 ba1 + @z3ba1 + - + @znbpa
Para hallar sz se utiliza la figura 4
Ly 1o CL1m £y Hi4 -53'1.;-
oy oy —— s 'E‘-"El 'E‘-"EE T 'E:'E.jl
_':I:wl ':I:wﬂ T ':I:w:u_ _'E‘-":':el 'E:':':E e ‘E:':-:e.jl_
Figura 4
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esoes: Co1 = @z1b12 + @abaz + @z3bhsy + -+ + Aznbuz

Nota: De igual manera se obtienen las demads entradas de cada una de las filas de la matriz C, en

general se multiplican todas y cada una de las filas de la primera matriz por todas y cada una de
las columnas de la segunda matriz (siguiendo el proceso descrito en la secuencia anterior).

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Dadas las siguientes matrices Ay B, hallar AB y BA

1 0 -3
A:[i _13 g]yﬂz 0 4 2
2 1 1

Procedimiento

a. Recuerde que:

AB=C
Aesdel orden2x 3,
Besdelorden 3 x 3

por lo tanto: C €5 del orden 2 X 3, Filas de la primera matriz y las columnas de la

segunda matriz, obteniendo en forma general una matriz C de la forma:

€11 €12 '1?13]‘w

C= [
€21 €22 C23

= Calculo de las entradas de la matriz C

» Para hallar €11 se realiza la siguiente operacion:
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2 1 — &
1 -3 &

» ParahallarCq2:

= T — &

. .
1 — = .

— =2 1

c12 = (2) = (0)+ (1) * (4) + (—6) = (1) = —2

> Parahallar €13:

2

= T — &
2 <}

1 — 3= =
— =2 1

c13=(2)*(-3)+(1)=2)+(-6)*(1) =—-10

» ParahallarCo1q:
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> ParahallarCg2:

> ParahallarCo3:

(]
= 1 —
- =} s
T — = —
= 1 1

b. Reemplazando en **, se tiene:

14 -2 -10

AB=C =
-10 -7

= Calculo de BA: Analizando el orden de las matrices:
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B es del orden 3 X 3 (primera matriz).

Aesdel orden 2 X 3 (segunda matriz).

Como B esdeorden3 X 3 y Aesdeorden2 X 3, 1a multiplicacidn no se puede efectuar.

(3 +2)

Pista de aprendizaje

Tenga presente: Para efectuar la multiplicacién de matrices se tiene que cumplir que: # Columnas
de la primera matriz= # Filas de |la segunda matriz.

2. Dadas las siguientes matrices Ay B, hallar AB y BA
4 3 -3 2
A= B =
[—2 5] Y | 6 7]
Procedimiento

a. Recuerde que:

AB=1C
Aesdel orden2x 2,

Besdelorden 2 x 2

por lo tanto: C €5 del orden 2 X 2, Filas de la primera matriz y las columnas de la

segunda matriz, obteniendo en forma general una matriz C de la forma:

€11 f-'1z]
B

cz[
€21 C22

= Calculo de las entradas de la matriz C
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> Calculo de AB:

comoAd esdelorden2X2y Besdel orden 2 X 2, 1a multiplicacion se

puede realizar y dard una matriz C de orden2 x 2.

Efectuando las operaciones:

4 33 2] [@=(=3)+(@):(6) (@=*@)+(3)*(T)
c=as=5 [ —;H_ —]*

12+18 8+ 21 97..

= 2
¢=AB= [— _”f"_[aﬁ 31

> Célculo de BA:
B=C
B es delorden 2 X 2 (primera matriz).
Aesdel orden 2 X 2 (segunda matriz).

por lo tanto: C €5 del orden 2 X 2, Filas de la primera matriz y las columnas de la

segunda matriz, obteniendo en forma general una matriz C de la forma:

[511 flz]
= HE
€21 C22

Efectuando las operaciones:

c=pa=]3 _[E8) @0+ @)*(-2) ()= @+ @=G)]
C—= AB = [12 4 —'J-l-lﬂ] C= [16 1

NOTA: Con la solucién de los ejercicios se ve claramente que la multiplicacion de matrices no es
conmutativa, es decir, que en términos generales AB + BA.
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e PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE MATRICES:

Sean: A, B, C Tres matrices cuyos productos se pueden efectuary ke Re' entonces:

AB + BA.

A(BC) = (AB)C.

k(AB) = A(kB) = (AB)k

A(B+C)=AB+ AC

(A+B)C=AC+BC

A=A
1A=4
(AB)T = BTAT

e POTENCIA DE UNA MATRIZ:

Sea A una matriz cuadrada de orden L.
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Y asi sucesivamente.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
. -1 10
1. Sealamatrizz4 = [ n 5 ], hallar:
20 — [1 0
a. =
0 1

TN

Ty A:[—; 150] [—41 150]_>

aq- [CDED+A0)-(4) (-1 = (10) + (10) (5)] .
@)+ (—1)+(5)=(4) (4) = (10) + (5) = (5)
[1+40 —10+50 41 40)]_ .,
A4=1 4. 20 40+25]_“M_ 16 65]_d
s .2 [—1 10][41 40)
o A% = AA _[4 5”15 65]_>
13 — (—1) = (41) + (10) = (16) (—1)=(40) + (10) = (65) .
| (4) =(41) + (5) = (16) (4) = (40) + (3) = (63)
—41+160 —40 + 650 119 61
A= 164180 160+325]_>AIA:[244 43212"3
3 0 1
2. siB=1|2 -8 9]
5 4 3
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c. ACTIVIDAD: Compruebe, siguiendo el procedimiento del ejercicio anterior, que:

14 4 6
> B*=135 100 —43
38 —-20 50
80 -8 68
>B3=|90 -972 806
1324 360 8
27712 31616 —464
> B*=1180864 1234224 -770864
| 60912 —-349632 312256
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4. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES UTILIZANDO
TECNICAS MATRICIALES Y APLICACIONES

OBJETIVO GENERAL

Desarrollar las técnicas analiticas para solucionar sistemas de ecuaciones lineales en forma
matricial, explicando, ademas, en qué consisten los sistemas consistentes e inconsistentes vy el
algoritmo para la soluciéon de sistemas de ecuaciones lineales por los métodos: Eliminacion
Gaussiana, Eliminacion Gauss — Jordan, Matriz inversa y determinantes.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Determinar cuando un sistema de ecuaciones tiene solucion Unica, infinitas soluciones o
no tiene solucidn.
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® Solucionar sistemas de ecuaciones por medio de eliminacidn Gaussiana.

® Analizar los sistemas de ecuaciones homogéneas.

* Solucionar sistemas de ecuaciones por medio de eliminacidon Gauss-Jordan .

* Solucionar sistemas de ecuaciones lineales utilizando la matriz inversa.

® Solucionar sistemas de ecuaciones lineales utilizando la factorizacidon de matrices.
# Solucionar sistemas de ecuaciones lineales mediante el empleo de determinantes.
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ALGEBRA LINEAL '

[SOLUCION DE SISTEMAS DE]

ECUACIONES LINEALES
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un sistema/' Consistente '—— tjene > Una Unica

solucién
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No tiene
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x+y=—-1- Ecuacion 1
"3x+vy=3—- Ecuacion 2

Utilizando cualquiera de los métodos de igualacién, sustitucion, reduccidn, determinantes o el
método grafico, demuestre que el intercepto de las ecuaciones dadas es el punto de

coordenadas

P = (2,—3], realice la respectiva grafica (justifique cada uno delos procesos

realizados).

2. Utilizando el método de Sustitucion demuestre que el intercepto de las ecuaciones:

x+7y=—-1-> Ecuacién 1
x—vy=-3— Ecuacion2

Es el punto de coordenadas P(—Z, 1), realice la respectiva grafica (justifique cada uno

delos procesos realizados).

3. Utilizando el método de Determinantes demuestre que el intercepto de las ecuaciones:

3x+2y =5 - Ecuaciéon 1
x—y=0- Ecuacion?2

Es el punto de coordenadas P(l, 1), realice la respectiva grafica (justifique cada uno delos

procesos realizados).

4. Solucione el siguiente problema de aplicacidn, justificando cada uno de los procesos realizados:

Una persona tiene $ 77000.000 para invertir. Una parte la invierte a una tasa de interés del 4.5%
anual, el cuddruple de la parte anterior la invierte a una tasa de interés del 6% anual y el resto lo
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invierte a una tasa de interés del 5% anual. Si el interés total ganado en un afio es de $ 435.000,
Determine el interés ganado en cada una de las inversiones.

e Definicidn de un sistema de T ecuaciones con Il incdgnitas

Un sistema de ecuaciones lineales consiste en varias 1 ecuaciones y cada ecuaciéon con 1L

incégnitas, el sistema se caracteriza por que las variables tienen potencia uno, es decir, son
sistemas lineales, no existe producto entre ellas y ademads no existen variables en el denominador.

Solucionar un sistema de ecuaciones consiste en encontrar una serie de valores t1,t2,t3, tn

que simultdaneamente son solucién de cada una de las ecuaciones, es decir si se remplazan todos

los ti en una ecuacion se obtiene una igualdad verdadera.

EJEMPLOS
1. 3xqy—5x,+ 4x3 =10

—5x; +7x, —110x3 =1
12x, + x9 + 7x3 = 12

Esunsistema3 X 3

2. 11xy +2x; —8x3 — 14x4, =16
—81:1 + 4:.1:2 — ﬁ'xg + 121:4 =12

Es unsistema 2 X 4
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Pista de aprendizaje

Traer a la memoria: Cuando en el proceso de solucidn de un sistema de ecuaciones se llega a una
igualdad falsa, esto quiere decir que el sistema no tiene solucidn.

Cuando en el proceso de solucién de un sistema de ecuaciones se llega a una igualdad verdadera,
esto quiere decir que el sistema tiene infinitas soluciones.

e SISTEMAS CONSISTENTES E INCONSISTENETES

1. Un sistema es consistente cuando tiene una unica solucidn, es decir, las ecuaciones son
independientes.

2. Un sistema es inconsistente cuando no tiene solucidn.

3. Si el sistema tiene infinitas soluciones, se dice que el sistema es consistente pero las
ecuaciones son dependientes.

e FORMA MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

La forma matricial de un sistema de ecuaciones esta dado por:

AX =8B

Dénde:
> A Eslamatriz que contiene los coeficientes, tiene orden 11 X 1.
» X Esla matriz de variables tiene orden 72 X 1.

> B Eslamatrizenlacual se pone el término independiente de cada una de las ecuaciones.
Esdeorden 1t X 1.

NOTA: Para construir matrices a partir de sistemas de ecuaciones, se debe tener en cuenta lo
siguiente:
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a. El término independiente debe estar aislado o despejado (casi siempre a la derecha de la
ecuacion).

b. Las variables deben tener el mismo orden en todas las ecuaciones.

c. Esobligatorio colocar ceros los espacios donde falte una de las variables.

M. Es el numero de variables; T: Es el nimero de ecuaciones.

EJEMPLO: Un sistema de la forma:

11X + a2y + aAi3Z = b‘l
dr»1 X + o2y + oz Z = bz
aziXx + az2y + z3Z — bg

Se puede escribir como:

by
b

e El primer arreglo se llama _

e Elsegundo arreglo se IIama_ note que las variables se colocan en el
mismo orden o secuencia en que se encuentran en las ecuaciones.

e Eltercer arreglo se llama matriz de constantes o matriz del término independiente.

Nota: También se puede escribir la matriz aumentada, que consiste en agregar a la matriz de
coeficientes, la matriz de constantes en el lado derecho, as:

b,
b,
bs

Matriz aumentada
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, construya la matriz de
coeficientes, la matriz de constantes, la matriz de variables y la matriz aumentada.

3x -2z = 10
1. 15 -2y +4z = 0
7y -5z = 4

Procedimiento

a. Elsistema quedaria (las variables que falten- espacios en blanco- en el sistema lineal se
deben representar con cero):

3x 0y -2z = 10
5x —2y +4z = 0
O0x 7y -5z = 4

b. La matriz de coeficientes: Sea C la matriz coeficiente:

C:U

c. La matriz de variables: Sea V la matriz de variables:

-

d. La matriz término independiente: Sea B la matriz de términos independientes:

10
B=10
4

e. La matriz aumentada: Sea A la matriz Aumentada:
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10

0

4
2x Y = 10
2. 15x —2z 14y = 11
10x 7Y _5z = —4

Procedimiento

a. El sistema quedaria (las variables que falten- espacios en blanco- en el sistema lineal se
deben representar con cero):

Nota: En la segunda ecuacidon lineal se deben ordenar las variables, para que las tres
tengan el mismo ordenamiento.

3x Y 0z = 10
5 4y -2z = 11
10x 7Y -5z = —4

b. La matriz de coeficientes: Sea C la matriz coeficiente:

C:U

c. La matriz de variables: Sea V la matriz de variables:

-

d. La matriz término independiente: Sea B la matriz de términos independientes:
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e. La matriz aumentada: Sea A la matriz Aumentada:

| 10
| 11
| —4

e FORMA ESCALONADA POR FILA DE UNA MATRIZ:

Una matriz estd en su forma escalonada por, fila, si tiene la siguiente apariencia:

= % % %
= % %

= O O %
o o ¥ %

Nota: PIVOTE: En una matriz es la primera entrada distinta de cero (entra:da; +* U} en una
fila.

Los pivotes son los primeros asteriscos de cada fila (si son diferentes de cero) y los asteriscos
restantes pueden ser o no ser ceros, de esta manera podemos decir que: una matriz esta en forma
escalonada por fila si:

a. Todas las filas que contienen solo ceros estan agrupados en la parten inferior de la matriz.
b. En cada fila que no contiene solo ceros, el pivote se encuentra a la derecha del pivote de
cada renglén por encima de él.

ACTIVIDAD
Las siguientes matrices estan en su forma escalonada, verifique que cumplen con las propiedades
anteriores:
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23 16 -2

1o
1 ’
0 0 0 12 -1

e TEOREMA PARA TRANSFORMAR LAS FILAS DE UNA MATRIZ

Dada la matriz de un sistema de ecuaciones lineales, las siguientes transformaciones conducen a la
matriz de un sistema de ecuaciones equivalente:

a. Intercambiar dos filas cualesquiera.

b. Multiplicar todos los elementos de una fila por el mismo nimero ke Re y k=0.
c. Sumar a los elementos de una fila, k veces los correspondientes elementos de cualquier
otra fila, en donde k € Re.lg

> OPERACIONES ELEMENTALES EN UNA MATRIZ

En una matriz se pueden efectuar las siguientes operaciones, llamadas operaciones elementales
(por fila), y la matriz no se altera.

d. Sumar un multiplo de una fila a otra fila.
Intercambiar dos filas.
Multiplicar una fila por una constante distinta de cero.

e METODOS MATRICIALES PARA SOLUCIONAR SISTEMAS DE_ECUACIONES LINEALES

> METODO 1: ELIMINACION GAUSSIANA

PROCEDIMEINTO PARA SOLUCIONAR UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES POR EL METODO
DE REDUCCION GAUSSIANA:

Se explicard el desarrollo del método mediante algunos ejemplos:

Nota: Utilizando ELIMINACION GAUSSIANA, resuelva los siguientes sistemas:

¥ SWOKOWSKI. Earl W. Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica. 2 ed. México: Grupo Editorial
Iberoamérica, 1986. p. 422.
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2x, —xX —X3 = 3
1. {—6x; +6x; +5x3 = _3
41:1 +"'l:xz +713 = 3
Procedimiento

1. Se escribe la matrizaumentada asociada:

| 3
| —3
| 3

2. Sereduce la matrizaumentada a su forma escalonada. Para ello se realizan los siguientes
pasos:

a. Seconvierte en 1 la entrada (111, esta entrada debe ser diferente de ceroy se llama el

ELEMENTO PIVOTE.
Para el ejemplo se tiene que:

1
> CONDICION: Se multiplica la primera fila por E , esto es.

1

—

2 fi
pPero: fz:fz,.}’

f3=1T13

» La matriz queda:
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1 1 1, 3

2 x— —1*— —13:—| 33:— P —
2 2 2| 2

4 4 7 7 3

Nota: Si la entrada 11 = 0, se necesita realizar un intercambio de filas (para el ejemplo este

paso no es necesario efectuarlo).

b. Con el 1 que hay en la entrada 11, se hacen cero todas las demas entradas en la

primera columna, para ello sume un multiplo apropiado de la primera fila a las demas filas,
para el ejemplo:

> CONDICION

fi=h

f2=1Ff2+6f

[z =1f3—4f1

Efectuando las operaciones en cada fila se tiene:

v' Primera fila: f1 — fl

;7 = an
12 = Agz
13 = Ai3
b, = b,
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v Segundafila: fo = fa + 6f4

1
ﬂzzzﬁ"l‘ﬁ'(—i):ﬁ'—:}::}

1

3
bz=_3+6G)=—3+9=6

v Tercerafila: f3 = f3 — 4f

az; =4-4(1)=4—-4=0
1
ﬂ32=4—4(—5)=4+2=6
1
ﬂ33:7—4(—5):7+2:9
3
b3=3—40)=3— =|-3
2
» La matriz queda:
1 1, 3
1 —— —= =
2 2| 2
0 3 2| 6
0 6 9 -3

c. Se repiten los pasos anteriores ignorando el primer renglén:

» CONDICION

fi=F

f2 = (l)fz
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1 1 3 1 1
- I T B B T
2 2| 2| = — 2 | 2
1] 3 Zl (51 ﬂtl 3:&' ztll ﬁtl 0 7| 2
0 6 9 3 31 _3
0 6 9 -3 0 6 9

d. Se deben volver cero todas las entradas debajo de la entrada 22 , para ello se utiliza el 1 de

la entrada 22

Se deben efectuar las siguientes operaciones en la matriz:

> CONDICION

fi=h

f2=12

fz=f3—6f;
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Para la tercera fila se tiene:

a;;,=0-6(0)=0+0=10
Az, =6-6(1)=6—-6=0

2
b;=-3-6(2)=-3-12= 115

» La matriz queda:

o N

e. Se convierte en 1 la entrada 33:

> CONDICION

fi=F1

f2=12

_ 1 1 _
1 1 1 —— —— 3 1 1

1 — =5 3 2 Zl — 1 =35l 3

2 2 E 2 2 2 2 E
z | = 0 1 = | 2 = 2

3l 2 31 1 0 1 3, 2

— 1 1 ——15 —

5 15 E*ﬂ —x0 —= * 0 1 -

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Péagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Matemdticas Il (algebra lineal)

La matriz esta en la forma escalonada.

3. Sereescribe el sistemay se resuelve por sustitucion hacia atras, esto es:

1 = = 3 X —lx —lx
2 2| = 1 272 273 = E—} Ecuaciom 1
— 2 =
0 1 2 : 2 Xy +§x3 _ 2= Ecuacion 2
0 i -3 x3 =3- Ecuacion 3

> De la ecuacion 3 se tiene que: _

> Sereemplaza este valor en la ecuacién 2y se despeja X7

xz+§x3=2—>x2+§(—3}=2—>x2—2=2—>x2=2+2—>xz=4

> Sereemplazan estos vanres,- Xz = 4 en la ecuacion 1 y se

despeja Xq:
1 1 3 1 1 3 3 3 3 3
xi_Exz_Exg=E_}x1_i(4}_i(_3}=E_}x1_2+E=E_}x1=E_E+2_}
X1 = 2

» Prueba: Se reemplazan los valores obtenidos en las ecuaciones originales, esto es:

2(2) -4 —(-3) = 3+4-4+3=3-3=3
—-6(2) +6(4) +5(-3) = -3-5-12+24-15=-3--3=-3
402) +4(4) +7(-3) = 358+16—-21=3-3=3

Por lo tanto, la solucidon del sistema es:

X1=2,x2=4%x3=-3

2. Utilizando ELIMINACION GAUSSIANA Resuelva el sistema:

2x+8y—-z+w=20
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4x +16y—3z—w = —-10
—2x+4y—-—z+3w= -6
—6x+2y+5z+w=3

Procedimiento

a. Se obtiene la matriz aumentada

2 g -1 1 0
4 16 -3 -1 | —-10
-2 4 -1 3 —6
-6 2 5 1 3

» Seconvierte laentrada @14 en 1:

» CONDICION

1
i :E(fﬂ

fa=12

fa=T13
fa=1Ta

» La matriz queda:

2 g -1 1 0 ® 2 I*B I*—l I:k‘l I*ﬂ

_42 14',3 j _31 | __1&“ =4 16 -3 -1 ]| -10|=
e 2 5 1 3 -2 4 -1 3 -6
-6 2 5 1 3
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> Se convierten en ceros cada una de las entradas debajo del 1 anterior:

» CONDICION

fi="r

f2=1Ff2—4f1

fz=f3+2f4
fa=fa+6f

> Paralafila 2 se tiene:

a;=4-41)=4-4=0
Ay, =16 —4(4) =16 — 16 = 0

1
%3=—3—4GE)=—3+2=—1

1
aH::—1—4(E)=—1—— =3
b,=-10—-4(0)=-10—0= —10

> Paralafila3:

as, =4+2(4)=4+8=12

1
%3=—1+205)=—1—1=—2
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1
b;=—-6+2(0)=-6+0=-6

> Paralafila 4:

1
Ay 5+ﬁ'(—i):5—3:2

1
Aus 1+ﬁ(i)=1+3=4:

b,=3+6(00=3+0=3

» La matriz queda:
1 4 -1, 1, o
0 0 -1 -3 | —10
0 12 —_2 4 —6
0 26 2 4 3

» Como la entrada @22 es igual a cero (resaltada en amarillo en la matriz), se debe hacer
intercambio de fila.

> Se cambia fz con fg

La matriz queda:
1 4 -1, 1, 0

0 12 —2 4 ]
0 0 -1 -3 | —10
0 26 2 4 3

Se convierteen 1laentrada @292:

>
» CONDICION:
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= =N = ]

Se deben convertir en cero las entradas debajo del 1 anterior:

o CONDICION

fi=h

f2=12

fa=T13
fa=[f4—26f;

o Para lafila 4 (resaltada en amarillo)
a,;=0-26(00=0-0=0

a3, =26-26(1)=26-26=0
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1 13 o6+13 19
ﬂ43:2—26(—g):2+ = =

3 3 3
26 12—26 14
3 3 3

1
b4=3—2605)=3+13=16

La matriz queda:

1 4 _17(2 1;2 0
-1 1 1
0116 /3 Y
0 0 -1 -3 —10
0o g 19 14 16
3 3

Se convierteen 1 laentrada 33:

o CONDICION:

fi=h
f2=12
fz=—f3
fa=1Ta

Para la fila 3:se multiplica f3 p{.‘n-

_1 1
X . lfz _lfz 0
8 0 1 - fﬁ fﬂ | - ;2 —
0+=1 0+=1 _q.=9 —3«=1 —10«=1
0 0 19 _ 14 16
3 3

Realizando las operaciones indicadas:
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_1;2 1}2 0

1 4

o ﬂl—1fﬁ 1f3|—1f2
00 g 3 10
00 13 14 q¢

3 3

o Se deben convertir en cero las entradas debajo del I anterior:

o CONDICION

fi=h
f2=12
fza=—f3

19

fq-:f:t-—?fs

o Paralafila4:

o a41=0—13—9(0)=n—0=u

o a42=0—13—9(0)=0—0=0

19 19 19 19
O @43 =~ 3() s 3

S C O . (3) = 14 57 —14-5700071
+4 3 3 3 3 3 3

19 100 48—-190 142

o b4=16—?(10}=16— : = 2 R

La matriz queda:
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= =T =1

Se convierteen 1laentrada fg4:

O
o CONDICION

fi=h
fa=12
f3=1F3

3
fo=—orfs

La matriz queda:

1 4 "2 T2 0
1
0 1 -1 1. —/s
@) 6‘ 3' —
00 3 10
00
- o =3 -1 )
1 4 — /s /2 2}
0 1 1 1 -1/,
0 0 frﬁ éE | 10 -
1 4 —Yo s 0
01 =Y Yz~ /2
10
0o 1 3 s
0 1

La matriz esta en la forma escalonada.

b. Se reescribe el sistema de ecuaciones:
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1 1 ,
v x+ 4y—£z+5w= 0 Ecuacion 1
1 1 1
‘/ = - __ - .
y 62’—|—3W 5 Ecuacion 2

v z4+ 3w =10 Ecuacion 3
v w=2 Ecuaciom 4
c. El sistema se resuelve por sustitucion hacia atras, esto es:

o Sereemplazala Ecuacion 4enia Ecuacion 3:

z+3Iw=10—-2z+32)=10—-2z+6=10—-2z=10—-6—-2=4

o Sereemplazan losvaloresde Z , W enla Ecuacion 2:

11 1 YO PR 2.2 1
- — W =———y—— — -y —— 4 — = ——
Y762 3" T 27V 7% 3 2 Y3737 73
1
Yy=73

o Sereemplazan losvaloresde ¥, Z ,W enla Ecuacionl:

1 1 1 1 1
x+4}’—EZ+EW:U—>I+4(—E)—E(4)+E(2):U—>

x—2—-241=0-x—-3=0-%x=3

La solucion del sistema es: y=—3, w=2

ACTIVIDAD: Realice la prueba reemplazando los valores en las ecuaciones originales, tome el
ejercicio anterior como ejemplo.
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ACTIVIDAD: Encuentre la solucidn del siguiente sistema, tome el ejercicio anterior como ejemplo,
resuélvalo y confréntelo con su tutor.

x 12y +z=-6
4x -2y —z-=-—-4
2x -y +3z=19

Respuesta: solucion del sistema es:(—z, — 5, ﬁ)

e Solucion de sistemas de ecuaciones lineales con infinitas soluciones:

3. Solucione el siguiente sistema:

x +y +z=2
5x -2y +2z=0
8x +y +5z=6

Procedimiento

a. Se obtiene la matriz de aumentada:

1 1 1 2
5 -2 2 0
8 1 5 6

o Como laentrada €4 es1,porlotanto se convierten en cero las entradas que estdn
por debajo del mismo:
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> CONDICION

fi=r
f2=Ff2—5f1
fz=f3—8f1

La matriz queda:

1 1 1 2 1 1 1 2
5 -2 2 0|=[5—-5(1) -2-5(1) 2-5(1) 0-5(2)
8 1 5 6] [8-8(1) 1-8(1) 5-8(1) 6—8(2)

Efectuando las operaciones indicadas:

1 1 1 2
5-5 —-2-5 2-5 0-10
8-8 1-8 5-86-16

Se convierteen 1laentrada 22!

>
> CONDICION:

fi=r
B 1
f2=—=f2

f3=1F3

1 1 1 2
=10 1 7 1 3 1 10 1
7 7 7
0 -7 -3 -10
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Realizando las operaciones indicadas:

1 1 1 2
0 1 3 10
7 7

0o -7 -3 -—-10
o Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1 obtenido:

> CONDICION:
fi=h
f2=12
fa=F3+7f2

1 1 1 2
1 1 1 2 3 10
3 10 0 1 — —
1 = — | = 7 7
7 7
-7 -3 —10] [0%7(0) =7+7(D)

Realizando las operaciones indicadas, se obtiene la matriz en la cual la entrada @33 = 0

b. Se reescribe el sistema:

3 10 »
y+ Ez == Ecuacion 2
0 =0 Igualdad verdadera
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Nota: Como se llega a una igualdad verdadera, el sistema tiene infinitas soluciones.

o De laecuacion 2 se despeja ¥:

+ 19 ¢ i6m 2 10 3. F ion 3
— = — — = m— ==
}" 7 z 7 cuacion J" 7 7 Z LCuacion

Se reemplaza la ecuacion 3 en la ecuacion 1:

10 3
Ecuacionl - x+y+z=2—-x+ (?—§Z)+z= 2—
10 3 10 3
I+?—;Z+Z =2—=x= - +;Z—Z+ 2 —Reduciendo términos semejantes:
4 4
xX=———-2z
7 7

o Paraindicar una solucién mas general:

Haciendo: - donde k € R, , entonces la solucién del sistema (I, y,|) es:

4 4 10 3
G B B
7 7 7 7

> Para cada nimero real K se obtiene una solucién para el sistema dado, se
revisaran algunos valores:

k (x,7,2) SOLUCION
4 4 10 3
Goe g B
7 7 7 7
0o |z % 19 3 (i 10 )
11(0}, 7 gtn}, o |5, =, 0
|z _Z —_= o, 1 1)
-, —-sm, 1
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2 |4 4 103 (_E 4 )
1 1(2}, 170 gr(2}, 2 g, g 2
e e s (G5 )
-—2®, —-z@® 3 |(-5, 3 3
ACTIVIDAD: Realiza el mismo cuadro asignando 3 valores negativos.
4. Solucione el siguiente sistema:
2x -y —z =10
[Zx +3y =1
8x —3z=4
PROCEDIMIENTO
a. Se obtiene la matriz de aumentada:
2 -1 -1 0
2 3 0 1
8 0 -3 4
Se convierteen 1laentrada fq1:
@]
> CONDICION:
1
fi= E(fﬂ
fa=12
fa=1T13
2 -1 -1 0] [3+@ Z+(-1D 5+(-1) 2+(0)
2 2 2 2
2 3 0 1|- -
8 0 -3 4 Z 3 01
8 0 -3 4
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2 1 1 1 1

z 202 0t 375 0
2 3 0 1 2 3 0 1
8 0 -3 4 8 0 -3 4

o Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1 obtenido:

v CONDICION:

fi=F1
f2=Ff2—-2f4
fz=1f3—8f4

' 1 1
2 3 0 1
8 0 -3 14
1 1
1 —3 -1 0

2-2(1) 3-2(—3) 0-2(—3) 1-2(0)-
8-8(1) 0-8(—3) -3-8(—3;) 4-8(0)

1 L 1 0
) ) 1 1
1 -3 -5 0
— — —0|—=
22 341 u+2 1—0 0o 4 h 1
0 4 1 4
8—-8 04— _3+E 4—0

o Seconvierteen1laentrada @22
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v' CONDICION:
fi=h
1
f2= E(fz)
fa=1f3
1 1
1 1 1 S i
== == 0 2 2
2 2 |1 1 1 1 -
0 4 1 1 I*n Zt 4 —% 1 Zt 1
0 4 1 4
0 4 1 4
1 1
1 ——= - 1}
2 2
(1} 4 1 1|—
4 4 4 4
(1} 4 1 4
o Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1 obtenido:
v CONDICION:
fi=h
f2=12
fa=1fs—4(f2)
1 L L 0
T2 T2
0 1 1 1
— - —
4 4
00— 40 4— 41 1 4(1) 34— 4 !
—4(0)  4-4(1) -4(3 -4
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1 _% _% 0 1 -2 ! 0
1 1 T2 T2
0 1 - - — 1 1(—
4 4 _ _
4 4 0 1 4 4
0-0 4-4 1—(3) 4-(3 0 0 3
b. Se reescribe el sistema:
1 1 .
1 1 X—5¥Y—5Z=0Ecuacion1
1 -3 5 0 27 2
2 i
o - 1 1]|—
4 4
0 0 3

0=3 Igualdad falsa

c¢. Como se llega a una igualdad falsa (U = 3) , el sistema es inconsistente, quiere decir
gue no tiene solucion.

SISTEMAS HOMOGENEOS

Dado el sistema:

ax+by+cz=0
ex+fy+gz=20
ix+jy+kz=20

Es homogéneo porque término independiente en todas las ecuaciones es igual a cero.

Nota: Un sistema lineal homogéneo siempre tiene la solucién trivial (U, ﬂ, U), por lo tanto

estos siempre son sistemas consistentes; ademas de la solucidn trivial pueden tener también
infinitas soluciones no triviales.

ACTIVIDAD: Siguiendo el proceso anterior solucione el siguiente sistema, determine el nimero
de soluciones, si las tiene, confronte con el tutor su validez.

x+y+z=0
5x —2y+2z=0
8x+y+5z=0
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METODO 2: ELIMINACION GAUSS — JORDAN

Este método consiste en llevar la matriz aumentada del sistema a una matriz de la forma

1 0 0 O

oS
=T R T~

1
0
0

o = o
L=

Todas las entradas de la diagonal principal son iguales a 1 y todas las entradas arriba y abajo de la
diagonal principal son iguales a cero.

Una matriz de este tipo se dice que esta en su forma ESCALONADA REDUCIDA POR RENGLON.
Donde los numeros @, b,c,d, ...€e R .

Se deduce de lo anterior que:

X1 —4a
xz—b
X3 =C
x4:d
xn.

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE

Utilizando ELIMINACION GAUSS — JORDAN resuelva los siguientes sistemas:
Ejercicio tomado de GROSSMAN. Stanley I. Algebra lineal. 5 ed. México: Mc Graw Hill, 1966. P 7

21:1 + 4xz+6x3 =18
1. 4:'.'!:1 + 5.1‘:2 + ﬁ'xg =24
3x; +x,—2x3 =4

20
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Procedimiento

a. Se obtiene la matriz de aumentada:

2 4 6 18
4 5 6 24
3 1 -2 4

o Seconvierteen1laentrada @11

v" CONDICION:

_1
f1—ECf1)

fz2=F12
fza=1Ff3

2 4 6 18
4 5 6 24
3 1 -2 4
1/2+(2) 1/2+(4) 1/2+*(6) 1/2+(18)
- 4 5 6 24 -

3 1 —2 4

Efectuando las operaciones indicadass
2/2 4/2 6/2 18/2
4 5 6 24 | —
3 1 -2 4

o Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1 obtenido:

v" CONDICION:

fi="r1
f2=f2—4(f1)
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f3:f3_3(f‘1)
1 2 3 9 ‘

4-4(1) 5-4(2) 6—4(3) 24—4(9)
3-3(1) 1-3(2) -2-33) 4-3(9

_]_:’

Efectuando las operaciones indicadas:

1 2 3 9
0 -3 -6 -12
0 -5 —-11 -23

1 2 3 9
4—-4 5-8 6-12 24-36|-
3-3 1-6 -2-9 4-27

o Seconvierteen1laentrada @22.

v" CONDICION:

fi=F1

_ 1
fz——g(fz)
fza=1Ff3

1 2 3 9 1 2 3 9
0 3 -6 —12|—|—-1/3#0 -1/3+#-3 -—-1/3+—6 —1/3=-12
0 -5 —-11 -23 0 —5 —11 —23

Efectuando las operaciones indicadas:

1 2 3 9
0 3 -6 -12| [ 2 3 9
3 3 "3 3|7 L& S
5 s 3 53 o -5 -11 -23

o Se convierten en cero las entradas que estan por encima y por debajo del 1 obtenido:

v" CONDICION:
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f1:f1—2(fz)
fz2=12
fza=1fs+5(f2)

1-2=+(0) 2-—-2=+(1) 3-2=(2) 9—2*{4}]

1 2 3 9
o 1 2 4
0 -5 -—-11 -23

- 0 1 2 4

0+5+(0) —545=%(1) —11+5%(2) —23+5+(4)

Efectuando las operaciones indicadas:

1-0 2-2 3—4 9—-8
0 1 2 L
0+0 -54+5 —-11+10 —-23+20

1 0 -1 1
=0 1 2 4

0 0 -1 -3

o Seconvierteen1laentrada f33.

v" CONDICION:

fi="r1
fz2=12
fz=—f3

1 0 -1 1 1 0 -1 1
o 1 2 4 |-—= 0 1 2 4 —
0 0 -1 -3 —1=0 —-1=0 —-1=-—-1 —1=*-3

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 -11
o 1 2 4
g o 1 3

o Se convierten en cero las entradas que estan por encima del 1 obtenido:

v CONDICION:
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fi=f1+f3
fz:fz—z(fa)
fza=1Ff3

10 -11 1+0 0+0 —1+1 1+3
[n 1 2 4]—1» 0—2%(0) 1—2=(0) 2—2=(1) 4—2=(3)
00 1 3 0 0 1 3

Efectuando las operaciones indicadas:

1+0 0+0 -1+1 1+3 1 0 0 4
0-0 1-0) 2-2 4—6|—=|0 1 0 -2
0 0 1 3 0 0 1 3

b. La solucidn del sistema reemplazando las respectivas variables:

x 0 0 4 x=4
0 ¥y 0 -2|—- )yy=-2
0 0 z 3 zZ=3

ACTIVIDAD: Con los valores obtenidos realizar la correspondiente prueba.

2. En el siguiente ejercicio se deben completar los procesos a partir de las condiciones dadas
(tomar el ejercicio anterior como referencia).

Resolver el siguiente sistema:

x+y+z+w=0
2x+4y+8z+ 16w =26
3x+9y+ 27z + 81w = 144
4x + 16y + 64z + 256w = 468
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Procedimiento

a. La matrizaumentada es:

1 1 1 1 0

2 4 8 16 26
3 9 27 81 144
4 16 64 256 468

o Comolaentrada@qq €S8 1, se convierten en cero las entradas que estan por debajo
del 1:

v' CONDICION:
fi=h
f2=F2—-2(f1)
fa=F3—-3(f1)
f4:f4—4(fi)
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

2 4 8 16 26
3 9 27 81 144

16 64 256 46

1 1 1 1 0
_>

o Seconvierteen1llaentrada d22.

— —

v" CONDICION:

fi :1f1
fz:E(fz)
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oo =

o Se convierten en cero las entradas que estan por encima y por debajo del I obtenido:

v CONDICION:
fi=Ff— 12
f2=F12
fz=/[3-6f>
fa=Ffa—12f,

===

e
S oo R
S om o

o Seconvierteen1llaentrada (X33.

v CONDICION:
f1 = f1
fz - fz
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101 1 0] [to 1t 1 0] [1to 1 1 0
0 1 _lo 1 Lo 1
0 0 00 00 1
00 00 00

o Se convierten en cero las entradas que estan por encima y por debajo del lobtenido:

v CONDICION:
fi=F1+1+2f3
f2=Ff2—3f3
fza=1Ff3
foa=Fa—24f3

10 1 1 0] [T 0 0 1 0
0 1 01 0

0 0 1 “lo 0 1 -
0 0 0 0 0

o Seconvierteenllaentrada 4.

v CONDICION:

fi=h

f2=12

fz=1Tf3
1

fa= ﬁ(ﬁt}
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1 0 0 1 0 10 01 0 10 0 1 0
0 1 0 01 0 01 0

0 0 1 “lo 0 1 “l0o 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

o Se convierten en cero las entradas que estan por encima del 1 obtenido:

v CONDICION:
f1=7F1-6(f4)
f2=F2+11(f,4)
fa=F 3—6(f4)
fa=1a

100 1 0] [100 1 0] [T U 0 0 =3
010 Lo 10 Jo 1. 00 2
0 0 1 0 0 1 0010 -1
000 1 0 00 1 00 01 2

b. Lasolucién del sistema reemplazando las respectivas variables:

10 00 -3 (x=-3
0100 2|_)y=2
0010 -1 )Jz=-1
00 01 2 w=2

ACTIVIDAD: Con los valores obtenidos realizar la correspondiente prueba.

3. Resolver el siguiente sistema:

2y+3z=14
2x —6y+7z=15
x—2y+5z=10
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Procedimiento

a. La matriz aumentada es:

0 2 3 4
2 —6 7 15
1 -2 5 10

> Como la entrada ¥4 1 es cero, se intercambia la fila 1 con la fila 3:

0 2 3 4 1 -2 5 10
2 -6 7 15|(—=|2 -6 7 15
1 -2 5 10 0 2 3 4

» Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1 obtenido:

v" CONDICION:

fi=r
fz:fz—z(fﬂ
fz=1Ff3

1 -2 5 10 1 —2 5 10
2 -6 7 15|~ |2-2%(1) —-6—2=(—2) 7—2%(5) 15— 2=(10)
0 2 3 4 0 2 3 4

Realizando las operaciones indicadas:

1 -2 5 10 1 -2 5 10
2-2 -6+4 7-10 15-20(—|0 -2 -3 -5
0 2 3 4 0 Z 3 4

o Seconvierteen1llaentrada d22.
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v" CONDICION:

fi :1f1
fz:—i(fz)
fza=1f3

1 —2 5 10 1 -2 5 10
0o -2 -3 —5] = |-1/2%(0) —1/2%(-2) —-1/2%(-3) —1/2%(-5)
0 2 3 4 0 2 3 4

Realizando las operaciones indicadas:

1 -2 5 10] [1 -2 5 10
o -2 -3 -5 3 5
— —— —— ——|=l0 1 = =
2 2 2 2 2 2
0 2 3 4 0 2 3 4

Se convierten en cero las entradas que estdn por encimay por debajo del 1 obtenido:

v" CONDICION:
fi=7F112f
f2=12
fza=1f3—2f

1420 —24+2%1 542=3/2

1 -2 5 10 10 +2+5/2
0 1 3/2

0 1 3/2 5;2‘—:* / 5/2

0 2 3 4 0—-2=0

2—2=1 3—2=— 4—2=x5/2
2
Realizando las operaciones indicadas:

0 1 3/2 5/2
0-0 2-2 3-3 4-5

0 1 3/2 5/2

1+0 —-2+2 5+3 10+5
]ﬁ
0 0 0 -1

1 0 8 15]
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o Seconvierteen1laentrada @33. No es posible convertir esta entrada (0) en 1, por lo
tanto la reduccidn de la matriz acaba en este punto.

b. Rescribiendo el sistema:

1 0 8 15 x+8z=15Ecuacitni
1] 1 2 2 als 3 > Ecuacion 2
— — — —_—- = —
2 3 ¥ 2 z 2 ion
(1] 0 0 -1 0 =—1TIgualdad falsa
Como se llega a una igualdad falsa (D = —1], quiere decir que el sistema no tiene solucién.

4. ACTIVIDAD: Solucione el siguiente sistema de ecuaciones lineales, utilizando el método de
Gauss-Jordan y demuestre (utilizando como guia los ejercicios anteriores) que el sistema
tiene infinitas soluciones:

2x+4y +6z=18
4x + 5y + 6z = 24
2x + 7y + 12z =30

Respuesta: El sistema tiene infinitas soluciones que son:

x=1+k y=4-2k, z=k, conkeR,

e METODO 3: MATRIZ INVERSA

MATRIZ INVERSA

DEFINICION: Es una matriz cuadrada especial que tiene la caracteristica que al ser multiplicada
por la matriz que la genera produce la matriz de identidad. La matriz inversa es Unica.

. . . . . -1 .,
Si A es una matriz cuadrada de orden T, su inversa se simboliza por A gue también es una

matriz cuadrada de orden L.

Para hallar la matriz inversa es utilizando el método de matriz aumentada, en la cual la matriz de
coeficientes se debe aumentar con la matriz identidad, esto es:

MATRIZ AUMENTADA
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a1 A2 .. a, 10 0O
Azq A2z . a, 0 1 . 0
dzq QaAzz - as, 0 0 ’ 0

ay @z - a, 0 0 1

Realizando operaciones, como las realizadas en los ejercicios anteriores, se debe convertir la
matriz original en la matriz identidad y la matriz identidad en la matriz inversa, esto es:

a;; a;; - a,| 1.0 g 1 0 .. 0O a;; a4 e Oqy
Qyy Gyp ... @, 0 1 . 0 0 1 .. O] ayy ap; .. Gy
@31 @32 - az,| 0 0 ~ 0|=]0 0 = 0 ay ag B
Apy Quz - @, 0 0 T 1 00 ~ 1 ay a, 7
En general:
MATRIZ ORIGINAL MATRIZ AUMENTADA MATRIZ INVERSA
A Al a7t
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AAT = AA=

PROPIEDADES DE LA MATRIZ INVERSA
AA 1 =A"14=1

AahHt=4a
(AB)"'=B"1a71
(AT)—l — (A_l)T

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encontrar lainversa de la matriz:

2 4 o
A=]|4 5 6
3 1 -2

Procedimiento

a. Se determina la matriz aumentada con la matriz identidad de orden tres:
2 4 o6
4 5 6
3 1 -2

o Seconvierteenllaentrada @q1.

v" CONDICION:

_1
f1—5(f1)

f2=12
fz=1f3

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Péagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Matemdticas Il (algebra lineal)

2 4 6 1/2+x2 1/Zx4 1/2x6 1/Z+1 1/2:x0 1/Z=x=0
4 5 6 - 4 5 6 0 1 0 -
3 1 -2 3 1 -2 0 0 1

Efectuando las operaciones indicadas:

2/2 4/2 6/2 1/2 0/2 0/2] [1 2 3 1/2 0 0
4 5 6 0 1 o0|-(45 6 o0 1 0~
3 1 -2 0 o0 1 31 -2 0 0

Se convierten en cero las entradas que estdn por debajo del 1 obtenido:

v' CONDICION:
fi=h
f2=F2—4f4
fz=1f3—3f1

1231;201[ 2 3 1/2 0 0
—

45 6 4-4(1) 5-4(2) 6-4(3) 0-4(1/2) 1—-4(0) 0—4(0)
3 1 -2 3-3(1) 1-3(2) -2-3(3) 0-3(1/2) 0-3(0) 1-3(0)

Efectuando las operaciones indicadas:

1 2 3 1/2 0 0 1 2 3 12 0
4-4 5-8 p—-12 O0-4/2 1-0 0-0(-=|D -3 -8 -2 1 0
3-3 1-6 -2Z-9 0-3/2) 0-0 1-0 0 -5 —-11 -3/2 0

o Seconvierteenllaentrada @22.

v" CONDICION:

i :1f1
z:—g(fz)
fza=1f3
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1 2 3 /2 0 1 2 3 1/2 0 ]
h -3 -6 -2 1 0 —}I:—ll.I'SsD —1/3+—-3 —-1/3:—6 —-1/3:-2 —-1/3=1 —-1/3= [.'l]
-5 —11 -3/2 D 0 -5 -11 -3/2 0 1

Efectuando las operaciones indicadas:

1 2 3 1/2 0 0
—1/3+«0 -1/3#-3 -1/3+—6 —1/3*—-2 —-1/3%1 —1/3= n]
0 -5 -11 —-3/2 0 1

0o 1 2 2/3 —-1/3 0

1 2 3 1/2 0 0
]4
0 -5 —11 -—-3/2 0 1

—;[0;3 3/3 6/3 2/3= —1/3 0/3

1 2 3 1/2 0 ﬂ]
0 -5 —-11 -—-3/2 1] 1

Se convierten en cero las entradas que estdn por encimay por debajo del 1 obtenido:

v CONDICION:
fi=F5—-2f;
f2=12
f3=f3+5f
1 2 3 1/2 0 0

0o 1 2z 2/3 —-1/3 0
0 -5 —11 -3/2 0 1

1/2—-2(2/3) 0-2(-1/3) 0-—2(0)

1 2-2(1) 3-2(2) 2/3 C1/3 0

1] 1 2
0-5(0) —5+5(1) -11+5(2) - g +5(2/3) 0+5(1/3) 1+5(0)

1 2 _2 -1 1/2—4/3 0+2/3] 0—-0
0 1 2 2/3 —-1/3 0
0-0 -5+5 —-11+10 -3/2+10/3 0+5/3 1-0

1 0 -1 —5/6 2/3 0
0 1 2 2/3 -1/3 0
0 0 -1 11/6 —-5/3) 1
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o Seconvierteen1laentrada d22.

v' CONDICION:
fi=h
f2=12

fz=(=1)f3

5 2 1
s 3 °
1 0 -1 2 1
0 1 2 5 _E o|—
00 -1 5 S8 1
6 ) 1
1 0 -1 -5/6 2/3 0
0 1 2 2/3 —-1/3 0

(—1)#0 (-1)*0 (-1)*—1 (—-1)=11/6 (—-1)=-5/3 (—1)=1

Efectuando las operaciones indicadas:

Se convierten en cero las entradas que estan por encima del 1 obtenido:

v CONDICION:

fi=Ff1+f3

f2=7F2—2f3
fz=13
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N
1+0 0+0 -1+1 ~5/6-11/6 i!3+53’3 0-1
0—2(0) 1—-2(0) 2-2(1) 2/3-2(—11/6) —2-2(5/3) 0-2(-1)
° ° t —11/6 5/3 -1

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 0 —-8/3 7/3 -1
0 1 0 13/3 -1/3 2
o 0 1 -11/6 5/3 -1

b. Por lo tanto la matriz inversa es:

c. Se debe probar que: Aﬂ_l = 13, Esto es:
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ACTIVIDAD: Realiza la demostracidon que queda indicada y verifica que si se cumple la respectiva
propiedad.

2. Hallar la inversa de la matriz:

1 0 —2
A=|4 -2 1
1 2 -10

Procedimiento
a. Se determina la matriz aumentada con la matriz identidad de orden tres:

1 0 —2
4 -2 1
1 2 -10
o Como laentrada @47 =1, Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del
1 obtenido:
v' CONDICION:

fi=r
f2=1F2—4f1
fza=fs—f
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—2
Sl4-41) —2-4000 1-4(-2)
1-1 2-0 —-10-—(-2)

Efectuando las operaciones indicadas:
1 0 —

4—-4 -2-0 1+8
1-1 2-0 -10+2

o Seconvierteen1llaentrada d22.

v" CONDICION:
f1 - f1
1
fa=—=12

2
1 0 0
1 4 1 1 1 0
— —%— —— % —— %
2 2 2
-1 0 1

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 -2 1 0 0
0 2 —8 -1 0 1

Se convierten en cero las entradas que estan por debajo (por encima ya es cero) del 1 obtenido:
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v CONDICION:
fi=h
f2=F12

fz=1f3—2f

10 -2 1 0 0
01 —-9/2 2 -1/2 o0|—

0 2 —8 =it 0

1 0 -2 1 0 0
[ 0 1 - 9/2 2 -1/2 0 ]
0-2(0) 2—-2(1) —8—-2(—9/2) —-1—-2(2) 0-2(—1/2) 1—2(0)

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 -2 1 0 0
0 1 —-9/2 2 -1,/2 o (|01 —-9/2 2 -1/2 0
0-0 2-2 -8+9 -1-4 0+1 1-0

00 1 -3 1 1

1 0 = 1 0 Il]

Como ya se obtuvo el 1 de la entrada (33, Se convierten en cero las entradas que estan por

debajo (por encima ya es cero) del 1 obtenido:

v CONDICION:
f1:f1;‘2f3
fz:Efs
fza=1Ff3

10 = 1 0 0
01 —-9/2 2 -1/2 o0|-—

0 o0 1 —5 1 1
1+2(0) 0+2(0) —2+2(1) 1+ 2(-5) 0+2(1) 0+ 2(1)
0+9/2x0 1+9/2«x0 —9/2+9/2x1 2+9/2x-5 —-1/24+9/2x1 0+9/2x1
0 0 1 -5 1 1
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Efectuando las operaciones indicadas:

1+0 0+0 —-2+2 1-10 0+2 0+2
0+0 1+0 —-9/2+9/2 2-45/2 —-1/2+9/2 ﬂ+9,.-"2]—}
0 0 1 -5 1 1

1 0 0 -9 2 2

[ﬂ 1 0 —41/2 4 9}’2]

0 0 1 -5 1 1

b. La matriz inversa:
1 0 —2 -9 2 2
sA=|4 -2 1 |-A1=(-41/2 4 9/2
1 2 -10 -5 1 1

c. Realice la prueba efectuando la operacidn indicada, confronte el resultado con su tutor:

AATL =1

1 0 —2 -9 2 2
4 -2 1 (|—41/2 4 9/2|=
1 2 -10 —5 1 1

ACTIVIDAD
1. Demuestre que, dada la matriz:

d b

A= [i 3], su inversa es ﬂ_l = mi;bc bc;mi

bec—ad ad—bc

Nota: Al desarrollar el procedimiento (tome como modelo los ejercicios desarrollados) debe
justificar cada uno de los pasos realizados, confronte con su tutor el trabajo realizado y demuestre
ademas que:

AA T =1

2. Encuentre la inversa de la siguiente matriz siguiendo los procedimientos vistos y

comprobando que : AA_1 —
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2 4 2 6
11 3 2 5
4= -1 4 3 7
0o 2 1 -7
La matriz inversa es:
_ 1 1 -
—— 1 —= 0

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES SOLUCIONADOS CON LA MATRIZ INVERSA

Recuerde que: La forma matricial de un sistema de ecuaciones es:

AX = B igualdad 1

. . . . -1
Sila matrlzﬂ tiene inversa, esta es A .

Al multiplicar la igualdad 1 por ﬂ_l, se tiene que:

A 1lAx = A_IB, pero A1A = I, entonces:
IX=A4A'B->X=A"'B

Por lo tanto: Para solucionar un sistema de ecuaciones lineales utilizando la inversa de la matriz de
coeficientes, se debe efectuar la siguiente multiplicacion de matrices:

X=A41B

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
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1. Utilizando la matriz inversa, solucione el siguiente sistema:

x1—2x3=1
x1+2x2—1{]x3=—1
4xy; —2x, +x3 =2 »n

Procedimiento
a. Se forma la matriz de coeficientes:

1 0 -2
1 2 -10
4 -2 1

b. Se determina la matriz aumentada con la matriz identidad de orden tres:
1 0 —2

1 2 -1
4 -2 1

v" Se halla la inversa de la matriz de coeficientes:

Como la entrada 11 :1, Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1

obtenido:

CONDICION

fi=11
f2=F2— 14
fa=1F3—4f4

2L HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matemadticas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 273
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1-1 2—-0 —-10 — (—-2) 0-1 1-0 0-0

1 0 —2 1 0 0
4-4(1) -2-4(0) 1-4(-2) 0-4(1) 0-4(0) 1—4.-(0)]

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 —2 1 0 0
1-1 2-0 -10+2 0-1 1-0 0-0|—
4-4 —-2-0 1+8 0-4 0-0 1-0
1 0 -2 1 0 0
0 2 -8 -1 1 0
0 -2 29 4 0 1
Se convierteen 1laentrada 22.
CONDICION
fi=11
1
f2=5(f2)
fa=1s
1 0 -2 1 0 0
0 2 -8 -1 1 0f~—
0 -2 9 4 0 1
1 0 —2 1 0 0
1/24:0 1/2*2 1/2*—8 1/2*—1 1/2*1 1/2*0
0 —2 9 —4 0 1
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Efectuando las operaciones indicadas:

-1 0o -2 1 0 0
0/2 2/2 _8/2 _1/2 1/2 0/2
L0 -2 9 4 0 1
' 1 0 0

1 0 -2

0 1 -4 Yo lpo

rF = = . - -

Se convierten en cero las entradas que estan por debajo (por encima ya es cero) del 1 obtenido:
CONDICION

fi=h
f2=1>
fza=f3+2f;

1 0 2z 1 00
0o 1 -4 /2 /2 0|5
0 -2 9 _4 0 1

1 0 —2 1 0 0

0 1 —4 1/ 1/, 0
0+2(0) —2+2(1)  9+2(-4) -—a+2(-1/) o+2(1/y) 1+2(0

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 -2 1 o 0
0 1 -4 1 Y, o0 |-
0+0 -2+2 9-8 -—4-1 0+1 140
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o 0 1 -5 1 1

Como ya se obtuvo el 1 de la entrada ﬂ.33’ Se convierten en cero las entradas que estan por

encima del 1 obtenido:
CONDICION

fi=F1+2f;
[2=Ff2+4f3
fa=1fs

1 o0 -2 i 0 o0
o 1 -4 ~1, 1/ of-
o 0 1 -5 1 1

1+2(0) 0+2(0) —2+2(1) 1+2(=) 0+2(1) 0+2(1)
0+4(0) 1+4(0) —4+4(1) ~1,+4(-5) 1,+41) 0+4(1)
0 0 1 -5 1 1

Efectuando las operaciones indicadas:

T+0 0+0 —2+2 T-10 0+Z U+Z
o+0 1+0 —4+4 “1/-20 1/,+4 o0+
0 0 1 —5 1 1

c. Porlotanto la matriz inversa es:
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d. ACTIVIDAD: Demostrar que:

1 0 -2
4 -2 1

Nota: La realiza el estudiante y confronta el resultado con el tutor.

Pista de aprendizaje

Tenga presente: en el producto de matrices, se multiplican las filas de la primera matriz por
todas y cada una de las columnas de |la segunda matriz.

. . . - . -1
e. Se soluciona el sistema de ecuaciones utilizando la matriz inversa A :
X=A4'B

Recuerde que B es la matriz correspondiefnte al término independiente., reemplazando se tiene:

X1 1
X=|X2|y B=|-1
X3 2

X1 1
X=A4A1B > |x2| = -1
X3 2

Realizando el producto de matrices indicado, se tiene:

-9+ (1)+ 2=(—1)+ 2=(2) _9 21 4 .
_4'1),12 +(1) 9},12 «(—1) 4=(2)|= —41},’2 _ 9}(2 +g| = _1?] o
—5=(1) 1=(-1) 1=(2) -5 —1 42| Ll-4
Por lo tanto:
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Igualando las respectivas entradas, se tiene la solucion para el sistema:

X1 = -7
Xa = —-17
X3 = —4

g. Por ultimo se debe dar la prueba de la solucidon del sistema:

(X —2x3=1->-7-2(-4)=1->-7+8=1-1=1
x1+2x,—10x3=-1—->-7+2(-17)-10(-4) =1 -

) —-7-34+40=-1--1=-1
4x; —2x, +x3 =25 4(-7) - 2(-17)+ (-4)=2-> ,,
\ —28+34 - 4=2->2=2

Se obtuvieron tres identidades, por lo tanto los valores obtenidos son la solucién para el sistema
de ecuaciones dado.

2. Utilizando la matriz inversa solucione el siguiente sistema:

2x+y+z=-1
—x+3y—z=4
x—y+z=10

Procedimiento

a. Se forma la matriz de coeficientes:

22 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida.
8 ed. México: Prentice Hall, 1997. p. 273

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matemdticas Il (algebra lineal)

b. Para ser mas practicos en el procedimiento, se intercambian la primera fila y la tercera
(que empieza por 1, pero se puede proceder con el 2 en esta salida y convertirloen 1,
realizando operaciones simples), quedaria entonces:

1 -1 1
-1 3 -1
2 1 1

c. Se determina la matrizaumentada con la matriz identidad de orden tres:
1 -1 1

-1 3 -1
2 1 1

d. Se hallala matriz inversa:

Como la entrada @11 =1, Se convierten en cero las entradas que estan por debajo del 1

obtenido:

CONDICION

fi=h
fa2=F2+11
fa=F3—2f4

1 -1 1
-1 3 -1
2 1 1

1 -1 1 1 0 0
-1+1 3+(—-1) -1+1 0+1 1+0 0+0
2-2(1) 1-2(-1) 1-2(1) 0-2(1) 0-2(0) 1-2(0)
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1 -1 1 1 0 0
\—1+1 3+(-1) -1+1 0+1 1+0 0+0
2-2(1) 1-2(-1) 1-2(1) 0-2(1) 0-2(0) 1-2(0)

Efectuando las operaciones indicadas:

1 -1
0 2

0 3 -

1
1
—2

- =

0
1
0

= o

Se convierteen 1 la entrada 22.

CONDICION

fi=11
1

fz=§fz

fza=13

1 -1 1 1 0 0
o 2 0 1 1 0|—

o 3 -1 -2 0 1

1 -1 1 1 0 0
Yoo Ypx2  1px0 14541 1551 /540
0 3 -1 —2 0 1

Efectuando las operaciones indicadas:
-1 1 1 1 1 0 0

1 o o 1 -1
°%h P %% M Y k|- 0 10 H,p H, 0
0 3 -1 -2 0 1 e 3 -1 -2 o0 1

Se convierten en cero las entradas que estdn por encima y por debajo del 1 obtenido:

CONDICION
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1 -1 1 1 0 0
o 1 o 15, 1/
0

0
3 -1 —2 o0 1
1 1
1 141 140 1+ %/, 0+ /5 0+0
- 0 1 0 1 1/, 0

2
0—-3(0) 3—3(1) -1-3(0)
-2-3(1/) 0-3(1/y) 1-3(0)
Efectuando las operaciones indicadas:

Se convierteen 1la entrada 33.

CONDICION
fi=F1
f2= 12
fa=—f3

1 0 1 %l Yy 0
0 1 0 1/, 1/, 0
(—1)=0 (-1)=0 (—1)=-1

(-D=-7/, (—1)x-3/, (-1)=1

Efectuando las operaciones indicadas:
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o 1 1, o0

o R
= o

Se convierten en cero las entradas que estdn por encima del 1 obtenido:

CONDICION

fi=Ff1—f3
fa2=12
fa=—13

1 0 1 3!2 1!2 0
1,!‘2 0|—
0 0 1 7 3

fo °fp —1

=
[
=
T

3 7 1 3
oo 1-1 l2='fz 2=l 0-(-1
0 1 0 1/ 1/, 0
o 0 1 7 3
/2 /2 -1

Efectuando las operaciones indicadas:

1 0 0
0 Yy, Yy 0
0 0 1 ?;2 3j2 -1

it
(=]

e. Porlo tanto la matriz inversa es:

At =
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f. ACTIVIDAD: Demostrar que:

1 -1 1
AA =15 -5 |-1 3 —1
2 1 1

Nota: La realiza el estudiante y confronta el resultado con el tutor.

Pista de aprendizaje

Tener en cuenta: en el producto de matrices, se multiplican las filas de la primera matriz por
todas y cada una de las columnas de |la segunda matriz.

. . . . - -1
g. Se soluciona el sistema de ecuaciones utilizando la matriz inversa A :
X=A4"1B

Recuerde que B es la matriz correspondiel?ﬁte al término independiente, reemplazando se tiene:

x 0
z -1

X 0
X=A1B->|y|= 4
A -1
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r—2 =0 —1=*4 +1=—1"
x 0 L0 +1/,x4 +0x-1
y — 4 =
Z -1 7/2x1] +3/2x4 —1=-1

Efectuando las operaciones indicadas:

X 0 4 -1
Y =10 +2 +0|—|¥|=
z 0 +6 +1 z

h. Igualando las respectivas entradas, se tiene la solucidn para el sistema:

i. ACTIVIDAD: Realizar la prueba y confrontarla con el tutor (recuerde que debe tomar las
ecuaciones originales).

3. ACTIVIDAD: Utilizando la MATRIZ INVERSA solucione el siguiente sistema y confréontelo
con el tutor:

211 + 4.1:2 + 31:3 =6
X2 — X3 = —4
31:1 + 5.’!2 + 71:3 = 723

2 bid., p 108.
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Respuesta: Se debe obtener como matriz inversa:

[ 4 __13/3 __7}3'
Al=|—-1 5/3 2/3

-1 %/3 23

La solucién para el sistema es:

x1:25
IZZ—B
13:—4

4. ACTIVIDAD: Utilizando la MATRIZ INVERSA solucione el siguiente sistema y confréontelo
con el tutor:

3x —2y—z=25
x+y—2z=-5

2x —y+z=6
La solucién para el sistema es:
x=1
y= -2
z=12

e METODO 4: DETERMINANTES

Concepto de Determinante: Se entiende por determinante a una notacion matematica formada
por una tabla cuadrada de nimeros u otros elementos, ubicados entre dos lineas verticales, su

valor se calcula siguiendo el desarrollo de ciertas normas o reglas.
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Definicion de Determinante: El determinante se define como una forma multilineal alternada de
un cuerpo, indicando una serie de propiedades matematicas, generalizando el concepto y
haciéndolo aplicable en numerosos campos.

El concepto de Determinante, sin embargo, fue introducido para estudiar el nimero de soluciones
de los sistemas de ecuaciones lineales y se puede definir como:

Una funcién que asocia a toda matriz cuadrada A un nimero que se llama determinante de A, el

cual se denota por det A o|A|. Esta funcidn tiene la propiedad que si det4 =0 , Si y solo si

Aesno singular.

Nota: se habla de la no-singularidad o inversibilidad de una matriz cuadrada con el hecho de que
su determinante sea diferente de 0.

o CALCULO DE DETERMINANTES

1. DETERMINANTE DE MATRCES 2X2

v' Para una matriz 2X2 de la forma:

a1 A2

A= [‘121 az2

Su determinante se obtiene como: El producto de las entradas de la diagonal principal (i — j),

menos el producto de las entradas de |a diagonal secundaria (i +* j'-), esto es:

det 4 = 110272 — dq20d21

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

a. Calcular el determinante de la siguiente matriz de orden 2:

4 -2

det [_5 1

]=(4}*(1}—(—2}*(—5}=4_1(}:_6
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Esta matriz es invertible porque —-6=0

b. Calcular el determinante de la siguiente matriz de orden 2:

6

4= @)D -(0)x(-2)=-12+12=0

det [_32

Esta matriz NO @S invertible porque €l resultado es cero.

2. DETERMINANTE DE MATRICES 3X3:

Para una matriz 3x3 de la forma:

a;1 a2 g3
A= |41 aQzz AQaAz3
az1 Qazz Qs

El valor del determinante de A esta dado por:

det A= Q18,833 + 81,8385, + 883,83 — 838,83 — Ayz83,8;; — 8y,

Pero existen otras maneras mas faciles de encontrar dicho determinante, tales como:

a. Repitiendo, a continuacidn de la matriz, las dos primeras columnas.

a;; a2 ay3] @11 Agz
A=|Qz21 Qzz2 Qz3| Q21 Q22
dz; AQzz dazzl az; dizz

Figura 1
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v" Se efectlia cada multiplicaciéon como se muestra en la figura 2, corresponden al producto

de las entradas de las diagonales principales (de izquierda a derecha y de arriba abajo),
cada uno de los productos lleva el sigho + (mas).

Figura2

v" Se efectlia cada multiplicacién como se muestra en la figura 3, corresponden al producto
de las entradas de las diagonales secundarias (de derecha a izquierda y de arriba abajo,

como lo indica la flecha), cada uno de los productos lleva el signo — (mﬂﬂﬂsj.

azq1 dz2 az1 diz2

Figura 3.
v" Reuniendo en una misma gréfica la figura 2 y la figura 3, se tiene:

a1 a

a1 aq2
A2
asz, Adiz3 aszq, Aaszz

+ + +
Figura 4.

a2

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Obtener el determinante de la siguiente matriz:

3 -3 -2
A=|5 0 -5
1 -1 -3

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Pagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccidn de Educacion a Distancia y Virtual

Matemdticas Il (algebra lineal)

PROCEDIMIENTO

a. Se repiten, a continuacion de la matriz, las dos primeras columnas:

- -3
5 0
1 —1 231731 g

Nota: Para mayor comprension en el desarrollo del ejercicio, se realizaran por separado los
productos de las diagonales:

> Diagonales principales (Amarillo):
[(3)*(0)*(-3)] + [(-3)*(-5)*(1)] + [(-2)*(5)*(-1)]= (-9) + (15) + (10)=16

> Diagonales secundarias (verde):

3 -3
e
1 -1
[2)%(0)*(2)] + [(B)*(-5)*(-1)] + [(:3)*(5)*(:3)1= (0) + (15) + (45)=60

b. Se calcula el determinante:
det A = Suma de productos diagonal principal — Suma de productos diagonal secundaria

Reemplazando por los valores obtenidos, se tiene:

detd = 16 — 60 —'det A= —44

2. Obtener el determinante de la siguiente matriz:

-1 6 -5
A=|3 -4 -5
1 4 -2
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PROCEDIMIENTO

c. Se repiten, a continuacion de la matriz, las dos primeras columnas:

—1 6 -5 -1 6
3 —4 -5 3 -4
L1 4 -2 1 4

Nota: Para mayor comprensiéon en el desarrollo del ejercicio, se realizardn por separado los
productos de las diagonales:

» Diagonales principales (Amarillo):
[(-2)*(-4)*(-2)] + [(6)*(-5)*(2)] + [(-5)*(3)*(4)]=

(-8) + (-30) + (-60)=-8-30-60= -98

> Diagonales secundarias (verde):

[(-5)*(-8)%(2)] + [(-2)*(-5)*(4)] + [(6)*3)*(-2)1= (20) + (20) + (-36)=

20+20-36= -4

d. Se calcula el determinante:
det A = Suma de productos diagonal principal — Suma de productos diagonal secundaria

Reemplazando por los valores obtenidos, se tiene:

detA=-98— (=%) > det A= -98+4 > detd = —94
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3. Obtener el determinante de la siguiente matriz:

-1 6 -5
A=|3 —4 -5
1 4 -2

Nota: Se realizara el ejercicio nimero 2, pero en vez de repetir las dos primeras columnas hacia la
derecha, se repetiran las dos primeras filas hacia abajo, de la siguiente manera:

—1 6 —57
3 —4 -5
1 4 -2
-1 6 -5
L 3 _4 -5

» Se trazan las diagonales principales y se halla su respectivo valor:

—1 6 —5
3\—4\—5
\4\2

-1 =3

L 3 _4 —5

» Diagonales principales (Amarillo):
[(-2)*(-4)*(-2)] + [(3)*(4)*(-5)] + [(2)*(6)*(-5)]=
(-8) + (-60) + (-30)=-8-60-30= -98

> Setrazan las diagonales secundarias y se halla su respectivo valor:

—1 6

3

i |
-5
_5

L 3
[(5)*(-a)%(2)] + [(-5)*(4)*(-1)] + [(-2)*(6)*(3)]= (20) + (20) + (-36)=

—4

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Péagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matemdticas Il (algebra lineal)

20+20-36= -4
det A = Suma de productos diagonal principal — Suma de productos diagonal secundaria

Reemplazando por los valores obtenidos, se tiene:

detA=-98 - (=2) > det A= -98+4 - detA= 94

‘ Nota: El resultado obtenido es el mismo, por lo tanto cualquiera de los métodos es valido.

ACTIVIDAD: Dadas las siguientes matrices, calcule el respectivo determinante utilizando los
métodos vistos.

Nota: En el primer ejercicio y en el segundo utilice los dos métodos y demuestre que se obtiene el
mismo resultado, confronte los resultados con el tutor.

—10 60 —-15
1.4=| 13 0 -8

.12 -4 2

—11 -6 -2
2.A= 0 -4 -2

. 0 -3 -5

8 -6 -1
3A=|3 -3 1

1 2 1

3 6 -2
4A=|-3 -6 1

L 3 1 y4

4. DETERMINANTE DE MATRICES 11 X 1
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o DESARROLLO POR COFACTORES

Dada una matriz cuadrada A de orden 1t X Tt

Se define LA MATRIZ MENOR de la forma Ai;‘ Como una matriz de orden
n—1Xn— 1y resulta de eliminar en la matriz A lafila i y la columna ['.

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE

1. Parala matriz:

-11 -6 -2
A=1 0 -4 -2
0 -3 -5

Obtenga las matrices menores: ﬂzz y ﬂg-l

Procedimiento

L. Azz: Para obtener la Matriz Menor se elimina la segunda fila y la segunda columna en la

matriz A, esto es:

b. A31: Para obtener la Matriz Menor se elimina la tercera fila y la primera columna en la

matriz A, esto es:
Si:
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]

2. Dada la matriz:

1 4 -1 8
3 5 -2 -9
-2 15 -6 7
0 10 -8 3

A=

Obtenga las matrices menores: 1‘121’ H43’ 1’142’ A13, Aszy

Procedimiento

L. 1‘131: Para obtener la Matriz Menor se elimina la segunda fila y la primera columna

en la matriz A, esto es:

Si:
4 -1 8
A= 15 -6 7
10 -8 3

b. 1‘143: Para obtener la Matriz Menor se elimina la cuarta fila y la tercera columna en la matriz

A, esto es:

1 4 8
A 3 5 -9
-2 15 7
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C. 1142: Para obtener la Matriz Menor se elimina la cuarta fila y la segunda columna en la matriz

A, esto es:

1 -1 8
A= — Azy = 3 -2 -9
-2 -6 7

d. 1‘113: Para obtener la Matriz Menor se elimina la primera fila y la tercera columna en la

matriz A, esto es:

3 = 3 5 -9
0 10 3 0 10 3

e. 1134: Para obtener la Matriz Menor se elimina la tercera fila y la cuarta columna en la matriz

A, esto es:

1 4 -1
A= 3 5 -2

0 10 —8
NOTAS:

1. ELMENOR: |M;|

El menor |M,;j| es el determinante de la matriz menor ﬂi}-
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2. COFACTOR: C; ;

El COFACTOR Cij es un numero que se asocia a cada entrada de una matriz cuadrada A.

Calculo de Cofactores:
Para calcular el cofactor se utiliza la siguiente forma:

Cij= D7 M,

e . i+
Nota: La Unica diferencia entre un menor y un cofactor es el factor: [— 1}

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Parala matriz:

3 5 3
A=|3 0 8
2 2 3

Encontrar los siguientes cofactores:

a. Cz:]

Procedimiento
> Setoma la matriz Ay se busca su menor de acuerdo a la indicacién dada:

En este caso se elimina la segunda fila y la tercera columna:

3 5
A=
2 2

»  Se utiliza la forma:

. Cij= (D M,

(=D [ 3] =1+ [3)+ (@) - (5) = (2]

=—1*(6-10)-(—-1)*(—4)=4
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Procedimiento

» Setoma la matriz Ay se busca su menor de acuerdo a la indicacién dada:

En este caso se elimina la segunda fila y la tercera columna:

A= 0 8
2 3
> Se utiliza la forma:

Cij = (—1)™ My

=DM [) F]= 0% (@ @) - (@)« @] =1+(0-16)

3

~ 1+ (~16) ==16

2. Parala matriz

-1 2 -5
A=|-4 3 8
0 6 -7
Determine los siguientes cofactores: L'12, L33
a. €y
Procedimiento

> Setoma la matriz Ay se busca su menor de acuerdo a la indicacién dada:

En este caso se elimina la primera fila y la segunda columna:
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> Se utiliza la forma:

Cij = (—1)" My

Co= D™ [T5 O] = 0%+ [+ (=D = (8 (0)]
=—1+(28-0) - (—1) = (28) =28

Procedimiento

> Setoma la matriz Ay se busca su menor de acuerdo a la indicacién dada:

En este caso se elimina la tercera filay la tercera columna:

-1 2 —
A=|-4 3
> Se utiliza la forma:

Cij = (—1)™ My

Ca= (03 [T 5= (08« (D * (3) - @)+ (-4)]
=1*(-3+8)—-1=(5)=05

e CALCULO DE DETERMINANTES DE MATRICES 11 X 1L

o Calculo de determinantes por expansion por cofactores:

Para encontrar el determinante de cualquier matriz cuadrada A de orden T, se selecciona

cualquier Fila (o columna) de A y se multiplica cada entrada de la fila (o columna) por su
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cofactor. La suma de estos productos sera el determinante de 1‘"1, Ilamado determinante de orden

n.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encuentre el determinante de:

2 -1 3
A=1|3 0 -5
2 1 1

a. Ampliando las dos primeras columnas (Recuerde que también puede ampliar las dos
primeras filas).

b. Utilizando cofactores en la primera fila.

c. Utilizando cofactores en la segunda columna.

Procedimiento
a. Ampliando las dos primeras columnas:

2 -1

Pista de aprendizaje

Traer a la memoria:

det A = Suma de productos diagonal principal — Suma de productos diagonal secundaria

Suma de productos diagonal principal

[(2)*(0)*(2)] + [(-2)*(-5)*(2)] + [(3)*(3)*(1)]=
[0+ 10+ 9]=19
Suma de productos diagonal secundaria

[(3)*(0)*(2)] + [2)*(5)*(D)] + [(FD*B)*(2)1= (0) + (-10) + (-3)=
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det 4 = Suma de productos diagonal principal — Suma de productos diagonal secundaria

Reemplazando por los valores obtenidos, se tiene:

detA=19 — (=13) > det A=19+ 13 - detA = 32

b. Utilizando cofactores en la primerafila: [2 —1 3]

det A = @d11C11 + a12Cq12 + 13C13

Ecuacion 1

Entonces:
» Se elimina la primera fila y la primera columna:

ay1¢11 = ay (1) My; = 2(—-1)H [2 _51] N
11611 =2*1[(0)*(1)—(-5)*=(1)]=2(0+5)=2+5=10

» Se elimina la primera fila y la segunda columna:

a12€12 = app (1M, = (1) (1)1 [3 _51] -

» Se elimina la primera fila y |a tercera columna:

3 0
a13¢13 = @13 (1) My5 = 3(—1)1° [2 1] -

@313 = (3) = (1) [(3) = (1)-(0) = (2)] =3(3+0) =3:3 =9

Corporacion Universitaria Remington - Calle 51 51-27 Conmutador 5111000 Ext. 2701 Fax: 5137892. Edificio Remington

Péagina Web: www.remington.edu.co - Medellin - Colombia




Direccion de Educacion a Distancia y Virtual

Matemdticas Il (algebra lineal)

Reemplazando en la ecuacion 1:

det A = a11C11 + Aqi2C12 + 13C13

detA=10+13+9 - detA=32

-1
¢. Utilizando cofactores en la segunda columna: 0

1
dﬁ'tﬂ = Aq12C12 + Az2C22 + 32C32

Ecuacion 2

Entonces:
» Se elimina la primera fila y la segunda columna:

A12C12 = a2 (—1) 1 2M 1, = (—1) * (—1)1+2 [g —51] .

a;;¢o=1[3)*(1)—-(—5)*(2)]=1(3+10)=1+13 =13
» Se elimina la segunda fila y la segunda columna:

2 3
A2€22 = A2z (—1)*"2 M5z = (0)(-1)**2 [2 1] -

» Se elimina la tercera fila y la segunda columna:

2 3
A32€3z = A3z (—1)>" M3z = 1(—1)*"* [3 _5] -

aszzc3z = (1) = (-1)[(2) = (-5) - (8) = (8)] = —1+ (~10-9)

= —1%(-19) = 19

Reemplazando en la ecuacion2:

det A = q12Cq2 + A22C22 + z2C32
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detA=13+0+19 - detA=32

2. Obtener el determinante de la siguiente matriz, utilizando los cofactores de la segunda

fila:
12 -1 3
A=| -3 1 -1
—10 2 -3
> Utilizando cofactores en la segunda fiIa:[—3 1 — 1]

det A = A21C2q + Ap2Co0 + l23C23
Ecuacion 3

» Se elimina la segunda fila y la primera columna:

-1 3
A21€21 = Azy (—1)*" My = (1) = (-1)**! [ 5 _ ] -

@y €zq = (=3)* (—1)[(-1)=(-3)-(3)*(2)]=3(3-6)=3=(-3)= -9

» Se elimina la segunda fila y la segunda columna:

12 3
A22C22 = Az (—1)* 2 M5, = (1)(—1)**2 ] —

—-10 -3

» Se elimina la segunda filay la tercera columna:

12 -1
A23€23 = A3 (—1)* My = (—1) * (-1)**° ~10 2] -
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3. Utilizando cofactores, calcule el determinante de la matriz:

3 4 7
A=|0 -1 -5
0 2 -3

Procedimiento

Como en la primera columna hay dos entradas iguales a cero (21 ¥ -‘.131), se calcula el

determinante utilizando cofactores en la primera columna.

» Se elimina la primera fila y la primera columna:

a11¢11 = ap (DM = (3) = (1) [_; j‘;] —

a6y = (3)* (D[ = (=3)-(=5)*(2)]=(3)* (3+10) =3 = (13) =39

4. Calcule el determinante de la siguiente matriz:

2 0 0 1
_{0 1 0 3
3_0012

1 2 3 0
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Procedimiento
Analizando la matriz se observa que tanto en la primera fila como en la primera columna existen

ceros en las entradas: @12, @413, @21, @31, parahallarel determinante de la matriz

B, se utilizaran los cofactores de la primera columna, esto es:

a. ECUACION 1**

1 0 3
detB =2(—1)"1xdet{0 1 2|+ 1(-1)*?
2 30

Quedan 2 determinantes de orden 3 que se resolveran por separado: (recuerde que para
solucionar un determinante de este orden se repiten las dos primeras filas o las dos primeras
columnas):

> Resolviendo el primer determinante, repitiendo las dos primeras columnas:

[(1=1=0)4+(0=2=2)+(3=0=3)]—[(3=1=2)+(1*2%3)+(0=0=0)]—
[0+0+0]-[6+6+0]=0—12=-12

» Resolviendo el segundo determinante:

0

0 -1

[(0=0=2)4+(0=3=0)+(1=1=1)]—[(1=0=0)+(0=3=1)+(0=1=2)]—
[0+0+1]-[0+0+0]=1-0=1

b. Reemplazando los valores obtenidos en la ecuacién 1**:

detB = 2(—1)*x (—12) +1(- D)1 1 -
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detB = 2(—1)%* (-12)+1(-1)> =1 —
detB=2+1x(—-12)+1*(-1)*1=-24—-1=-25

detB = —25

5. Determinar el valor de X, de tal manera que el determinante de la matriz A sea igual a

—105.

5 4 -3
A=| 2 =x 0
-8 6 3

Procedimiento

> Resolviendo el primer determinante, repitiendo las dos primeras columnas:

» Efectuando los productos indicados y la propiedad correspondiente (Suma del producto de
las diagonales principales, menos la suma del producto de las diagonales secundarias):

[(Bxx+3)+(4+x0%—-8)+(—-3+2+6)] - [(-3+x+*—8)+(5+«0+6)+(4x2x3)] =

[15x+0—36] —[24x+ 0+ 24] = 15x— 36 —24x — 24 = —9x — 60

» En el enunciado de la matriz dice que: detA=—-10 5, entonces:
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—45
—9x—ﬁﬂ=—105—}—9x=—105+60—}—9x=—45—>x=—9—>x=5

» Por lo tanto la matriz 1'-1, reemplazando el valor de X quedaria:

5 4 -3
A= 2 5 0
-8 6 3

Actividad: Realice los siguientes ejercicios justificando cada uno de los pasos y confrontando el

proceso con el tutor:

1. Determine el valor de X, de tal manera que el determinante de la matriz sea iguala — 1

—6 3 x
A= 7 2 =5
5 9 —x

Respuesta: La solucién a obteneres X = 4

2. Calcular el determinante de la siguiente matriz utilizando uno de los métodos vistos

3 4 -1 0

4 -1 0 3

A —6 4 8 -2

—1 1 2 7
Respuesta: La solucidn a obtener es detA=-—-1162

3. Determine el valor de X , de tal manera que el determinante de la matriz sea igual a

-141:
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Respuesta: La solucién a obteneres X — 3

4. Determine el valor de X', de tal manera que el determinante de la matriz sea igual a 22

x—3 9 3
A= 7 8 x—2
5 0 4

Respuesta: La solucién a obtener es X = 8

e MATRIZ ADJUNTA:

Definicién: Para una matriz A de orden T X M (una matriz cuadrada), se define la matriz

adjunta como la transpuesta de la matriz de cofactores.

EJERCICIO DE APRENDIZAJE
1. Utilizando la matriz adjunta, encuentre la inversa de la siguiente matriz:

2 3 1
A= |4 0 -2
3 -1 -3
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Este ejercicio queda propuesto para acabarlo y confrontar el resultado con el tutor
RESPUESTA:

detA = -26

La matriz de cofactores es:
-2 6 —4
c=|-10 -9 -7
6 8 12

La matriz adjunta (transpuesta de la matriz de cofactores) es

—2 —10 6
adj=| 6 -9 8
—4 -7 12

La matriz inversa es:

1[-2  -—10 6
At = —5¢| © -9 8
—4 -7 12

Nota: Terminar el proceso justificando cada uno de los pasos realizados.

e Propiedades de los determinantes:

CONDICION ENTONCE PROPIEDAD
S
sil es lamatriz identidad | —— —— |detl=1
1
2 la matriz identidad de orden|———— |detl=(1)(1)—(0){0)=1
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1 0
2X2es [t] :
1
Si B se obtiene a partir de| det B= —det A
A intercambiando dos filas de 4.
Si se obtiene B a partir de A| " det B=det A
sumando un multiplo de una fila de
A a otra fila:
Si se obtitne B apartrde A| 77 |detB=mdet A
multiplicando una fila de A por un
nimero m:
si A esunamatriz diagonal: ———7 |detA = Aqq, Qzz ...Qn,
si A una matriz triangular, superior | ~— det A =a,, az; ..0,,
o inferior:
Si dos filas de A son iguales: 7 |detA=0
Si A tiene una fila de ceros: -~ |detA=10
10 Una matriz cuadrada A es | &—» det A + 0
invertible:
(se lee: si
y sélo si)
1 si A y B son matrices de orden | ~ ~ " det(A B) = det A= det B
n X n.
12 En términos generales el | ———— |detlA+B)=detA+ detB
determinante de una suma:
13 Si se obtiene B a partir de A|" "7 |det B=detA
sumando un multiplo de una columna
de A aotra:
14 ——7 |detB=mdet A

Si se obtiene B a partir de A
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multiplicando una columna de A por

un numero Ht:

5> Si se obtiene B a partir de A| "7 det B= —det A

intercambiando dos columnas:

16 si A esunamatriz de orden —— |detA= —det AT

nxn yAT es su transpuesta:

e SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES UTILIZANDO DETERMINANTES

Se utilizara el método o regla de CRAMER, que dice:

En un sistema de Tl ecuaciones lineales con T incdgnitas:

(@11X1 + @q12X2 + @ggxz + + @px, =€
az1Xxq1 + @22X%X2 + @zzxz +- -+ Apx,
y, o . . . . s . .

I
x|
[

\@p1X1 + @uaX2 + @pgxz +t0 T @uX, =€,

Si el det H, matriz de coeficientes, es diferente de cero, el sistema tiene tnica solucién que se

obtiene de la siguiente manera:

D, D, D,
D Xp=—, .. X, = —
D’ D’ D
DETERMINANTE | DEFINICION
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D Es el determinante de la matriz de coeficientes.

Dl Es el determinante de la matriz que resulta de intercambiar en la matriz de
coeficientes las entradas de la primera columna por las entradas de la
matriz B o matriz del término independiente.

Dz Es el determinante de la matriz que resulta de intercambiar en la matriz de

coeficientes las _ por las entradas de la matriz

B o matriz del término independiente.

DE Es el determinante de la matriz que resulta de intercambiar en la matriz de
coeficientes las _ por las entradas de la matriz B
0 matriz del término independiente.

Dn Es el determinante de la matriz que resulta de intercambiar en la matriz de

coeficientes las entradas de la . ésima columna por las entradas de la matriz

B o matriz del término independiente.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Utilizando determinantes, resuelva el siguiente sistema:

2x -5y +4z=13
3x+2y+3z=30
4x + 6y — 5z =|—4%4

Procedimiento

a. Paraobtener el determinante IJ se utiliza la matriz de coeficientes:

2 -5 4
D=3 2 3
4 6 -5

» Repitiendo las dos primeras columnas:

D=[2+2%+—5)4+(-5+3+4)+(4+3+6)] —[(4+2+4)+(2+x3+6)+(-5%3x—5]]

D=[-20-60+72]-[32+36+75]-D=(-8)—-(143) =-8—-143- D =-151

o Para calcular el determinante D‘-l, se reemplazan las entradas de la primera columna en
la matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término independiente:

2 -5 4 13 -5 4

D=3 2 3|—-D,=|80 2 3
4 6 -5 =4 6 -5

» Repitiendo las dos primeras columnas:
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D;=[(13+2+-5)+(-5:3+—-4)+(4+30:6)] —[(422+—-4) +(13+3+6)+(-5=30=+-5)]

D, = [-130 + 60 + 720] — [-32 + 234 + 750] — D, = 650 — 952
- D, =—302

o Para calcular el determinante Dz, se reemplazan las entradas de la segunda columna en
la matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término independiente:

2 -5 4 2 13 14
D=3 2 3|-»D;=|3 30 3
4 6 -5 4 =4 -5

> Repitiendo las dos primeras columnas:

D, =[(2+30+-5)+(13+3+4)+ 4 +3+—4)] —[(4+30+4) +(2+3+—4)+ (13 +3 » —5]]

D, = [-300 + 156 — 48] — [480 — 24 — 195] - D, = —192 — 261
— D, = —453

o Para calcular el determinante Dg, se reemplazan las entradas de la tercera columna en
la matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término independiente:

2 -5 4 2 -5 13
D=1\3 2 3 —3*03: 3 2 30
4 6 -5 4 6

» Repitiendo las dos primeras columnas:
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4 4

D;=[(2+2+—4)+(-5+30+4)4+(13+3+6)] —[(13+2+4)+(2+30+6)+(-5+3 + —4]]

D; = [-16 — 600 + 234] — [104 + 360 + 60] — D, = —382 — 524
- D3 = —906

b. Reemplazando en el siguiente formato se obtiene la solucidn del sistema:

Dy D, Dy
M=, M=%
D, ~302
x1=3—>x1zﬁ—>x1=2
D, 453
IEZF—}IEZE—}IEZ:;
Ds ~906
Igzj—:* Igzﬁ—}.‘tg:ﬁ

c. Realizando la prueba:

(2x -5y +4z=13->2(2)-5(3)+4(6)=13 >4 -15+24=13 >

13 =13
) 3x+2y+3z=80-32)+23)+36)=30->6+6+18=30 -
30=30
4x + 6y —5z="454(2)+6(3)—-56)=-4—->8+18—30 >
\ —4=—4

2. Aplicando la regla de Cramer, resolver el siguiente sistema:
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2x+y+z=0
4x + 3y +2z=2
2x —y—3z=10,.

Procedimiento

Actividad

Realizar cada uno de los determinantes repitiendo las dos primeras columnas en cada uno
de ellos y confronte con el resultado dado.

Una vez obtenido el resultado de cada una de las variables, realizar la prueba al sistema
de ecuaciones.

Para obtener el determinante IJ se utiliza la matriz de coeficientes:

2 1 1
4 3 2|-D=-8
2 -1 -3

Para calcular los determinantes D1, Dz, Dg, se reemplazan las entradas década una
de las columnas en |a matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término
independiente:

0 1 1
D,=|2 3 2(=4
0 -1 -3
2 0 1
D=4 2 2|=-16
2 0 -3

2 1
D; = |4 3 2|/=8
2 1

Reemplazando en el siguiente formato se obtiene la solucidn del sistema:

** HAEUSSLER. Op. Cit. p. 289.
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D, 4 1
X1=—(——="X1— _—_-—7*X1— <
— 2
D, ~16
xz—_—}xz———}xz—z
D, 8
x3=——>x3———>x3——1

e APLICACIONES: PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN PLANTEANDO SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

A continuacidn se realizan algunas sugerencias a tener en cuenta para la soluciéon de problemas,
no sélo te servirdn en esta drea sino en todas aquellas asignaturas que te planteen situaciones
problémicas y debas asociarlas con variables.

Lea detenidamente el problema, para una mejor comprension.

Determine con claridad los datos conocidos y desconocidos que le plantea el problema.

Si es posible, represente graficamente el problema.

Se asignan variables a las cantidades desconocidas.

Se relacionan los datos conocidos y las cantidades desconocidas.

QU IR IwWNE

Se escriben las ecuaciones teniendo en cuenta las condiciones determinadas en el
problema.

N

Se resuelven las ecuaciones, utilizando el método que se considere mas apropiado.

8. Se verifica si la solucidon obtenida si cumple con las condiciones determinadas
inicialmente en el problema (se realiza la prueba de verificacién de resultados).
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EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO
Solucione los siguientes problemas que involucran sistemas de ecuaciones lineales.

Nota: En ellos se harda unicamente el planteamiento, los sistemas resultantes se deben realizar
como actividad y confrontar los resultados obtenidos con el respectivo tutor.

1. Cuando Beth se gradud en la universidad, habia completado 40 cursos, en los cuales
recibié grados de A, By C. Su PPG final (puntaje promedio de grado) fue de 3.125. Su PPG
en solo los cursos que recibié los grados de Ay B fue de 3.8. Se supone que los cursos A, B
y Cvalen 4 puntos, 3 puntos y 2 puntos, respectivamente. Determine el nUmero de grados
A, By C que recibié.”

Procedimiento
a. Se asignan variables:

TIPOS DE CURSO MATERIAS CANTIDAD DE
MATERIAS
A Formacidn profesional x
B Formacion matematica y
C Formacion humanistica 7z

b. Se plantean las ecuaciones de acuerdo a las condiciones del problema:

> Para la cantidad de cursos vistas:

x+y+x=40ECUACION 1

» Para su PPG final (puntaje promedio de grado)

4x + 3y + 2z

=3.125—-4x+3y+2z=40+3.125 -

40

2 7ILL. Op. Cit. P. 422.
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> Total de cursos donde recibid las materias de formacién Profesional y de formacion
Matematicaes X + ¥, estéd dadopor: X +y = 40 — z

Por lo tanto, el promedio de estos cursos esta dado por:

4x + 3y

m=3.8—>4x+3y=3.8[40—3}—>4x+3y=3.8*40—3.82

4x + 3y +3.82=3.8+40—

c. Se debe solucionar el sistema:

x+y+z=40 ECUACION 1

4x + 3y + 2z = 125 ECUACION 2
4x + 3y + 3.8x = 152 Ecuacion3

d. Utilizando cualquiera de los métodos vistos realice el anterior sistema, la solucion es la

siguiente:
x= 20
y= 5
z= 15

2. Encuentre una pardbola de la forma: ¥ = axz +bx +c que pase por los
Puntos (1, 3), (7, ‘1‘), (—3, 5]

Procedimiento
a. Se remplaza cada uno de los puntos dados en la ecuacion de la pardbola:

y = ax® + bx +c ==

> El punto (11 3), enelcual X = 1:.}’ = 3

Reemplazando en **, se tiene:
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3=a(1)*+b(1)+c—a+b+c=3ECUACION 1
» El punto (7, 4:), enelcual X = 1,_‘}" =3
Reemplazando en **, se tiene:
4=a(7)*+ b(7) + c > 49a+7b + ¢ = 4 ECUACION 2
» El punto (—3, 5),en el cual X = —3,_‘}" =5
Reemplazando en **, se tiene:
5=a(-3)*+b(-3)+c > 9A=3B+C=5 ECUACION 3

b. Se debe solucionar el sistema:

a+b+c=3ECUACION 1

49a + 7b + ¢ = 4 ECUACION 2
=5 Ecuacion 3

9a — 3b+ ¢

Utilizando cualquiera de los métodos vistos realice el anterior sistema, la solucién es la

c.
siguiente:

1
a=——
15

11
b=——
30

33
cC=——
10

3. Enuna fabrica se producen 4 articulos A, B, C, y D.
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Si los costos de produccidn de los cuatro articulos en Enero fueron US$ 5675 y se produjeron 30
articulos del producto A, 15 de B, 70 de C y 25 del producto D.

Los costos en Febrero fueron de USS$S 1875 y se produjeron respectivamente 10, 10, 5 y 40

articulos de cada producto.

Para Marzo los costos de produccion fueron de USS$ 7775, con producciones de 95, 0, 45 y 50.

Para Abril los costos son de USS$ 5100, con producciones de: 1, 80, 50 y 0.

Si los costos de produccion de cada articulo permanecieron constantes durante estos cuatro
meses, determine el costo de producir una unidad de cada articulo.

Procedimiento

a. Se expresa con variables y en forma de ecuacién cada una de las condiciones del

problema:

FECHA ARTICULOS
PRODUCCI
ON

COSTO PRODUCCION

ENERO A =30, B =15, =70,

304+ 15B +70C + 25D =

5675

FEBRERO A =10, B =10, = 35

104+ 10B +5C + 40D =1

MARZO | A =195, B= 10 C= 45

954+ 45C + 50D = 7775

ABRIL = 1, B =80, € =50,

A+ 80B+50C=5100

875

b. El sistema para resolver estd dado por:

30A+ 15B+ 70C+

104+ 10B+ 5C+

954 + 45C +
A+ 80B+ 50C

25D =5675
40D = 1875
50D =7775

= 5100

C. Utilizando cualquiera de los métodos vistos realice el anterior sistema, la solucion es la

siguiente:
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4. Entre A, By Ctienen 140000 Bolivares.

C tiene la mitad de lo que tiene A.
A tiene 10000 mas que B.
¢éCuanto tiene cada uno?*

Procedimiento
a. Se asocian con variables cada una de las cantidades:

o
=
[y

=~
=
%)

b. De acuerdo a las condiciones del problema, se deben plantear las siguientes ecuaciones:

» Entre A, By C tienen 140000 Bolivares, entonces y de acuerdo a la tabla elaborada:

xi+%x5 + x, = 140000 ECUACION 1
» Ctiene la mitad de lo que tiene A, entonces:

1
x325x1—>2x3=x1—>

6 BALDOR. Op. cit. p. 367.
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> Atiene 10000 mas que B: Para poder escribir la igualdad, se le restan los 10000 a A o se le
suman a B, esto es:

x; = x, + 10000 > x; — x, = 10000 ECUACION 3

c. Elsistema para resolver esta dado por:

X1 +x2+x3 = 140000
1. X1 — 2.’!3 =0
X1 — X2 = 10000

ode la siguiente forma:

x1 +x2+x3 = 140000
2 X1 — x; = 10000
X1 — 213 =0

Procedimiento

a. Setomara el numeral 2 para el procedimiento, esto es:

x1 +x2+x3 = 140000
X1 — X2 = 10000
X1 — 2.’!3 =0

d. Para obtener el determinante I se utiliza la matriz de coeficientes:

1 1 1
D=1 -1 0-D=5
1 0 -2

e. Paracalcular los determinantes D1, Dz, Dg, se reemplazan las entradas década una
de las columnas en |a matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término
independiente:

ACTIVIDAD: Realice cada uno de los determinante y verifique el resultado.
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> Dy = 0| =300.000
_ -2
1 1

> Dy =11 0| =250.000
1 -2
1 1

> D3=|1 -1 10000 |=150.000
1 0 0

e. Reemplazando en el siguiente formato se obtiene la solucién del sistema:

D, D, D,
X1 = —. Xo = —,..Xp = —
D D D
D, 300.000 .
X1 =/ — =+ X1 = —+ X1 = .
1 D 1 5 1
D, 250.000 -]
Xo = — 3 Xo— ————— =+ Xo — .
2 D 2 5 2
D, 150.000
Igzj—:r IEZT—}.‘Ig:E}U.““D

5. Hay una unica pardbola delaformay = a:xz +bx+c que pasa por los puntos
(—2, —20), (3, — 10) A (5, —62). Encontrar dicha pardbola.

Procedimiento

a. Se remplaza cada uno de los puntos dados en la ecuacion de la pardbola:
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y = ax* + bx + ¢ #*

> El punto (_2;—20), en el cual x = _2:.'}’ =20

Reemplazando en **, se tiene:

-20=a(-2)>+b(-2)+c—

4a —2b + ¢c= —20 ECUACION 1

» El punto (3,—10), enelcual X = 3,_’}" =—-10

Reemplazando en **, se tiene:

—10 =a(3)* +b(3) + ¢~ 9a+3b +c=-10 ECUACION 2

> El punto (5,—ﬁ2), enelcual X = 5,_}’ = —62

Reemplazando en **, se tiene:

5 =a(5)*+ b(5) + c > 254+ 5B+ €= =62 ECUACION 3

b. Se debe solucionar el sistema:

4a —2b+c= —-20 ECUACION 1
9a + 3b+c¢c= —10 ECUACION 2
25a +5b+ ¢c = —62 Ecuacion3

c. Para obtener el determinante D se utiliza la matriz de coeficientes:

4 —2 1
D=|9 3 11-D=-70
25 5 1
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d. Para calcular los determinantes D‘l: Dz, Dg, se reemplazan las entradas década una
de las columnas en |a matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término
independiente:

ACTIVIDAD: Realice cada uno de los determinante y verifique el resultado.

=20 —2 1

> Dy = |=10 3 1|=280
—62 5 1
4 =20 1

> D,=| 9 =10 1|=-420
25 =62 1
4 -2 =20
125 5 =62

D, D, D,
X, = —, Xo = —,..Xp = —
) ) " p
D, 280 .
X1 = — X = —— > X = —
1 1 _70 1
D, —420 .
Xo =— 2 Xp = ——— > X3 =
2 2 _7“ 2
D, —560 o
Xo=— 3 X =—— 3 X3 —
)} 57 _70 3
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Reemplazando estos valores en la ecuacion:
— 2 - : L .
y=ax“ + bx + ¢ #* se tiene la ecuacion de la parabola buscada:

y=—4x"+6x+8

Una fabrica dispone de tres maquinas para producir tres articulos A, B y C. Para producir
una unidad del articulo A se requiere utilizar la maquina | dos horas, la maquina Il una
hora 30 minutos, la maquina Il 30 minutos. Para producir una unidad del articulo B se
necesita Hora y media, 3 horas y 4 horas en cada maquina respectivamente. Para una
unidad del articulo C se requiere el utilizar las maquinas |, Il y lll; 2 horas, 30 minutos y 3
horas respectivamente.

Se sabe que la maquina | se encuentra disponible al mes 122 horas y 30 minutos, la
madaquina Il 100 horas y la maquina Il esta disponible 135 horas.

Procedimiento

Se asocian con variables cada una de las cantidades:

ARTICULO [ UNIDADES APRODUCIR | MAQUINAS |  DISPONIBILIDAD MAQUINAS
A X I 122.5 horas
B X II 100 horas
C X3 I 135 horas

De acuerdo a las condiciones del problema, para determinar el nimero de unidades de
cada articulo a fabricar cada mes de tal manera que las maquinas sean utilizadas
totalmente, se deben plantear las siguientes ecuaciones:

A se requiere utilizar la maquina | dos horas, la maquina Il una hora 30 minutos (1.5
horas), la maquina Ill 30 minutos (0.5 horas):

B se necesita Hora y media, 3 horas y 4 horas en cada mdaquina respectivamente.

C se requiere el utilizar las maquinas I, Il y lll; 2 horas, 30 minutos y 3 horas
respectivamente.

PLANTEAMIENTOS

A B C Disponi- ECUACIONES
bilidad
2x; |+|1.5x|+|2x3 |=[122.5 ECUACION 1
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c. Solucion del sistema:

> La matriz determinante seria:

2 1.5 2
D=|1.5 3 0.5|/=16,625
0.5 4 3

ACTIVIDAD: Se debe verificar el resultado de cada uno de los determinantes utilizando alguno de
los métodos vistos:

g. Para calcular los determinantes D‘l: Dz, Dg, se reemplazan las entradas década una

de las columnas en |a matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término
independiente:

ACTIVIDAD: Realice cada uno de los determinante y verifique el resultado.

12205 1.5 2]

> D, =| 100 3 0.5|=49875
| 135 4 3 |
2 1225 2]

> D,=|15 ®00 0.5|=249375
. 0.5 135 3 |
-2 1.5

> Dg=| 1.5 3 100 |=332.5
. 0.5 4 135

h. Reemplazando en el siguiente formato se obtiene la solucién del sistema:
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D, 498.75 .
x = — = — —3 x =
L)) 1 16,625 1
D, 249 375 s
2= T * T 16625 %
D, 332.5 20
Xz —=— = X ————— = X3 —
D ® 16,625

7. SiAledaacCS1(en millones de $), ambos quedan con lo mismo. Si B tuviera $ 1 (en
millones de $), menos, tendria lo mismo que C. Si A tuviera $ 5(en millones de $), mas,
tendria tanto como el doble de lo que tiene C. ¢ Cuanto tienen cada uno?”’

Procedimiento
a. Se asocian con variables cada una de las cantidades:

A X1
B X2
C X3

b. De acuerdo a las condiciones del problema, se deben plantear las siguientes ecuaciones:

> SiAledaacCS$1(en millones de $),, ambos tienen lo mismo:

A queda con: X1 — 1

Cquedacon: X7 + 1

Por lo tanto la ecuacion es:
X1—1=%x+1->%x —x, =2 ECUACION 1

> SiBtuviera $ 1 (en millones de $), menos, tendria lo mismo que C:

La ecuacion es:

7 |bid. P. 367.
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> Si Atuviera $5 (en millones de $), mas, tendria tanto como el doble de lo que tiene C:
La ecuacién es:

x1+5:2x3—>11—213:—5

c. Elsistema de ecuaciones a resolver es:

x; — x, = 2 ECUACION 1

X2 — x3 = 1 ECUACION 2

x, —2x3 = —5 ECUACION 3
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d. Solucién del sistema:

> La matriz determinante seria:

1 -1 0
D=0 1 -1|=-1
1 0 -2

ACTIVIDAD: Se debe verificar el resultado de cada uno de los determinantes utilizando alguno de
los métodos vistos:

i. Para calcular los determinantes D‘l: Dz, Dg, se reemplazan las entradas década una
de las columnas en |a matriz de coeficientes por las entradas de la matriz término
independiente:

ACTIVIDAD: Realice cada uno de los determinante y verifique el resultado.

w2 -1 0
> D= 1 -1|=-11
=5 0 -2

1 2 0
> D=0 F1 -—-1({=-9
L1 =5 -2

1 -1 =2
> Dz=1|0 1 1 |=-8
1 0

j. Reemplazando en el siguiente formato se obtiene la solucidn del sistema:

D-l DZ Dn
x1=F, IZZF:-IHZF
D, 498.75
X, = F - Xy = —1 — X1 = ll(enmillnnesde $)
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D, 249,375

Xo =— 2 Xg=———"""" 3 X2 = g(en millones de §),
D -1
D; 332.5

X3 = F — X3 = —1 — X3 = B(en millones de $),

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

NOTA: Para solucionar estos ejercicios, tenga en cuenta los ejercicios de aprendizaje
resueltos en el desarrollo del tema y confronte con su tutor los resultados obtenidos.

1. Escriba la forma matricial del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

4%, —TX, +Xs — Xz +9%X, =8
3X, +5X, +X; —X, =45
Xy — 06X, +4X; + X, —34X, =22
— 7%, +5%X, +16X, — X, =2
6X, + X3 — X, + X5 —23Xs + X, =50

2. Solucione el siguiente sistema de ecuaciones utilizando dos métodos diferentes:

3X+6y—-2z+w=234

6X—-5y+z+5w=-12

OX+7y+8z+3w=25
6y—-11z +4w =100

3. Solucione el siguiente problema utilizando planteando sistemas de ecuaciones lineales y
utilizando cualquiera de los métodos matriciales vistos.

a. Una fabrica produce 4 articulos A, B, Cy D.

La produccion de la fabrica en el mes de diciembre de 30 unidades del articulo A, 10 del articulo
B, 60 del articulo C y 45 unidades del articulo D. En enero, la produccion fue de 50, 15, 35y 5
respectivamente. En febrero la produccion fue de 100 articulos de A, 30 articulos de B, ninguno
del articulo Cy 50 unidades del articulo D. En marzo la produccion fue de 5 unidades de A, 20 de
B, la cantidad producida de C fue el doble de la de B y 50 unidades del articulo D.

Si los costos de produccidon en cada mes fueron de: Diciembre $ 230000, enero de $ 210000,
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febrero de $ 355000 y en marzo de $ 190000. Determine el costo de producir una unidad de cada
articulo.

4. Solucione el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

3X, + 7X, +6X; =15
2%, —TX, +9%; =7
8%, +5%, —7x, =20

Utilizando:

Eliminacion Gaussiana
Eliminacién Gauss — Jordan.
Matriz inversa.
Determinantes.

AN N NN

NOTA: Para solucionar los siguientes problemas utilice las técnicas matriciales vistas en clase.

6X, —7X, —X; =17
8x, —3X, +5x; =14
12x, — 2%, — 3%, =10

3X; —6X, +6X; =15
— 2%, +15X, +4x, =30
—3X;, +8x, —6x, =—48

b.
3X, +11x, —5x, = 67
2%, —3X, +15x, =24
3X, +2X, +13x, =118
X—3y+4z-5w=28
X—y—-2z+3w=13
X—5y+5z-2w=-11
q 2X+7y+4z—-6w=-32
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X—7y+6z-3w=30

X—18y -4z —5w =56

—-3Xx—-2y+3w=-96
4x -7y +31z-10w =220

6. Una concesion del gobierno de US $ 1°360000 se dividié entre 100 cientificos de tres
grupos de investigacion A , B C. Cada cientifico del grupo de investigacion A recibié US $
20000, cada cientifico de B recibié US $ 8000 y cada cientifico de C recibié US $ 10000. El
grupo de investigacidon A recibid cinco veces los fondos del grupo de investigacion B.
¢ Cudntos cientificos pertenecen a cada grupo??®

7. Entre A, By C tienen 22 mil pesos. La suma de lo que tiene A con lo que tiene B menos lo
que tiene C es 2 mil pesos. El doble de lo que tiene C supera en 8 mil pesos lo que tienen
Ay B juntos. é Cuanto dinero tiene cada uno? 5, 7 y 10 mil pesos.

8. 5 kilos de azucar, 3 de café y 4 de frijoles cuestan S 1.18. 4 de azucar, 5 de café y 3 de
frijoles cuestan $1.45. 2 de azlcar, 1 de café y 2 de frijoles cuestan 46 cts. Halle el precio
de un kilo de cada mercancia. R: 600, 2000 y 700.%”°

9. Una gaseosa, 1 paquete de pan y una bolsa de mecato cuestan $ 7700. 3 gaseosas, 2
paquetes de pan y una bolsa de mecato cuestan $ 11 000. 4 gaseosas, un paquete de pan
y dos bolsas de mecato cuestan S 16 100. Determine el costo de una gaseosa, un
paquete de pan y de una bolsa de mecato. R: $ 1 000, 1 300y 5 400.

10.La suma de los tres angulos de un triangulo es 1802, el mayor excede al menor en 352y el
menor excede en 202 a la diferencia entre el mayor y el mediano. Halle los tres angulos.
R: 809, 552y 45¢,

11.La parabola y = ax® +bx+c pasa por los puntos (1, 10), (—1, 12)/\ (2, 18). Halle a, by

C.30

12.Un fabricante produce tres articulos A, By C. La utilidad por cada unidad vendida de A, By
C es uno, dos y tres dolares, respectivamente. Los costos fijos son de $ 17000 por afio y
los costos de produccién por cada unidad son $ 4, $ 5y S 7, respectivamente. El afio
siguiente serdn producidas y vendidas un total de 11000 unidades entre los tres
productos y se obtendra una utilidad de $ 25000. Si el costo total serd de S 80000,

22 7ILL. Op. Cit. P. 418.
 BALDOR. Op. Cit. P. 367.
% 7\LL. Op. Cit. P. 421.
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¢Cuantas unidades de cada producto deben producirse el aio siguiente? R: 2000, 4000 y
5000.

13.Una empresa elabora tres productos A, B y C, los cuales pueden procesarse en tres
magquinas I, Il y lll. Una unidad de A requiere 4, 5 y 6 horas de procesamiento en las
maquinas, mientras cada unidad de B requiere 3, 5 y 5 horas de procesamiento y una
unidad de C requiere 2, 4 y 6 horas en la maquinas. Se dispone de las maquinas I, Il y IlI,
por 500, 800 y 1.000 horas, respectivamente, icuanta unidades de cada producto puede
elaborarse usando todo el tiempo disponible de las maquinas? *

1
14.Un hombre tiene 110 animales entre vacas, caballos y terneros, g del nimero de vacas

1 . 1 . .
mas — del nimero de caballos mas g del numero de terneros equivalen a 15, y la suma
del nimero de terneros con el de vacas es 65. ¢ Cuantos animales de cada clase tiene?*

15.En un tridngulo la suma del angulo mayor con el mediano es 135° y la suma del mediano
y el menor es110°. Halle los dngulos.

16.Las edades de tres personas suman 45 afios, la suma de las dos primeras equivalen al
doble de la tercera. La diferencia entre la primera y la tercera equivale a un medio de la
segunda. Determine la edad de cada persona. R: 20, 10, 15.

17.Encuentre una parabola de la forma y=ax2+bx+c que pase por los
puntos (5, —3), (-3, 8)A (1, 1).

18.Encuentre un polinomio de la forma y = AXx® + Ax* + Bx +C que pase por los puntos:
(25), (-310) y (8,-2)

19.Encuentre un polinomio de la forma: y = Ax* +8x%* +Bx+C que pase por los puntos
(0,25), (-512) y (6,0)

20.Encuentre el polinomio de la forma y =4x* + Ax® + Bx* + Cx+ 20 que pase por los
puntos (10,~10), (5,25) y (—3,48) No referenciar.

31 SOLER FAJARDO, Francisco; MOLINA FOCAZZIO, Fabio; ROJAS CORTES, Lucio. Algebra Lineal y Programacion Lineal
aplicaciones a ciencias Administrativas, Contables y Financieras. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2005. P. 122.
32 BALDOR. Op. Cit. P. 367.
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5. VECTORES. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

OBJETIVO GENERAL

Desarrollar las técnicas que permitan la manipulacion de vectores en R* y R?, calculando, ademas,
la norma y los angulos directores de un vector, las diferentes operaciones con vectores;
determinando, también las diferentes ecuaciones de una recta en el espacio, la ecuacion de los
diferentes planos, las ecuaciones de una recta en el espacio y la ecuacién de un plano en el
espacio, la forma de graficarlos y cémo se identifican los planos paralelos.

OBIETIVOS ESPECIFICOS
* Determinar vectores y las diferentes ecuaciones de una recta en el plano y en el espacio.

* Hallar la las ecuaciones de una recta en el espacio y la ecuacidn de un plano en el espacio,
graficando planos e identificando planos paralelos.
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en el espacio

\ k Gréfica
VECTORES | Rectasy planos | [ Rectas en
s § J el espacio

Ecuaciones

Paramétricas

en

Magnitud o Dos y tres e
Norma dimensiones Ecuacion

cartesiana

Simétricas
Planos paralelos J -

Ecuaciones de los
planos coordenados y no paralelos

/ [ Operaciones l
Angulos directores

Vector unitario .

Adicién (diferencia) _y sus
—» o Sima y —| Propiedades

Cosenos Directores

—> m;":?:;":ﬁg::r —Y sus——| Propiedades

Producto Escalar A
—» —p| Angulo entre
__ OPunto | dos vectores

L » Produ(:toc Vectorial | Vectores paralelos
o Cruz

Vectores
> perpendiculares

Diligenciar la siguiente sopa de letras, teniendo en cuenta que en la parte inferior de la misma se
encuentran las definiciones de cada una de las palabras que debe buscar.

Las palabras se encuentran en forma horizontal, vertical, diagonal de derecha a izquierda y
viceversa.
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En el espacio en blanco, al frente de cada definicién, coloque la definicién correspondiente.

—Slwc|ldr|loc|d>» zolc|lrjoldd<|T|0o|Z|Z|T|O0|<|O
DO || mM>» ol pQp|dw MmO IT|jclmAdlZIMmMolZ > d0l0O
— PO T |C|Oo|lY RO I | O|TdIMO|T|O|FO M >
)>§Uamc;u;ozmrnl—rnn(nom——|-<]>éc—|n]>
ZImMo|I<|m|» mm © QO|>» T |T|(O||d| |- |mM X 9 O > > =
G)'_ZI'I'I—I(')J>-<§'UZW|"'IDC_'_J>—||"'IWOGJJ|_
ciT| | =|m —|> > > >0 > 9> o0Z|ICiZITMII>P
I_OX_;UO—|ZZV’U—|_OZ|"'IW—|]>NZ_J>§Z
ooz 4™ P04 mm>N>I|O|>IOIC|—|Z2 MO
Mm@ M NZ|I— (|9 —|0mMmO|> —|IO|I3O|LI - —T|oo|>Ww
||| <{Z|PlZ|dCc|lvaom —|(r|O9>» 9 Z >V O0|lZ2Z|>mM
>r|—|d|ld|lvwdmm<|c|N|O|O|T|Cc|lo|z|>| —|Cc|lo|mM ol
Z|o|jo|jZImumzoOo|<lOo|dlo|vw Oo|lCc|m|O|O|—|Z2>»| = M C|—
oj<|m|z|m = o> o|/>r|lclg|lw —|r|lo|mz|m > o|lz|c|NloO
c|lr»|c|lo|lr|clo|z|P| v|icld|lwlo|r|(>»|0o0M> <|>| <|m|l—
—lo|lzZzlo|l9|> o> v v moeo|lZmrcl> o uvm> o
o|lrZ2vr uvcCczmA Q0|9 —|IT|™OV> H T |C|lo|mT|m|—

(> loOl>—|HdlZ2IOolrmMmr|> 9> | "|lOo|l< mMoOo|H|O|=™ | —
Ol dA|4d(>» g mMm M O|O|O0|O|m™>»| OO0l — | |mM m 3o =2

DEFINICIONES:

e Eslarelacién trigonométrica entre el cateto adyacente y el cateto opuesto en un tridngulo
rectdngulo:

e Uno de los lados que forman el dngulo recto en un tridngulo
rectdngulo:

e Angulo menor de 90° pero mayor que 0°:

e triangulo con sus tres lados iguales:
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e Eslarelacion trigonométrica entre hipotenusa y el cateto adyacente en un tridangulo
rectangulo:

e Poligono de tres lados que se cortan de dos en dos:

e Tridngulo que tiene dos lados iguales:

e Tridngulo que tiene los tres angulos iguales:

e Tridngulo con sus tres lados desiguales:

e Angulo mayor de 90° pero menor que 180°:

e Entodo triangulo rectangulo se cumple que la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos:

e Esun tridngulo que tiene un dngulo recto y dos angulos agudos:

e Eslarelacion trigonométrica entre el cateto opuesto y la hipotenusa en un tridngulo
rectdngulo:

e Lado opuesto al angulo recto en un tridngulo rectangulo:

e Eslarelacion entre el hipotenusa y el cateto opuesto en un triangulo
rectdngulo:

e Eslarelacion trigonométrica entre el cateto opuesto y el cateto adyacente en un tridngulo
rectdngulo.

e Resultado numérico de una matriz:

e Disposicidn rectangular de elementos en forma de filas y de
columnas:

e Eslarelacion trigonométrica entre el cateto adyacente y la hipotenusa en un tridngulo
rectdngulo:

e Se pueden representar geométricamente como segmentos de recta dirigidos («flechas»)
2 . 3
en el pIano]H o en el espacio B

e Que se da en dos dimensiones:

e Tridngulo que tiene al menos un dngulo agudo:
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e Triangulo que tiene un angulo obtuso:

e Esel elemento ideal que solo posee dos dimensiones, y contiene infinitos puntos y rectas:

5.3.1. Vector

Es una herramienta geométrica utilizada para representar una magnitud definida por
su médulo o magnitud (siempre positiva), su direccion ( orientacion, Angulo ) y su sentido (que
distingue el origen del extremo). Los vectores en un espacio euclideo se pueden representar

- I 2 . 3
geométricamente como segmentos de recta dirigidos en el plano IR“ oenel espacio IR".

e NOTACION DE VECTOR:

Se acostumbra usar el simbolo —* para denotar el vector que va del punto A, considerado
AR
punto inicial, al punto B llamado punto final.

Otra forma para denotar o simbolizar vectores es utilizando letras mindsculas en negrita como: a,
b, u, v, w, m, entre otras.

e MAGNITUD DE UN VECTOR:

A la longitud del segmento dirigido se le llama magnitud del vector y se denota por:
|AB| 0 |u| 0 I‘l?l ﬂlWl, entre otros.

e VECTORESEN [RZ

2 . . .
Unvectoren IR (en el plano, en dos dimensiones), es una pareja ordenada o par ordenado

de numeros reales, se denota de la siguiente manera:

v=(ab) o v=a; +b; conabeR,
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Representar enlaforma®? = @; + bj los siguientes vectores:
a. v (11,-9) = 117419,

b. v (—8,5) =-

c. v(3,6) =3; +6;

« VECTORESEN IR3

3 . . . . .
Un vector en IR (en el espacio, en tres dimensiones) es una tripleta ordenada de numeros

reales, se denota de la siguiente manera:

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Representar enlaforma®? = @&; + bj + €}, los siguientes vectores:

2 v(11,-9,-2) =11, = 9; =2
o. v (~8,5,2) ==8; + 5, + 2,
e v(3,6,-7)=8i+6;= T

e VECTOR ENTRE DOS PUNTOS:

Sean los puntos:
A= {ui_bl_ci) ¥ {az_llz,:':z) enIR?® o A= {ul_bl) yB= {ag_ﬁlz) en IR*

Se pueden obtener los siguientes vectores (recuerde la Geometria Analitica):
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BA = (a, — a)i + (by — b,)j + (¢, — ¢, )k = —AB en IR®

BA = (a; — ay)i + (by — b,)j = —AB en IR?

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Dados los puntos en IR3 de coordenadas A= (15,—3,12)y

B = (1 7, 3, 10], Hallar los siguientes vectores:

AB = (17 -15)i+ (3 (-3))j+ (10 - 12)k = 2i + 6j — 2k

BA=(15-17)i+ (-3-3)j+ (12-10)k = —2i — 6j + 2k

04 = (15— 0)i + (-3 — 0)j + (12 — 0)k = 1SF 312K

OB=(17-0)i+3-0)j+ (10— 0)k=17i+ 3j + 10k

e GRAFICA DE VECTORES

Los vectores se grafican ubicando el punto indicado y uniendo dicho punto con el centro de
coordenadas de la siguiente manera:

VECTORES Centro de coordenadas GRAFICA
IR? (I]Jr l]) Plano Cartesiano (dos
dimensiones).
[R3 (I]Jr 0, I]) En el espacio (tres

dimensiones).

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
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1. Graficar elvector: W = (2, 3)

Procedimiento:
Se ubican las coordenadas dadas en el plano cartesiano (dos dimensiones) y luego se une el centro

de coordenadas (0, 0) con el punto de coordenadas (2, 3) por medio de una flecha en
sentido de (ﬂ, 0) hacia (2, 3), asi:

13 : u=(2,3)

1z

11

-1 1 2 3
1
_2
_3
2. Graficarelvector ¥ = —3L + 2j

Procedimiento
Se ubican las coordenadas dadas en el plano cartesiano (dos dimensiones) y luego se une el centro

de coordenadas (U, 0] con el punto de coordenadas (—3, 2) por medio de una flecha en
sentido de (U, U) hacia (—3, 2), asi:
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3
v=-3i+2j
2
1
.
-3 -2 -1 1
-1
-2

3. Graficar el vector W = 2 + 5f + 8k

Procedimiento

Se ubica en el espacio (tres dimensiones) el punto de coordenadas (2, 5, 3), de la siguiente

manera:

Se ubica sobre el eje X la coordenada 2, de alli y en forma paralela al eje ¥ se desplaza
hasta la coordenada 5, desde este punto (2, 5) del pffl'ﬂ,ﬂ Xy, se levanta una
paralela al eje Z hasta la coordenada indicada B, luego se une el centro de

coordenadas (0, U, 0) con este punto final.
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Camilo: Realizarlo en animacion

4. Grafique el vector: UL — (1 2, 3, —5)

Se ubica sobre el eje X la coordenada 12, de alli y en forma paralela al eje ¥ se desplaza
hasta la coordenada 3, desde este punto (1 2, 3] del pf(l‘ﬂﬂ XYy, se baja una
paralela al eje Z hasta la coordenada indicada —5, luego se une el centro de

coordenadas (U, U, U) con este punto final.
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Camilo: Realizarlo en animacion

e CALCULO DE LA NORMA DE UN VECTOR:

> Seaelvectoren IRZZ‘I? = (ﬂ-, b] ov=a; + bj,Su magnitud o norma se
calcula como:
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lv| =/ a® + b

» Sea el vector en IREZ v = (ﬂ-, b, C) ov=a;+ bj + C}., Sumagnitud o
norma se calcula como:

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Calcular la norma del vector . = 2§ — 5j' + 8k
Procedimiento

a. Se determina el valor de:
a=2

b= -5
c=28

. . . 3
b. Sereemplaza en la respectiva ecuacion, en este caso en la correspondiente a IR

lul = (2)2+ (=5)2+ (8)%2 - |u| = V4 + 25 + 64 —»

2. Calcular la norma del vector 7 = (—3, 2)
Procedimiento

a. Se determina el valor de:
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. Ly . 2
b. Se reemplaza en la respectiva ecuacion, en este caso en la correspondiente a I R

wl=V(=3)2+ (@2~ [v|=V9 +4 -

e ANGULOS DIRECTORES

. . . 2 . . .
El angulo director de cualquier vector en IR » diferente de cero es el angulo 0 gue se mide
desde el lado positivo del eje X en sentido contrario al de las agujas del reloj hasta la

representacion de posicion del vector. Si 0 se mide en radianes, 0<0 <2m s

b .
A= (ﬂ, b),entonces tan 6 o sia+ 0.

NOTA:
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Trazar cada uno de los siguientes vectores, encontrar su magnitud y el angulo positivo 0 mas

pequefio que esta determinado por el eje positivo de x y el vector.

1. a=(-3,-3)

Procedimiento
a. Se calcula la Magnitud o Norma:

lal = J(=3)2+ (=3)2 > lv| = V9 + 9

la] =vV9+9=V18 =V9x2 > |a| =3V2

b. Serealiza la gréfica:

a=(-3,-3)

c. Se calcula el angulo:

El vector se encuentra en el tercer cuadrante, por lo tanto:
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5
=180+ tan1|— ) =2259=—7
3 4

2. b=1(3,-2)

Procedimiento
a. Se calcula la Magnitud o Norma:

lal =V (3)2+(=2)2 > |v|=V9+ 4
lv| = V13

b. Se realiza la gréfica:

Grafica:
=]
T2
r L
-
—1 1 2 3
—1
-2
b=(3,-2)
—3

c. Se calcula el angulo:

El vector se encuentra en el cuarto cuadrante, por lo tanto:
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-2
_= 360° + tan! (?) =326,30..°=5.695 .. rad

Pista de aprendizaje

Tener en cuenta: 1 radian = 57. 3“ aprox.

. . . 3 . .
El angulo director de cualquier vector en IR » diferente de cero es el angulo 0 son los tres

angulos no negativos dados en radianes (II, ﬁ, }'), tomadas desde los ejes positivos X, ¥, Z
hasta la representacion de posicién del vector.

La medida en radianes de cada dangulo director esta

en en el intervalo cerrado [0, ], se tiene:

NOTA: El vector cero no tiene angulos directores y por lo tanto no tiene cosenos directores.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encontrar la magnitud y los cosenos directores del vector A= (3, 2, —6)

Procedimiento

a. Se calcula la Magnitud o Norma:

1Al =V (3)2+(2)2+(-6)2 > |A| =V9 + 4+ 36 =49 >
|4l =7

b. Se hallan los cosenos directores: Reemplazando los valores anteriores se tiene:

TEOREMA:

Si COsS &, Cos ﬁ, Y COS Y son los angulos directores de un vector, entonces se cumple

que: cos*a + cos*f + cos*y =1
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encontrar los cosenos directores del vector 4 = (3, 2, —ﬁ) y demuestre que el
anterior teorema se cumple.

a. Se calcula la Magnitud o Norma:

14l =V (3)2 + (2)2+ (—-6)% » |4l =V9 + 4 + 36 =49

|4l =7

b. Se hallan los cosenos directores: Reemplazando los valores anteriores se tiene:

c. Se verifica la identidad reemplazando los valores obtenidos:

3\ /2y 6\°
2 2 2., _ - z _) =
cos“a + cos“f + cos ]r—l—:v(?) +(7) +(—?) =1
9 4 36 9+ 4+ 36
:1_}

— + + =1-
49 49 49 49

2. Encontrar los cosenos directores del vector 4 = (1, —2, 3) y demuestre que el
anterior teorema se cumple.
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d. Se calcula la Magnitud o Norma:

1Al =y (1)2 + (-2)2+ (3)2 > Al =V1+ 4+ 9="V14 >

|4l =7

e. Se hallan los cosenos directores: Reemplazando los valores anteriores se tiene:

f. Se verifica la identidad reemplazando los valores obtenidos:

1\? =2y 347
cos’a+ cos*f + cos*y=1— (—) + (—) + (—) =1

V14 v14
1 4 9 1+4+9

- —+—t—=]1— =1

14712 12" 14

V14

e OPERACIONES CON VECTORES.
1. ADICION O SUMA DE VECTORES.

Una suma de vectores se realiza igual que una suma de matrices, es decir, se suman las
correspondientes entradas, esto es:
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o & IR?
Dados los vectores A = (ﬂ-, b) y B = (i‘.’-‘, CD, entonces:

A+B=(ab)+(cd)=(a+cb+d)

o En IR®
Dados los vectores A = (111:5‘1,'-'-'1) y B= (ﬂz’bz,ﬂz), entonces:

A+ B = (a1)b1€i1) + (az b2y€3) = (a1 + az, by + b3, 675 €3)
EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Sean losvectores: W = (—3, 5) y v=20i+ 3j.Hallarw + v

wt+v=(-3+2)i+(5+3)j=—i+8j

2. seant = 5i—6j+ Thkyv= (4:,3,3],hallaru+ v
u+v=0B+4)i+(-6+8)j+(7+3)k=9i+2j+ 10k

o PROPIEDADES PARA LA ADICION DE VECTORES:

Conmutativa

Asociativa

Modulativa

Inverso aditivo
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o VECTORES UNITARIOS: i,j en IR? ;_

Se llaman vectores unitarios porque su magnitud es igual a uno y se utilizan para representar

cualquier vector en IRZ (i,f]o cualquier vector en IRS (i,j, k), se tiene:

> emIR*i=(1,0)yj=(0,1)

v=(ab)=(a0)+(0,b)=a(1,0) + b(0,1) = ai + bj

> mIR3:i=(1,0,0), j(0,1,0), k(0,0,1)

v=(ab,c)=(a0,0)+(0,b,0)+ (0,0,c) —

v=(a,b,c)=al(1,0,0) +b(0,1.0) + ¢(0,0,1) = @i + bj + ck

e MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

La multiplicacion por un escalar (nimero real) se realiza igual que en la multiplicacién de matrices,
esto es, el escalar se multiplica por cada una de las entradas del vector.

k (a,b)) = (ka, kb)

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Seall — (—3,2),hal|arﬁ-u:

PROCEDIMIENTO
siu=(-3,2)-2u=(2+-3,2+«2)-2u=(-64)=-6i+4

2. seaV =30+ 7j— 6k, hallar 7v

PROCEDIMIENTO
siv=3i+7j—6k— Tv=7+31+7+7j—7+6k =211 +49] — 42k
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NOTA: El vector ﬂ, tiene como componentes:

> En IR*(i,j):0 = (0,0)

307 s —
, EnIR*(i,j, k):0 = (0,0,0)

o PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION POR ESCALAR DE VECTORES

cla+b)=ca+ch

(c+d)a=ca+da

(cd)a = c(da) = d(ca)
la=a

Oa=20

NOTA:

La direccién de (X¥17:

v Tiene la direccion de V7, ST @@ > 0

v Tiene ladireccionde ¥ + T, ST @ < 0
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Dado el vector ¥ = 3@ — 5jJr Hallar v =3i —5] Halle:
1. |v|
vl =V (3)2 + (=5)2 = V9 + 25 = \/34

2. Elangulo director ﬂt,

b
8, =2m+ tan™?! (E) =360+ tan'i(?) =300.92..°=5.25..rad.

3. w=2v
w:2v:2(3i—5j):ﬁi—10j

4. |w|

lw| = v/ (6)% + (—10)2 = V36 + 100 = V136 = V4 = 34 = 2|v|

5. B,
Nota: El vector se encuentra en el cuarto cuadrante: Slﬂﬂﬂs (-I—,—:]', por lo tanto:

b —-10
@, =2+ tan~t (E) =360+ tan™?t (T) =300.92..° =5.25..rad.

Nota: g‘l? = HW' ya que al multiplicar un vector por un escalar positivo el vector

resultante tiene la misma direccién del vector original.

—3v

6. P
p

7. lpl =/(—=9)% + (15)2 = V81 + 225 =+/306 = /9 = 34 = 3+/34 = 3|y

—3v = —3(3i — 5j) = —9i + 15j
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Nota: El vector se encuentra en el segundo cuadrante: 5ignﬂs (—,—l-]', por lo tanto:

b 15
8, =2m+ tan! (E) =180 + tan™?! (_g) =120.96..2 =2.11..rad.

e VECTOR UNITARIO U

Es un vector cuya Magnitud o Norma es 1.
> Para IRz(i,j'):
Si @ = (ﬂ-, b) =a; + b', entonces el vector unitario W que tiene la misma direccién

que @ ,esta dado por:

a b
u=—i+—j
lal  |al

» para IRS(E, 1, FO:

Si = (ﬂ-, b, C) =a; + b;' + i‘-'-'k, entonces el vector unitario U que tiene la misma

direccién que &, esta dado por:

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Dados los puntos R (2, —1, 3) y 5(3, 4, ﬁ), determinar el vector unitario que
tenga la misma direccién que V(R ).

Procedimiento

a. Sedetermina el vector R5:

V(RS)= (3—2)i+(4— (~1))j+ (6 —3)k » V(RS) =i+ 5j + 3k
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b. Lamagnitud del vector V(RS):

VRS)| =V(1)2+ (5)2+(3)2=V1+25+9 =135

c. Sedetermina el vector unitario TL:

1 5 3
u= i+ j + k
V35 w.f‘35Jr 35

e PRODUCTO ESCALAR

El producto escalar entre dos vectores U ¥ 17 se simboliza por U. 17,

> SiU = (ﬂ.-l, bl) Yyv= (ﬂz, bz), son dos vectores en IRZ, entonces el
producto escalar de U ¥ 1’ representado por W. T esta dado por:

w.v = (ay,by).(az, b;) = aya; +b,1b;

> Siu = ({11, b-l, I.'.'1) yv= (ﬂ-z, bz, CZJ, son dos vectores en IRE,

entonces el producto escalar de W ¥ 17 representado por . 17 esta dado por:

w.v = (ay,by,cy) (az, byczy) = aya,+byby+cycy

Nota: El producto escalar de dos vectores es un nimero real (o escalar) y no es un vector.
También recibe el nombre de producto punto o producto interior.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determinar el producto escalar de los siguientes vectores:
1. u=1(56)yv=(-3,4)

Uvrr=5*-34+6=+x4=-154+24=9

2 v=(-5-1)yw=(-3,2)

vw=-5%-3+(-1)x2=15—-2=13

3. v=03,9)yw=(2,2)

vw=3x24+9=2=6+18 = 24

s v=(-1,-2)yw=(-3,-4)

vw=-1*x-34+-2x-4=34+8=11
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determinar el producto escalar de los siguientes vectores:

1. v=1(-5,6)

v.v = (—5,6).(—5,6) = -5+ —5+6* 6 = 25 + 36 = 61 = |v|?

TEOREMA:

Z 3
Si A,_}’ B son vectoresen IR 0 en IR y € es

un escalar, se cumple que:

> c(A.B) = cA.B

> 0.A=10

> A.A = |A|*

e ANGULO ENTRE DOS VECTORES
Sean los vectores: U = (ﬂq, b-l) Y v= (H-z, bz], dos vectores diferentes de cero,

entonces el angulo ¢! entre W ¥ 17 esta definido como el angulo no negativo mas pequefio

entre dichos vectores y que tienen el origen como punto inicial.
El dngulo se calcula como:
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EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE

Para cada par de vectores, calcular el angulo entre ellos.
1. u=03,1)y v=(4,2)

Procedimiento

a. Se calcula la magnitud o norma de cada uno de los vectores:

> lul=J(3)2+(1)2=v9+1=+10

- ol =J@®?+ 2P =VI6+4=V20=V4:5=2V5

b. Se calcula el angulo entre los dos vectores:

u.v 344412 14
cCos = — COS% = — CO0S% = —— > 058
= Tul~ vl $=" 1023 ?=5750 ¢
14 14 14 7 7+V2 W2
C2425%2 2x5J2 1042 542 5242 10
742 742
casmzl—\i}_ﬁm=cas‘l(1—‘i}_)=ﬂ.989...rad=56.724...“

2 w=20+3jyv=-Ti+j
Procedimiento

a. Se calcula la magnitud o norma de cada uno de los vectores:

> lul=(2)2+(3)2=V4+9=+13

> vl =J(=7)2+ (1)?=v49 + 1 = V50 = V2 = 25 = 5\/2

b. Se calcula el angulo entre los dos vectores:
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cos @ = . @ = cos™! (_—11) =2.0169 ..rad = 115.55 .°
3v26 5v26

3. W= (2,—3) Y v= (—4:, fl-) *# Tomado de Grossman pdg. 243

Procedimiento

b. Se calcula la magnitud o norma de cada uno de los vectores:

> lwl=J(2)?2+ (-3)2=v4+9=13
> vl =J(=9)%+ (6)% = V16 + 36 =52

b. Se calcula el dngulo entre los dos vectores:

u.v 2x—4+-3=*6 —-8—-18
cos @ = - cos @ = - COSQP=———
Tl T T T 352 *=13-52
—26
> Cos P =g
cos @ = . @ = cos™! (_—26) =mrad = 180°
326 V676

1. u=3i—j+ 2k yv=4i+3j— k * Tomado de Grossman pag. 257
Procedimiento

c. Se calcula la magnitud o norma de cada uno de los vectores:
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> lul=yB)2+(-1)2+(2)?2=V9+1+4=14
> vl =J@)Z+ B2+ (—1)2=V16+9 +1 =126

b. Se calcula el angulo entre los dos vectores:

uU.v 3+«4+—-1«3+2+—-1
cCos = — 3 05 =
= Tul+ vl ¢ J14 26
12 -3 -2 7
cCos = > 05 = —
¢ V14 =26 ¢ 374
’ _1( ’ ) 1.195 d=6847."°
cCos = — —F# = Cos — | = 1. LA = -
¢ V374 ¢ V374
TEOREMA:

Si ¢ es la medida en radianes del dngulo entre dos vectores IRZ oen IRE y

A, B # 0, entonces:

e VECTORES PARALELOS:

Dos vectores A, B+0 en IRZ 0en IRE son paralelos si el angulo entre ellos es

00T , esdecir,si @ =0 0 @ = m.

En general: dos vectores A, B son paralelos SIY SOLO Sl uno es muiltiplo escalar del otro, por lo

tanto se cumple que:

siA.B = +|A||B|, esdecirsi cos @ = +1

e VECTORES ORTOGONALES
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Dos vectores A, B+0 en IRZ oen IRE son ortogonales (perpendiculares) si el

T T
angulo entre ellos es E, es decir,si @ = E

En general: dos vectores H,B son son_ortogonales (perpendiculares) SI Y SOLO Si

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Compruebe que losvectores Ut = 3i —4j v v = 4i+ 3j},*
son ortogonales (perpendiculares).

Procedimiento

a. Se efectua el producto escalarde U y 17

ur=03)*4)+(-4)=(3)=12-12=0-
b. Se calcula el angulo entre los vectores:

u.v /3
cos @ = =0 @=cos 0> ¢=—

|ul|v|

T
Recuerde que: EGSE =cos90°=0

2. Demuestre, mediante vectores que los puntos A= ("-1-, 9, 1},

B = (—2, ﬁ, 3] y C(fl, 3, —2), son los vértices de un triangulo rectangulo.

Procedimiento

a. Se determinan los vectores: IV (E) R V (—1) R V (—1)

F(E) =(-2-4)i+(6—9)j+ (3-1)k=—6i—3j+ 2k

* Ibid. p. 224.
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b. Se calculan los diferentes productos escalares, esto es:
V(=) ¥(5)= (-6 @+ (=3)x(-6) + @) » (-3)
=—12+18-6=0

V() V) - @ - @)+ (-6) < (-3) + (-3) = (-5)

V(=) V() = -6« 8 + (-3) < (-3) + 2)(-5)

=-48+9—-10=—49

C. De los resultados anteriores se concluye Que los vectores perpendiculares son

V (E) .-, ya que su producto escalar es cero, por lo tanto, estos vectores

corresponden a los catetos del tridngulo rectangulo y -, corresponderia a la

hipotenusa.

« proveccionesen IRZ y en IR3

Sean los vectores W, 17 F+ 0, entonces la proyeccion de U sobre ¥, denotada por PYroy,U

esta definida por:

7
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u. 1’
proy,u = ——5v
|v|

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Seanu = 2i+ 3j+ kyv =i+ 2j — 6k, encontrar POy, u*

Procedimiento
Aplicando la ecuacion de proyeccion se obtiene:

u.v (2,3,1).(1,2,-6)
roy,u = ——=v = i+2j—6k
proy |v|? (12 + 22 + (—6)?) (t+2j )

2*1+3*2+1*—ﬁ(_ 2i — 610
o u = L+ —
proyy 1+4+36 ]
2+ﬁ+—ﬁ(_ 9i ﬁk) 2(_ o 6k)
roy,u = L+a] — =—\+2]—
Pyt = 1 36 J 41 /

2.5eant = 2i — 3jyv = i + J, encontrar proy,u

uv (2,-3).(1,1)

roy,u = ——=v i+j

proy E REIRD (i +j)
2*1+—3*1(_ 3

oy, U = i+

proy, 1+1 ]

2—-3 1 1 1
roy,u = i+j)=—7Zl+j)l=—7i—=j
proy (i+j) 2( J) 0=

* Ibid. p. 258.
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NOTA 1:
o Vy Pproy,u,tienen:
> La misma direccién cuando . 77 = ()

> Direcciones opuestas cuando . 17 << 0

NOTA 2:
> Proy,u esparaleloa?

> U — Proy;u esortogonala ¥

e DETERMINACION DE UN VECTOR ORTOGONAL A OTRO VECTOR

Sea 17 un vector diferente de cero, entonces para cualquier otro vector U, se puede obtener otro

vector W ortogonal a 77 de la siguiente manera:

w1
W=u— proy,u > w=u— v
1

ACTIVIDAD: Demuestre que 17 y W son ortogonales.

EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE

Para el par de vectores 7 y U, hallar un vector W ortogonal al vector T/

. v=035y u=(7,2)

Procedimiento
a. Sereemplaza en la ecuacion determinada, esto es:

3 7—|—5 2 1+10
7,2) — 3,5)=(7,2) ——=*(3,5) =
(7,2) *(3,5) =(7,2) 9 1 25 *(3,5)
31 31«3 31=+5
7,2)——=(3,5) = (7,2 —( , )
(7,2) = 5,+B3,5)=(7.2) YR
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93 155 93 155
o0~ -(-5a- )
34 34 34 34

B (233—93 53—155) e M 145 3_7)
B 34 34 - || 2 34’ 34

b. Demostrar que 17 y W son ortogonales:

Para mostrar que son ortogonales hay que demostrar que 7. W = 0
145 87 3 =145 N 5+—87 435 435 0

. =3j.t—n——J=
vw=G035){37 "33 34 34 34 34

Por lo tanto, 17 y W son ortogonales.

ACTIVIDAD: Grafique los tres vectores en el mismo plano.

2v=(-2,3)yu=1(5-1)
Procedimiento
a. Se reemplaza en la ecuacion determinada, esto es:

(-2,3)+(5,—1)

wz‘u—@v=(5,—1)— 22132 *(-2,3) =
2554 3x-1

5,_1_ *—2,3:

-0~y (2,9

-1
G-D-— o (23=6-1)-—

x(—2,3) =
4+9 (=2,3)

(5,-1)+1+(-2,3)=(5,—-1)+(-2,3) =

(5 + [—2)), ((—1) + 3) sw=u——v=1(3,2)

|w|2

B. Demostrar que 17 y W son ortogonales:
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Para mostrar que son ortogonales hay que demostrar que V7. W — 0

vw=(-2,3).3,2)=(-2)*3+3+*2=-6+6=0

Por lo tanto, 17 y W son ortogonales.

e PRODUCTO VECTORIAL O PRODUCTO CRUZ

El producto VECTORIAL o el producto CRUZ sélo se define en IRE
Sean los vectores:

u = ﬂli‘l‘blf‘l‘ Clk

v = ﬂzi‘l‘sz‘l‘fzk

El producto cruz o producto vectorial de ¥ ¥ ¥, denotado como U X ¥ que €s un nuevo

vector y se calcula como:

El vector U X 17 es perpendiculara W ya 1.

NOTA:
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EJERCICIOS DE APRENDIZAIJE
1 seniu =2i+4j—5k y v=—3i—2j+ k>

Hallar: U X 17

Procedimiento:
a. Recuerde el proceso por menores:

v Se elimina la primera fila y la primera columna para L:

4 —5|=[BA)-(-5) =2
B -2 1

1

=(2-15)j=-13j

v Se elimina la primera fila y la tercera columna para k.

e — ——
>‘u><v=\ 2 4 =[2)=(-2)—(4) = (-3)]k
-3 -2

Nota: Recuerde que los signos van alternados empezando por el signo mas, queda entonces el
vector:

% Ibid. p. 262.
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uxv=+(=6i) - (—-13j) + (8k) > uxv=—-6i+ 13j+ 8k

2. seand =1(2,1,-3)y B=(3,—-1,4)

Procedimiento:
a. Recuerde el proceso por menores:

v Se elimina la primera fila y la primera columna:

1 -3|=[~@-3)~Dli
-1 4

3 - 4

=(8+9)j=17j
v" Se elimina la primera fila y la tercera columna:

e e 4
>uxv=| 2 1 -4[=[2)=(-1)-1)=B)k
3 -1

Nota: Recuerde que los signos van alternados empezando por el signo mas, queda entonces el
vector:

uxv=+({)-(17j) + (=5k) buxv=i—-17j - 5k

TEOREMA
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) 3
Si A, B, C sonvectoresen IR , entonces:

AxXA —

0xA —

AxX0 —

AXB =

AX (BXxC) =

El producto vectorial
no es asociativo

AX (B + () =
El producto vectorial
de a multiplicacién
respecto a la suma.
(cA) X B =
(cA) X B =

A (BXC) =

Esta propiedad se

llama triple
producto escalar
de los vectores
A,B,.C.
AX(BXC) =
|4 X B —
Los vectores si y solo si

Ay B son paralelos

El vector A X B Es ortogonal
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A(AXB)=B.(AXB) | 5

RECTAS Y PLANOS EN TR3.

o RECTAS EN EL ESPACIO.

GRAFICA: Para graficar rectas en el espacio se debe conocer las coordenadas de dos puntos sobre
la recta y luego se traza una linea recta que pase por ambos puntos:

ACTIVIDAD: Grafique cada una de las siguientes rectas:

1. Larecta que pasa por los puntos: (P (7, —3, 5)) y Q(Z, 3, 7):

Representando los puntos en el plano tridimensional, se tiene:

P(7,-3,5)

8

Recta que se pide
graficar.

Q(2,3,7)

1. Larecta que pasa por los puntos: P(U, U, 3) y 0(5, U, U):
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Representando los puntos en el plano tridimensional, se tiene:

P(0,0,3)

Q(5,0,0)

e ECUACIONES DE UNA RECTA

La siguiente teorfa es una sintesis tomada del autor GROSSMAN?®

Para determinar una recta en el espacio se deben conocer las coordenadas de dos puntos, o
también se debe conocer un punto y la direccién de la recta.

Dados dos puntos de coordenadas (P(xl,yl,z-l) Yy Q(xz,yz,zz) sobre una recta L

en el espacio véase la figura:

* Ibid. p. 273.
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) b) c)
Flgurn 335 En los tres casos OR = 0P + PR

El vector: ¥V = (x1 — xz)i + (y1 — _}’z)j + (Z-l — Zz)k, es un vector que estd
sobre la recta L, es decir, es un vector paralelo a L.
—>
sea R = (I, Y, Z) otro punto sobre la recta L. entonces el vector PR es paralelo al vector
>

PQ, que a su vez es paralelo a al vector V.

—>
como PR es paralelo al vector 1?7, podemos asegurar que:

Pﬁz tv

Para cualquier numero real t, se tiene que:

OR = OP + PR
@=@+w

Esta ecuacion se llama ecuacion vectorial de la recta L

, es decir:

Con:

a:\;:xi+yj + zk
CTD:xli+y1j+zlk
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tv =t(x, —x, )i +t(y, - Y1)j +1(z, - 7,)

» Remplazando estas expresiones en la ecuacion vectorial de L se tiene:

Xi+Yj + 2k = X1V, ]+ 2K + (0, - x i+tly, -y, )j +t(z, -

» lgualando término a término:

X =X, +t(x, —X,)

Y=Y +t(y2 _ yl)

z =12, +t(z, —z,)
Llamadas ecuaciones paramétricas de la recta L.

> Despejando T en cada ecuacién:

X=X _ Y=Y 474

XZ_Xl Y2_Y1 Z2_21

X=X _ Y=Y _ L—1
a b C
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Con:

QD
|
X

N
|
X
=

@)
|
<

N

|
<
=

Llamadas ecuaciones simétricas de la recta L.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Determinarlas ecuaciones vectoriales, simétricas y paramétricas de la recta L que pasa

por los puntos P(Z, — 1, fl) y 0(3, 1, —2). Graficar la recta.”’

Procedimiento
a. Se halla el vector 17:
v=0CB-2)i+1-(-1)j+(-2-6)k—-V=i+2j—8k
b. Luego se halla el vector:
OP=(2-0)i+(-1-0)j+(6—-0) = 2i — j + 6k
sea R(X,¥,Z) unpunto sobre la recta L:

» Se debe hallar el vector:

7 Ibid. p. 274.
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5§=ﬂ+ﬂ+¢k
OR = OP +1tv

» Remplazando en la ecuacién anterior:

Xi+Vj+zk=2i— j+6k+t(i+2j—8k
X=2+t
My =—l1+21
z=6-2381

\

Despejando t de las ecuaciones anteriores:

¢. Laprueba se da remplazando los puntos Py Q en la ecuacién anterior y se debe obtener
tres igualdades.

d. Para encontrar otros puntos sobre la recta se elige un valor de £ y se remplaza en cada
ecuacion simétrica. ***
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Por ejemplo para t = 3 seobtiene el punto (5,5, — 18)

e PLANOS EN EL ESPACIO:

La siguiente teoria es una sintesis del autor GROSSMAN?®*

Sea P(Iﬂ, Yo, Zﬂ) un punto en el espacio y sea TL. = ai + bf + ¢k un vector dado
diferente de cero. El conjunto de todos los puntos Q(I J-".Z] para los que ﬁjon=0

. 3
constituye un plano en IR".

A
3

El vector m es ortogonal a todos los vectores en ,eli;"

Notacidn de un plano: Para simbolizar un plano se utiliza: 7

PQ = (X=X, )i+(y—Y,)j+(z—2, )k An=ai+bj+ck
B @ ne0 (X=X )i+ (y=Y, )i +(z-2, k] (ai +bj+ck)=0
= a(x—X%,)+b(y—y,)+c(z—2,)=0
ax+by +cz = ax, +by, +cz,

* Ibid. p. 276.
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d =ax, + by, +cz,

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Encuentre la ecuacién del plano TT que pasa por el punto (2, 5, 1) cuyo vector

normalest = i — 2j + 3k*

Procedimiento

a. De M, setiene: I = 1,b = —2, c=3

Entonces, reemplazando el punto(z,r 5, 1):
x—2y+3z=1(2)-2(5)+3(1)=2-10+3

2. Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los puntos:

P=(121), Q=(-23-1) AR=(1,0,4).

Procedimiento

a. Elvector normal se encuentra efectuando el producto cruz de dos de los vectores que
unen a los tres puntos.

* Ibid. p. 277.
“©Ibid. p. 279.
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Nota: Con el vector y uno de los puntos se halla la ecuacién del plano.

PQ=-3i+j—2k AQR=3i—3j +5k

ik
Nn=PQ X QR=|-3 1 —2/=-i+9j+6k
3 -3 5

b. Usando el punto R, se tiene:

r=-UXx-1)+9y-0)+6(z-4)=0

ECUACIONES DE LOS PLANOS COORDENADOS

1. PLANO Xy:
El plano X, ¥ pasa por el origen de coordenadas (0, 0, 0) y cualquier vector a lo largo del eje
Z es normal a él.

El vector mas simple es k = (0, 0, 1), se tiene que:
0(x—0)+0(y—0)+1(z—0)=0
Lo que implica que: -

Planos paralelos al plano X¥ tienen la ecuacion: Z="1€C
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2. PLANO XZ tiene la ecuacién: : ¥ — 0

Planos paralelos al plano XZ tienen la ecuacién: ¥ = b

3. PLANO ¥ Z tiene la ecuacién: X = 0

Planos paralelos al plano Y¥Z tienen la ecuacion: X = @&

e PLANOS PARALELOS

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos, es decir si el producto cruz de sus
vectores normales es igual a cero.

EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Determine silos planos: TTq : 2x + 3_‘}’ —Z =23y
Ty —4x — 6y + 22 = 8, son paralelos

Procedimiento:

Se halla el Producto Vectorial:

i j k
TT1><'R'2 = 2 3 —11—
—4 -6 2

my X1y = [(3) % (2) — (1) » (—=6)]i = [(2) % (2) — (1) » (=)]j + [(2) * (—6) — (3) » (—4)]
g X, = (6—6)i— (4—4)j+(—12 + 12)k — [y X', = 0i + 0j + 0k

Por lo tanto: ‘H?-ll | o (‘R'-l pﬂTﬂIEIﬂ ﬂ.ﬂ.'z).

e PLANOS NO PARALELOS

Si dos planos no son paralelos, entonces se intersecan en una linea recta.

* Ibid. p. 280.
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EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Encuentre todos los puntos de interseccion de los planos:

M:2x—y—2=3ym:x+2y+3z=7~
Procedimiento:

a. Se debe resolver un sistema de orden 2 X 3:
[2 1 -1 |3 ]
1 2 3 |7
b. Seintercambian la primeray la segunda filas:
[1 2 3 |7 ]
2 -1 -1 |3

c. Se convierte en cero las entradas por debajo del 1 obtenido:

CONDICION

f2=7F2—2f1

-1 2 3 |7 ]_
2-2(1) -1-2(2) -1-23) |13-2(7) |
1 2 3 |7

2-2 -1-4 -1-6 |3-14 |

1 2 3 |7 ] .
0 -5 —7 | —11
* bid. p. 280.
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x+2y+ 3z="7 Ecuacion 1

—5y — 7z = —11 Ecuacién 2

d. De laecuacion 2 se despeja ¥, se remplaza en la ecuacion 1:

11 7
Y~ 75 5%

2(11 7) 3, =7 _13 1
X+ 5—53+z— —>x—5—53

ACTIVIDAD: Realizar las operaciones indicadas y verificar el resultado obtenido.

e. Sehace Z = L, se tiene como solucién:

v x=——<-t
5 5

7
v y—?—gt
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EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO
1. Encuentre el productocruz U X V

e U=5i—j+3kAv=-3i-2j+7k
e U=i+5j+5kAv=6i—-2j—k

2. Enlos siguientes problemas encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones
paramétricas y las ecuaciones simétricas de cada recta dada.

e Contiene a:(6, 21, —7)/\(1, 2, —1)
e Contiene a: (4, 7,— 1)/\(—3, 4, 5)

3. Encuentre la magnitud o normay la direccién de cada uno de los siguientes vectores,
ademas dibuje cada vector:

e v=(4-9)

o v=(-14,-4)
e v=(-512)
o W= (— S5, \/g)
o w=(1-14)
e w=2i-3j

4. Encuentre la magnitud o norma y los angulos directores de cada vector. Dibuje cada

vector:
e v=(3-32)
o v=2i—j+k

e v=-2i-3j-Kk
e Vv=2i+5]-7k
e v=-3i-3j+5k
e Vv=i+2k

5. Dados los siguientes vectores encuentre vectores unitarios para cada uno de ellos:
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. V=12i+3]
e v=2i-3j+2k
e v=-3j-5k

o V=i+]j+Kk
6. Calcule el producto escalar entre el par de vectores dados y el angulo entre ellos.

e U=i+]jAv=i—]

e uU=-3ianv=12j

e U=i+5]jAv=3i+2]

o U=3i-12j+2kAv=—-2i+3j-7k
o uUu=—4kAv=2i+5j-4k

e U=i+j+kAav=-2]+5k

7. Determine silos dos vectores dados son paralelos, ortogonales o ninguno de los dos:

e U=2i+5jAv=—6i—-10]j

e U=6I—-4jAv=2i+3]

e U=12i+18jAVv=06i+4]j

e U=2i+3jAv=-3i+2]

e U=4i-3j+5k Av=-8i+6j+10k

8. Sean: U=i-3j+2K v=-3i—5j+6Kk w=3i—7]+2k At=i-5]+5k

Halle:
e U+V
e 2u-3v
e t+3w-vVv

o 2U—7w+5v
o 2V+Tt—w

o UV

« v

e UW-—wit
e proy,v
* proy,w
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9. Calcule proy,u

e u=(-1527,63)Av=(—84,—77,51)
e u=(4-3)Av=(-6,4)

e v=(52)au=(-3-5)

o U=3i+5j-2kAv=Ti+12k

e U=5i-2j-8kAv=i-3j-3k

10. Encuentre el producto cruz U X V

e U=2i-4j+3kAvV=6i—3j+5k
e U=3i-9j+15k Av=3i—j—k

e U=i+7j-3kAv=—i—T7j+3K

e U=3i-2jAv=3k

e U=-15—10j+5k Av=6i+4j—2k

11. En los siguientes problemas encuentre una ecuacidon vectorial, las ecuaciones
paramétricas y las ecuaciones simétricas de cada recta dada.

e Contiene a:(5, 1, 3)/\(1, 2, —1)

e Contiene a: (7, -1 1)/\(—1, 1, —7)
e Contiene a: (— 8 1 3)/\ (2, 0, 1)

o Contienea:(12, 3, —4)A (2,5, —4)
e Contiene a: (0, 2, 3)/\(3, 2, 11)

e Contiene a: (2, 1, 3)/\(—1, -2, 8)

12. En los siguientes problemas encuentre la ecuacion del plano

e P=(4,223)n=i+3j

e P=(-3-4,55n=-3—4j+5k.

e P=(0,-25;n=2i-7j—4k

o Contienea: (1, 2, -4), (3,3, 7)A(-3, -1, 3)
o Contienea: (—2,1,0), (5 -1, 3)~(4,1,5)

e Contienea: (1, 0, 0); (0,1, 0)~ (0, 0,1)

o Contienea: (2,1, -2), (3, -1, -1~ (3,1, 4)
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13. Encuentre la magnitud o norma y los dngulos directores de cada vector. Dibuje cada
vector.

o v=(-15-7,4)

e V=6i-2j-5k

o v=-4i+8j-13k
e v=(53-8)

Rectas y planos en el espacio.

14. En los siguientes problemas encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones
paramétricas y las ecuaciones simétricas de cada recta dada.

e Contiene a: (5, 11, 4)/\ (5, 12, —7)
e Contiene a:(l, 2, 3)/\(4, -2, 4)

15. En los siguientes problemas encuentre la ecuacién del plano

e P=(6,-4,5);n=3—-3j-5k
e Contiene a: (4, -2, —7), (6, 1, 2)/\(3, —6, 8)
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6.1.1. Relacion con otros Temas

Este curso permite adquirir el bagaje y la destreza suficientes sobre los elementos del algebra
lineal para poder emplearlos en otras materias de la titulacion: Calculo y Fisica, asi como en

cualquier aplicacion que sea necesaria en el ejercicio de la ingenieria y demdas areas del
conocimiento.
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