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1. MAPA DE LA ASIGNATURA

MATEMATICAS II

PROPQOSITO GENERAL DEL MODULO

El desarrollo de la ciencia ha sido posible gracias a muchas disciplinas, entre ellas el CALCULD. 5

puede afirmar sin temor a equivocaciones, que el calculo ha tenide una alta contribucion en este

desarrollo. Es por esto que el aprendizaje de éste debe ser una fuente que contribuya a la forma-

cidn de todo estudiante gue pretenda incursionar en dreas tales como: ingenierias, administra-

cign, contaduria, costos, presupuestos, sistemas, entre otros; ademds, el cdlculo es una herra-

mienta de trabajo para la construccion de modelos matematicos propios del drea que el
estudiante trabaje.

Para lograr los objetives propuestos por el cilculo diferencial, se ha disefiado este mddulo, que

maneja los conceptos badsicos y mas generales, introduciendo al estudiante a los diferentes

temas de una manera clara y precisa, con los ejercicios suficientes y necesarios, que permiten la

aprehensidon del conocimiento y su aplicacidn en situaciones problémicas que se pueden estudiar
utilizando como herramienta el clculo diferencial,

OBJETIVO GENERAL

Estudiar comprensivamente los elementos geométricos, algebraicos v analiticos asociades al

madelo de representacion de situaciones problémicas propuesto por el calculo en su aproxima-

cién Diferencial e Integral, identificando las caracteristicas de este modelo con una claridad

suficiente que le permitan al estudiante el desarrollo de la habilidad y la destreza de discretiza-

cién de situaciones problémicas de su cotidianidad gue se pueden simular con este esquema de
pensamiento,

OBJETIVOS ESPECIFICOS

* analizar el concepto de funcién y sus diversas representaciones, coma una aproximacion a la modelacién de
situaciones problémicas mediante el lenguaje matematico.

* Analizar ¢l concepto de limite v su aplicacidn coma una aproximacién al estudio de la derivada,

* analizar los conceptos basicos de la derivada, asi como las diversas reglas para el calculo y algunas aplicaciones
de la misma.

* Analizar, compransivamente, los elementos geaométricos, algebraicos y analiticos asociados al modelo de repre-
sentacidn de sltwaclones problémicas propuesto por el cdlcule integral, manejando correctamente las diferentes
técnicas de la integracion e integrando en forma correcta las diferentes funciones matematicas.

* aplicar los conceptos de la Integral Definida en la solucian de problemas, teniendo en cuenta sus propledades
y el teorema Fundamental del Caleula.
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2. UNIDAD 1 - FUNCIONES:

P e o) 009340

Funciones: Enlace
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https://www.youtube.com/watch?v=qZMApylUgws&feature=related
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2.1 MAPA CONCEPTUAL

La CONCEPTO
DEFINICION Y NOTACION Se m

Sus En
— Dominio — Lineal
o Rango = Cuadratica
- Continuidad - Racional
Crecimiento y .
Decrecimiento | Irracional
-1 Interceptos = Exponencial

—{ Logaritmatica
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2.2 TEMA 1 - CONCEPTOS Y DEFINICIONES
2.2.1  CONCEPTO DE FUNCION

Conc:ep+o de funcign .

P e o) 02471408

Concepto de Funcion: Enlace

Importante

P M o) 039/828

Funciones: Enlace

“Una funcién es una regla que describe la forma en que una cantidad depende de otra; por ejemplo, al estudiar
el movimiento, la distancia recorrida es una funcion del tiempo.” (Stewar, Lothar, & Watson, 2001, p.130).
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Se puede decir, sin entrar en detalles, que una funcién es una expresion algebraica que indica la relacién que
existe entre dos o mas variables.

En el cdlculo diferencial se estudian las funciones que relacionan dos variables.

TIPO DE VARIABLE ASIGNACION OTRAS ASIGNACIONES

Otras letras que se utilizan para la
Generalmente se le asigna variable independiente son: ¢q
la letra X. cuando se trata de produccion,
t para el tiempo.

Variable independiente

No quiere decir esto que no se le
puedan asignar otras letras, esta
asignacion se realiza de acuerdo a
los elementos que se estén
trabajando.

Por lo general se le asigna

Variable dependiente la letra Y.

2.2.2  NOTACION DE FUNCION

Para indicar que la variable dependiente Y estd escrita en términos de la variable independiente X (o lo que es lo
mismo, depende de la variable independiente x), se utiliza la siguiente notacién:

y=fx)
Que se lee: Y es una funcién de x.
NOTA: también se pueden utilizar otras letras:

y=9gx), y=f@), y=ci®), y=c(q

NOTA: la variable independiente es la que esta dentro del paréntesis.

DOMINIO Y RANGO
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Dominio: el dominio para cualquier funcién esta constituido por todos los valores que puede tomar la variable

independiente (x) de los nimeros reales.

Rango: el rango para cualquier funcién esta constituido por todos los nimeros que puede tomar la variable

dependiente (y) de los nimeros reales.

NOTA: al rango también se le conoce como la imagen de la funcion.

A raiz de las definiciones anteriores surge una pregunta:

éQué numeros o qué cantidades o qué expresiones no pertenecen a los nimeros reales?

La respuesta es que a los nimeros reales no pertenecen (ver campo numérico):

66

* Ni la division entre 0

* Ni los numeros imaginarios
(raiz par de un numero negativo)
* Ni el logaritmo de nimeros
negativos o de creo.

77

Para ampliar mas sobre estos temas puede consultar las siguientes paginas en internet:

Los siguientes enlaces corresponden a videos donde se puede ver el concepto de funcion desde otra dptica.

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=iBFu6kLaSuY

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=P4VQgjLI03U&feature=related

Enlace 3: http://www.google.com/support/youtube/bin/answer.py?hl=en&answer=143421

Enlace 4: http://www.youtube.com/watch?v=fclwNoVpx6Q&feature=related
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2.2.3 REPRESENTACION DE LAS FUNCIONES

Se tienen cuatro maneras posibles para representar una funcion:

« Verbalmente: con una descripcién de palabras.
» Numéricamente: con una tabla de valores.

« Visualmente: con una gréfica.

* Algebraicamente: con una férmula explicita.

“Si una sola funcidén se puede representar de las cuatro maneras, a menudo resulta Util pasar de una
representacion a otra, para adquirir un conocimiento adicional de esa funcion.” (Stewart, 1999, p.15).

Para entender mejor el concepto de funcion y las diferentes formas de representarlas, analizaremos, a
continuacion, las siguientes situaciones conceptuales cotidianas.

SITUACION 1:

Para la relacién de nota definitiva en matematicas generales y los 40 estudiantes de Contaduria Publica que
finalizaron el primer semestre en la CORPORACION UNIVESITARIA REMINGTON,

Determine:

PREGUNTA SOLUCION

1. ¢Qué valores puede asumir la variable nota
definitiva en matematicas generales?

Cualquier numero entre 0y 5.

2. ¢Qué valores puede asumir la variable : ,
. Cualquier niumero entero entre 1y 40.
estudiante?
a. Lanotadepende del estudiante, ya que si conozco
el nombre del estudiante puedo saber cual es su

; nota mirando en la planilla.
3. éLa nota depende del estudiante o el .

i ? . , .
estudiante depende de la nota: b. Perosilotomamos al revés, conociendo una nota,

no puedo saber a qué estudiante pertenece, por
ejemplo, la nota 3.5 éa qué estudiante pertenece?
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4. Si se llama Dominio a todos los valores que
puede tomar la variable independiente (X), écual
es el dominio en esta situacion?

5. Si se llama Rango a todos los valores que
puede asumir la variable dependiente (Y), ¢ cual
es el rango en este caso?

6. (Es posible que un estudiante tenga dos o
mas notas diferentes en matematicas
generales?

7. ¢Es posible que una misma nota corresponda
a dos o mas estudiantes diferentes?

SITUACION 2:

MATEMATICAS Il
TRANSVERSAL

16

La respuesta es que la pueden tener varios
estudiantes.

Si se asume que en un salén hay 40 estudiantes entonces
el dominio corresponde a todos los nimeros enteros
entre 1y 40, es decir:

Dom x €[1,40]

El rango corresponde al valor de todas las notas que
puede obtener un estudiante, es decir, cualquier nimero
entre0y5:

Rango y € [0, 5]

No es posible, ya que la nota en Matematicas y en
cualquier materia es Unica.

Si, es posible, ya que, puede suceder que dos 0 mas
estudiantes tengan la misma nota de 5.0 03.0, 0 2.5, 0
cualquier otra nota igual.

En una fabrica se tiene que hay en total 835 empleados, los sueldos que se pagan mensualmente oscilan entre 1

y 12 salarios minimos legales.

PREGUNTA

1. ¢Cuales variables se relacionan en esta
situacion problémica?

2. (Es posible que un empleado tenga dos o
mas sueldos diferentes? éPor qué?

SOLUCION

Variable independiente: empleado.

Variable dependiente: salario del empleado.

No es posible, porque a ninguna persona le pagan dos o

mas veces por realizar el mismo trabajo.
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3. ¢Es posible que un mismo sueldo Si, es posible que un mismo sueldo corresponda a dos o
corresponda a dos o mas empleados mas empleados, porque pueden desempefiar la misma
diferentes? éPor qué? labor.
4. iCual es la variable dependiente? Salario o sueldo de cada empleado.
5. ¢Cuadl es la variable independiente? Empleado o trabajador.

Cualguier nimero entero entre cero y 835, son 835

6. iCual es el dominio? .
c trabajadores.

Cualguier nimero entre 1y 12 salarios minimos, el

7. iCual es el rango? , .
numero puede ser decimal o entero.

SITUACION 3:

La siguiente es una adaptacion de una situacion planteada por los autores (Uribe & Ortiz, No especificado, p.169)

En cierto pais el costo del correo se rige por la siguiente tabla

PESO EN GRAMOS COSTO
Hasta 20 g U.S.$0.20
Entre20gy50g U.S.$0.26
Entre50gy 110 ¢ U.S.$0.39
Entre 100 gy 250 g U.S.$0.85
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Entre 250gy 500 g

Entre 500 gy 1000 g

Entre 1000 gy 2000 g
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U.S.$1.70
U.S.$2.35

U.S.$3.20

Carlos y Manuela le escriben a sus amigos José, Natalia, Lina y Sebastian. La carta de José pesa 15 g, la de Natalia
pesa 85 g, la de Lina 90 gy la de Sebastian pesa 525 g.

Contesta:

1. ¢ Cudnto cuesta poner cada carta?

2. iEs posible que a dos cartas les corresponda el
mismo valor?

3. ¢A una misma carta le puede corresponder
costos distintos?

4. iCual de las dos siguientes afirmaciones es
correcta? Justifica:

a. Elpeso de la carta depende del costo de
la misma.

b. Elcosto de la carta depende del peso de
la misma.

La carta de José cuesta U.S.$0.20
La carta de Natalia cuesta U.S. $ 0.39.
La carta de Lina cuesta U.S. $ 0.39.

La carta de Sebastidn cuesta U.S. $ 2.35.

Si, es posible. Lo podemos ver con las cartas de Natalia y Lina,
ya que ambas cuestan U.S S 0.39 aunque tienen diferentes
pesos.

No es posible, ya que no seria légico pagar dos veces por una
misma carta.

El costo de una carta depende de su peso, ya que como lo
podemos ver en la tabla, la tarifa para el costo de cada carta
esta dada en términos de su peso.
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5. ¢Qué valores puede asumir la variable costo

de envio? Cualquier valor entre U.S. $0.20y U.S. S 3.20.

Cualquier valor entre 0 g y 2000 g, obviamente cero gramos no
serfa un valor que se incluya, ya que, corresponde a no enviar

una carta, y usted no pagaria por no enviar una carta.
6. ¢Qué valores puede asumir la variable peso de

la carta?

Entonces, la respuesta correcta es: de cero gramos en adelante
(sin incluir el cero) hasta 2000 gramos.

SITUACION 4:

La siguiente situacion es una adaptacion de una de las experiencias de los autores (Uribe & Ortiz, No especificado,
p.170)

Carlos tiene una lamina rectangular de cartén de 30 cm de largo por 20 cm de ancho. Recorta cuadrados de lado
X cm en las cuatro esquinas para construir una caja sin tapa, como lo muestra la secuencia en la figura 1
siguiente:

x |—30-2x ] x
‘ X X
20 em |
‘ 20- 2x
x .
——30cm
X X
30 - 2x :
I I x
o T T -
: | 20-2x e 20-2x
! I
— 30-2x

Ilustracién 1. Disefio de una Caja (Gomez, 2011):
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De la grafica se puede ver que:

DIMENSIONES DE LA CAJA

ALTO X cm
ANCHO 30 —2xcm
LARGO 20— 2xcm

CONTESTA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS:

1. i Cudl es la expresién para el volumen de la caja’?

Solucién:
El volumen de la caja se obtiene multiplicando entre si las 3 dimensiones, esto es:
Volumen = alto » ancho = largo
Sea: v(x) el volumen.
Tenemos que:
v(x) = x *[(30=2X%) * (20 — 2x)
Efectuando las multiplicaciones correspondientes y reduciendo términos semejantes:
v(x) = (30x — 2x?%) % (20 — 2x)

v(x) = 600x — 60x% — 40x% — 4x3

El volumen seria (en este caso depende del valor de x):

O PEX: 327 10 00/ Linea Gratuita Macional: 013000 410 205 2 Calle51Mo 51 27/ Medellin - Colombia  Sipueses ] Uemingian £ Remisgion_Fou

wrw uniremington. educo




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 21

s e iraa T oo TRANSVERSAL

v(x) = 4x3 — 100x? + 600x cm?

2. ¢Qué variables intervienen en esta situacion problémica?

Solucién:
Intervienen diferentes variables que son:

e Altura, ancho, largo y volumen de la caja.
e Ellargo, el anchoy el volumen de la caja dependen de la altura de la caja.
e También podemos ver que el volumen depende del ancho, el largo y la altura de la caja.

Observando la funcidn anterior, podemos afirmar que el volumen depende de la altura de la caja.
Las variables de la situacion problémica son:

e Variable independiente: altura de la caja (o lado del cuadrado a quitar).

e Variable dependiente: volumen de la caja.

a. ¢Cual es la variable independiente?
Altura de la caja.

b. ¢Cudl es la variable dependiente?
Volumen de la caja.

c. ¢Cudl esel dominio?

d.

Procedimiento para determinar el dominio:

Realicemos la siguiente tabla en Excel.

Plantilla para determinar el dominio y el rango de la funcion:

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 22

s e iraa T oo TRANSVERSAL

v(x) = 4x3 — 100x? + 600x cm3
En la columna valor de x ingresamos ndmeros positivos, en este caso, numeros del cero al veinte.

En la columna correspondiente a v(x) se escribe la férmula para el volumen.
=4*A2/3-100*A272+600*A2.

Desplegando se obtiene la informacion de la tabla.

1 504

2 832 11 -176
3 1008 12 -288
4 1056 13 -312
5 1000 14 -224
6 864 15 0
7 672 16 384
8 448 17 952
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18 1728 20 4000

19 2736

Solucion:

PISTAS DE APRENDIZAJE

TENER EN CUENTA:
El dominio consiste en todos los valores

que puede asumir la variable
independiente, es decir la x

Para este caso particular, se debe dar valores a x que permitan que se pueda fabricar una caja con la ldmina de
cartén de 30 cm por 20 cm.

No sobra indicar que:
Con una de las dimensiones igual a cero, no puede haber caja, y no es posible construir una caja con

dimensiones negativas, es decir, la altura, el largo y el ancho de la caja solo pueden asumir valores positivos.

Para contestar esta pregunta observemos los resultados de la plantilla en Excel, dando valores a x y observando
gue valores toma v(x).

Se puede ver que para x =0, se obtiene v(x) =0, por lo tanto, x =0 no pertenece al dominio de v(x).
También se observa que el v(x) es positivo:

Desde x=1hastax=9,
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NOTA:enx=0yenx=10- v(x) = 0.

PISTAS DE APRENDIZAJE

TENGA PRESENTE:

No puede suceder que una de las
dimensiones de la caja sea negativa.

Tomemos algunos valores entre 15y 20 y reemplacemos en cada una de las dimensiones de la caja:
Se puede ver que si x = 16:

El alto de la caja seria: x = 16 cm

Elancho de lacajaseria:30 —2x =30—2*16 =30—32 = —-2cm

Ellargo de lacajaseria:20—2x =20—-2%x16=20—-32=—-12cm

Esto sucede si se toman valores de 16 en adelante.

ACTIVIDAD:

Reemplaza y verifica lo que ocurre con 17, 18, 19 y 20. Completa cada uno de los esquemas:

e Sepuedeverquesix=17:

El alto de la caja seria: x = 17cm-=
El ancho de la caja seria: 30 — 2x =
El largo de la caja serfa: 20 — 2x =

e Se puede ver que six=18:

El alto de |a caja seria: x = 18cm=
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El ancho de la caja seria: 30 — 2x =
El largo de la caja seria: 20 — 2x =
e Sepuede ver quesix=19:
El alto de la caja seria: x = 19cm=
El ancho de la caja seria: 30 — 2x =
El largo de la caja seria: 20 — 2x =
e Se puede ver que si x =20:
El alto de |a caja seria: x = 20cm=
El ancho de la caja seria: 30 — 2x =
El largo de la caja seria: 20 — 2x =
NOTA: las dimensiones negativas no son permitidas.
Por lo tanto el dominio de v(x) es: x € (0,10)

El paréntesis quiere decir que no se incluyen los extremos (es un intervalo abierto en ambos extremos), en este
caso ni el valor x =0 ni el valor x = 10, pero si los valores de x, de cero en adelante, hasta el 10 sin incluir el 10.

e. ¢Cual eselrango?

Solucion:

PISTAS DE APRENDIZAJE @
' ¢/ |
TRAER A LA MEMORIA:

El rango consiste en todos los

valores que puede asumir la variable
dependiente.
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En este caso la variable dependiente es el volumen de la caja V(X)
Recuerde que: el volumen de la caja no puede ser ni cero ni negativo.
Para determinar el dominio y el rango utilizando el Excel:

Para el rango observe la columna correspondiente a v(x) para los valores de x entre 0 y 10, podemos ver que v(x)
toma valores desde 0 hasta 1056 y luego vuelve a llegar a 0, por lo tanto el Rango: y € (0,1056]

NOTA: el corchete en un intervalo quiere decir que se incluye el extremo (intervalo cerrado en dicho extremo), es
decir, el volumen puede alcanzar los 1056 cm?®.

f. ¢El volumen depende del tamafio del cuadrado a quitar o el tamafio del cuadrado
a quitar depende del volumen? Justifique.

Solucion:

Se puede ver que el volumen depende del tamafio del cuadrado a quitar, ya que dependiendo de este la altura, el
largo aumenta o disminuye, lo mismo sucede con el volumen.

SITUACION 5:

Un mayorista tiene la siguiente promocion del dia:

Vende pifias a 2000 pesos la unidad y ofrece un descuento de 10 pesos por pifia comprada.

CONTESTA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS.

PREGUNTAS SOLUCION

1. Si vende una pifia ¢ Cual es su ingreso? Precio = 2000 — 10(1) = 1990.

Ingreso = 1990(1) =1990.

2. Si vende dos pifias ¢ Cual es su ingreso? Precio = 2000 — 10(2) = 1980. Pesos.

Ingreso = 1980(2) = 3960 pesos.
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3. Si vende 10 pifias ¢ Cual es su ingreso? ¢ Cual es el Precio = 2000 — 10(10) = 1900.

precio de venta de cada pifia?
Ingreso = 1900(10) = 19000 pesos.

4. ¢Qué variables intervienen en la situacion problémica? Sea q: Numero de pifias vendidas.

Seay=r(q): Ingreso obtenido por la venta de

las q pifias.
5. éCudl es la variable dependiente? Ingreso obtenido por la venta de g pifias.
6. éCual es la variable independiente? Cantidad q de pifias vendidas.
7. (Es posible representar esta situacion problémica Si.

utilizando un modelo?

Para construir la funcion de ingreso en la venta
8. Encuentre un modelo o expresion matematica que de la q pifias, tenga en cuenta que:
represente el ingreso del mayorista.

Ingreso (I) = precio de venta (PV) multiplicado
(*) por la cantidad vendida (CV).

I =PV *CV

En la siguiente tabla se observa mejor la construccion de la funcién de ingreso para la venta de q pifias.

CANTIDAD DE PINAS PRECIO DE VENTA I\[€]3=0)

VENDIDAS

1 2000 — 10(1) [2000 — 10(1)]*1

2 2000 — 10(2) [2000 — 10(2)]*2
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3 2000 - 10(3)
4 2000 — 10(4)
Q 2000 - 10q

Comoy=r(qg) es el ingreso obtenido al vender q pifias:

MATEMATICAS Il 28
TRANSVERSAL

[2000 — 10(3)]*3

[2000 — 10(4)]*4

(2000 - 10q)*q

r(q) = (2000 — 10q)q = 2000q — 10g?

r(q) = 2000q — 10g>
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Para contestar las preguntas 9, 10, 11y 12 se hace la siguiente plantilla en Excel

CANTIDAD INGRESO 110 99000
VENDIDA OBTENIDO

120 96000
0 0

130 91000
10 19000

140 84000
20 36000

150 75000
30 51000

160 64000
40 64000

170 51000
50 75000

180 36000
60 84000

190 19000
70 91000

200 0
80 96000

210 -21000
90 99000

220 -44000
100 100000

230 -69000
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240 -96000 250 -125000

PREGUNTA SOLUCION
9 éBajo qué condiciones es esta promocién rentable Cuando vende 100 pifias, ya que de
para el mayorista? esta manera su ingreso es de

100.000 pesos y es el maximo
ingreso que puede obtener.

10 éiBajo qué condiciones el mayorista obtendrd el Cuando vende 100 pifias a un precio
maximo ingreso? de 1000 pesos cada una, con un
ingreso maximo de 100.000 pesos.

11 ¢Cudl es el domino de la expresion anterior? Dom. q € [0,200]

12 ¢Cudl es el rango de la expresion anterior? y €[0,100000]

NOTA: después de analizar las situaciones problémicas anteriores aparecen algunos conceptos en los que se debe
formalizar y profundizar; tales conceptos son:

e Imagen de una funcién.

e Tipos de funciones y su clasificacién.
e Determinacién del dominio.

e Grafica de las funciones.
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Imagen de una funcidn. Consiste en reemplazar en la funcién a x por el valor indicado y obtener la respectiva
y.

EJEMPLO 1:
Siy=f(x)=4x—3x*>-6
Halle: £(1), £(=2), £(0), [FG)
Solucidn

e Calculode f(1):

Cundo se pide hallar f(1), se pide determinar el valorde Y, cuando x = 1; esto es:
Cuandox=1, y=f(1)=4(1)-31)>-6=4-3-6=-5
Interpretando el resultado, tenemos:

f(1) = =5, implica que si:

x = 1,entonces y = -5

e Calculode f(=2):

Cuandox =/=2, y = f(=2) = 4(=2) — 3(=2)? -6 =
-8—-12—-6=-26

f(=2) = —26 quiere decir que si:

x = —2 entonces y = —26

e Calculode f(0):

Cuandox =0, y=f(0)=4(0)—-30)2-6=0—-0—6=—6
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Entonces f(0) = —6, quiere decir que si:

x = 0entoncesy = —6

® Cilculode f.
2
Cuandox=l,y=f.=4.—3. —6=§—3(§)—6=

8 12 _8*3—12*1—6*9_24——12—54_ 4-2_ 14
3 9 B 9 B 9 9 3
Entonces, si:
2 14
x:—, = - —
37 YT 73
EJEMPLO 2:

S, y=f =15

x+1

Hallar: f(l)' f(_l)' f(4')' f(-)

Solucion:
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TENER EN CUENTA:

La division entre cero no pertenece a
ningun campo numeérico, por lo tanto,

menos uno(-1) no pertenece al
dominio de la funcion (x =-1
no pertenece al dominio de f(x) ).

EJEMPLOS:
Si, y=g(x) =vx—6
Hallar: g(10), g(0), g(5), g(@)

Solucién

e g(10)=V10-6=+v4 =2

. g(0)=Vi—6==6
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TENGA PRESENTE:
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La raiz par de un numero negativo no
pertenece a los nimeros reales, por lo

tanto, X = 0 no pertence al dominio
del modelo matematico.

J g(5) = V5 — 6 = V=1 (Raiz par de un nimero negativo), por lo tanto,

x = 5 no pertenece al dominio de la funcién.

o g8 =V8-6=+2=1,414213562...

Enlaces evaluacion de funciones:

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=tgGxgRySDXA

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=fBuRPIOVcGE&feature=related

Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=FmcyySs doQ&feature=related

Enlace 4: http://www.youtube.com/watch?v=FDB1{97e-G8&feature=related

Enlace 5: http://www.voutube.com/watch?v=hDerTNynXi4&feature=related
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2.24 INTERCEPTOS

Interce!:o en X

Es el punto (o puntos)

donde la grafica
cruza el eje de X

Interceptos: Enlace

Un intercepto es un punto donde la grafica de la funcién corta cada uno de los ejes.
Para obtenerlos se procede de la siguiente forma:

1. Lasintersecciones con el eje x (si los hay) se obtienen haciendo y =0y despejando la x.

NOTA: a partir de una grafica las intersecciones con el eje x corresponden a los puntos donde la gréfica corta el
eje x.
1. Lasintersecciones con el eje y (si los hay) se obtienen haciendo x =0y despejando lay.

NOTA: a partir de una grafica, las intersecciones con el eje y son los puntos donde la grafica corta el eje y.

NOTA: Si al buscar las intersecciones con los ejes se presenta una de las siguientes situaciones, quiere decir, que
en ese caso no hay intersecciones con el respectivo eje.

e Laecuacion no tiene solucion.

e Unaigualdad falsa.

e Raiz par de un nimero negativo.

e Division entre cero.

e Cualquier expresion falsa.

e Logaritmo de un niumero negativo.
e Un exponencial igualado a cero.
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2.2.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determine las intersecciones con los ejes de cada una de las siguientes funciones.
1. Determine los intercepto de la funcién:
y=f(x)=x*—7x+6
Procedimiento:
a. Para encontrar el intercepto con el eje x, se hacey = 0

Siy = 0, entonces:

0 = x%> — 7x + 6, que se puede escribir también x2 —7x+6 = 0

b. Se despeja x:

NOTA: como es una ecuacion cuadratica se procede a solucionar, bien sea, factorizando o utilizando la férmula
general.

Factorizando:
x2-7x+6=0->(x—6)x(x—1)=0
C. Seiguala cada factor a Oy se despeja x:
x—6=0-x

= 6 que representa el punto (6,0) enel plano cartesiano.

x—1=0->x
= 1 que representa el punto (1,0) en el plano cartesiano.

Solucion:

Las coordenadas de estos interceptos son: (1, 0) y (6,0)
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a. Para encontrar el intercepto con el ejey, se hacex = 0
Si:x=0

y=£0)=(0-70)+6=6

Por lo tanto, este punto tiene coordenadas: (0, 6)

ACTIVIDAD:

Realiza la grafica utilizando los interceptos encontrados, recuerda que es una funcién cuadratica: équé tipo de
curva obtienes?

2. Halle los interceptos de la funcién:

y=f(x)=5x+3

Procedimiento

a. Intercepto con el eje x: se hacey =0

S, y=00=5x+3 >5x+3=0

~b. Despejando x:

3
xX=—=
5
) 3
C. Las coordenadas del intercepto: (— = O)

d. Intercepto con el ejey: se hace X = 0

Si,x=0 y=50)+3=3

€. Las coordenadas del intercepto: (0, 3)
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f. Su gréfica serfa:

T T T | ]
—z -1 ] 1 2
— 20 T 20 —
— 10
—o | | B-—
x

——10 I —10—
I —1 ] 1 2

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1

3. Halle los interceptos de la funcion:

y =h(t) =V5t—10

Procedimiento

a. Con el ejet, en este caso la coordenada (eje x): se hacey = 0

s, y=0-0=+v5t—10->+v5t—10=0

b. Se elimina la raiz:
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TRAER A LA MEMORIA:

Para destruir la raiz cuadrada se eleva,
en ambos lados de la ecuacion, al
cuadrado.

(5t — 10)% = 02

Eliminando la raiz, tenemos:

5t-10=0

C. Despejando t:

10
5t=10—>t=?—>t=2

d. Elintercepto seria el punto: (2,0)

e. Elintercepto con el ejey: se hace x = 0

Si,x=0—>y=\/5(0)—10
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y=vV—- 10 : Esta raiz no existe en los niimeros Reales, por lo tanto, no hay intercepto con el eje y.

4. Halle los interceptos de la funcién:

6x + 2
x24+6x+5

y=fx) =

Procedimiento
a. Se halla el intercepto con el ejey: se hacex = 0

Si, X = 0, entonces:

6(0) + 2 2
— - _ —
Y=0216(0)+5 2" 5

2
La coordenada del intercepto con el eje y seria: (0, E)

b. Se halla el intercepto con el eje x: se hacey = 0

Siy = 0, entonces:

6x+2 6x+2

— e d =
x2+6x+5 x2+6x+5

C. Multiplicando la ecuacion resultante por: xz +6x+5 queda:
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TENER EN CUENTA:

Si se multiplican los miembros de una
igualdad por una misma cantidad, la
igualdad se conserva.

6x + 2

2 _ 2
x2+6x+5)*(x +6x+5)=(0)*x*“+6x+5

(

d. Simplificando en el primer miembro y multiplicando por cero en el segundo,
tenemos:

6x+2=0
e. Despejando x:

1
6X+2=0->6x=-2->x=——>x=——
X — 0X - X 6—>x 3

1
La coordenada del intercepto con el eje x seria: (— 3’ 0)

5. Halle los interceptos de la funcién:
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y=f(x) =271

Procedimiento:

a. Se halla el intercepto con el ejey: se hacex = 0

1
— 22*0—1 — 2—1 —
Y 2

El intercepto con el eje y es el punto de coordenadas: (0,%)
b. Se halla el intercepto con el eje x: se hace y = 0

22x—1 =0

Esta ecuacion no tiene solucién, ya que un exponente nunca es igual a cero.

6. Halle los interceptos de la funcién:

y = g(x) = log 3**~8

Procedimiento

a. Se halla el intercepto con el ejey: se hacex = 0

1
y=10g3°"8 =log38 = log 38
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TENGA PRESENTE:

El logaritmo de un cociente es igual al
logaritmo del numerador menos el
logaritmo del denominador: la igualdad
se conserva:

Ing(%) =log A-logB

De acuerdo a la anterior propiedad, tenemos que:

1 8
log§=log1—1093
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r N

* El logaritmo de 1 en cualquier base es igual a cero:

(log)_{a)1=0,
con a € R_e =+ de 0 y de numero negativo.

Q UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 44

* El logaritmo de una potencia es igual al
exponente de la potencia por el logaritmo de la
base de la potencia:
log a'= n *log a,
con a € R_e == de 0 y de nimero negativo.
. y

Con las propiedades anteriores tenemos entonces:
1
log §=1091—10938=0—81093 = —-8log3

Calculando: Iog 3=0.4771212...
—8 log 3=-8%*0.4771212 = - 3.816969696...

El intercepto con el eje y es el punto de coordenadas: (O, -3. 8169696)

b. Se halla el intercepto con el eje x: se hacey = 0

0=1log3* 8 >log3* 8=0
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TRAER A LA MEMORIA:

La logaritmacion es el proceso inverso de la
potenciacion por lo tanto, una potencia se puede
expresar en funcion de un logaritmo o viceversa.

Si xX"=M<—log,M=n,ConnéR.y x, MER, +

EJEMPLO:

23 =8 1log,8=3

Utilizando esta definicion o aplicando exponencial en ambos lados de la ecuacién, tenemos:

log3¥~8 = 0 — 30 = 31093 ~°
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TRAER A LA MEMORIA:
3=1

X:-8

3IagB =x2-8

ya que: 3'983°° = (x2- 8) * 3 log’ y

Entonces, la ecuacion queda:

Igualando a 0, tenemos:

Factorizando:

x+3)*x(x—3)=0

Se iguala cada factor a O:

x+3=0->x=-3
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Solucion:

Las coordenadas de estos interceptos con el eje x son:

C. Su grafica seria:

I I H I ] I
| = —1 Q i 2, |
- .ih}__ -
| —2"&\ 4 -
i oy . _
- Hﬂ_\\ ;r_. -
B . / _
- —3 \ 4+ / +3
N T i

o A

B H“*m L i
- EH_H_"‘--\_,__\________'_'_'_,_F"_-‘-‘-J -
| — - S
] —1 ] i 327

| | L | | |

NOTA: se observa en la gréfica claramente el intercepto con el eje y, prolongando la gréfica también se notaran
los cortes o interceptos con el eje x.

La siguiente direccién corresponde a un applet que permite factorizar.

http://www.cidse.itcr.ac.cr/webMathematica/NewScript/factor.jsp
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En esta pagina se tiene un applet para solucionar ecuaciones.

http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/MATEGENERAL/index.htm

2.2.6  CONTINUIDAD:

Continuidad: Enlace

Se dice que una funcidén es continua en todo su dominio, cuando se puede recorrer toda la grafica sin tener que
levantar la mano, cuando no hay huecos o espacios entre sus graficas, si algo de esto se llega a presentar se dice
gue la funcion es discontinua.

La funcion y = f(x) mostrada en la figura 2 es continua, porque podemos recorrer toda su grafica sin necesidad
de levantar la mano.

La funciény = g(x) mostrada en la figura 3 es discontinua (no es continua), porque al recorrer su grafica hay
gue levantar la mano para continuar, o porgue hay un espacio entre sus graficas. Esta funcion es discontinua en

el punto x4.

Para indicar puntos de discontinuidad se debe nombrar la x del punto.
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w=TC=]

[lustracién 2. Funcion Continua: (Gémez, 2011)

¥=2 0]

[lustracién 3. Funcion Discontinua: (Gomez, 2011)
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2.2.7 INTERVALOS DE CRECIMIENTO E INTERVALOS DE
DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION:

P ) 002/059

Funciones Matemdticas: Enlace
e CRECIMIENTO: se dice que una funcion es creciente cuando al aumentar la x, la y también aumenta (o

viceversa).
o DECRECIMIENTO: se dice que una funcion es decreciente cuando al aumentar la x, la y disminuye (o

viceversa).

Entiéndase por x a la variable independiente, entiéndase pory a la variable dependiente.

X T —Y T (aumentan las dos)

Funcion creciente o
X | =Y | (disminuyen las dos)

FUNCION DECRECIENTE:
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X T —Y l(creceX, decreceY)
Funcion decreciente o

X 1l —Y T (decrece X, creceY

Graficamente puede determinarse facilmente si una funcion es creciente o decreciente, recorriendo la grafica de
la funcién de izquierda a derecha, si la sensacion es que se sube por la grafica, quiere decir que en este tramo la
funcidn es creciente, y si la sensacion es de bajada, quiere decir que en este tramo la funcién es decreciente.

Para determinar intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento siempre se toma como limites del
intervalo el valor de x del punto y los intervalos pueden ser abiertos o cerrados.

Para la figura 4 se tiene que los intervalos de crecimiento y de decrecimiento son:

o Crecimiento: x € (—0, x1) ¥ (X2, + )
o Decrecimiento: x € (X1, X2)

(XL

Y=F (X)

(X2,Y2)

llustracién 4. Crecimiento y decrecimiento de una funcion: (Gémez, 2011)
Enlaces para crecimiento y decrecimiento de funciones:

http://www.youtube.com/watch?v=Dgl23EjUtRs

http://www.youtube.com/watch?v=5HHdMwt3X6Q
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2.2.8 OPERACIONES CON FUNCIONES

Este tema también recibe el nombre de: ALGEBRA DE FUNCIONES:

Dadas dos funciones f -g se pueden combinar para formar nuevas funciones as:

OPERACION NOTACION

Suma de funciones

f+9)x) =fx)+g9(x)

Resta (diferencia) de funciones

-9 =fx)—gk)

Producto de funciones

(f *g)(x) = f(x) * g(x)

Cociente de funciones

(f/9)(x) = f(x)/g(x)

La funcién compuesta de fy g se denota comof o g y se define como:

(fog)x) = f(g(x)

Funciéon compuesta o composicidon de funciones

e (fog)x) = f(gx)
e (gofH)x)=g(fx)
NoTA: (f 0 g)(x) # (g o f)(x)
2.2.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE:

1.Sif(x)=2x*-3x+1 y glx)=4x—3
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a. f(x) +g(x):
b.

Procedimiento

Se coloca un polinomio a continuacién del otro (precedidos del signo mas +) y se eliminan los paréntesis:

- f+t@ =f(x)+gx) =2x*-3x+1+(4x—3) =

2x2—-Bx+1+4% -3

e Sereducen términos semejantes:

fF+9)(x)=2x>+x—-2

2. Sifx)=3x>-1y gx)=7x—9

a, Halle: f(x) + g(x):

Procedimiento

Se coloca un polinomio a continuacién del otro (precedidos del signo mas +), se eliminan los paréntesis:

F+@)=fX)+gx)=3x2—-1+(7x-9)=3x>—-1+7x-9

e Sereducen términos semejantes:

fF+9)x)=3x>*—-1+7x—-9
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(f+9)(x) =3x*+7x—10

3.Sifx)=5x+3 y gx) = x?
Halle:

a.(f—g)x),

b.(f x g)(x),

9

c.(f

)(x)
Procedimiento
a. (f—g):

e Se coloca el minuendo y a continuacion el sustraendo precedido del signo menos, se eliminan
paréntesis:

F—-g)x) = f(x) —g(x) = 5x+3 — (%) =5x + 3 — x?

e Sereducen términos semejantes y se ordena el polinomio en forma descendente:
fx)—gx)= —x*+5x+3

b. (F+g):

Se indica en forma de producto:

(f * 9)(x) = f(x) * g(x) = (5x + 3) =[(*%)

e Se aplica la propiedad distributiva de la multiplicacion y se reducen términos semejantes (si
existen).

f(x) x g(x) = (5x + 3) *(x%) = 5x3 + 3x2
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f(x) * g(x) = 5x3 + 3x?

g
¢ H®

e Seindica en forma de cociente o de fraccion (division) :

gx)  x*

f(x) 5x+3

(9/f)(x) =

e Se factoriza el numeradory el denominador de la fraccion (si es posible) y luego se simplifica si
es del caso.

En este ejercicio no es posible factorizar, por lo tanto, queda:

gx)  x?

f(x) 5x+3

9/ x) =

4. Sifx) =% y gx) =x—-3

Halle las funciones compuestas:

a. (fog)(x):

Procedimiento

fog(x) =f(g(x) = f(x—3) =|(x=3)?

b. (g o f)(x):
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Procedimiento

a. (goHNX) =g(fx) =g(x*>) = (x*) -3 =x>-3

5. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=GHITUxxaj4Q

6. Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=LFpnVDnYKPY&feature=related

7. Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=2ICR830CkPg&feature=fvwrel

2.3 TEMA 2 - CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES

Se trataran los siguientes temas: Identificar el tipo de funcién, determinar su dominio, representar graficamente
la funcién (utilizando alguna aplicacién en linea), determinar intervalos de decrecimiento e intervalos de
crecimiento y determinar continuidad y discontinuidad de funciones (Observando la gréfica).

2.3.1  FUNCION POLINOMICA

Una funcién polinémica es toda funcion de la forma:
y=f(X)=ax"+a X" +----+ax+a,

Se identifica porque:

e No tiene variable en logaritmos,

e No tiene variable en el denominador,
e No tiene variable dentro de una raiz,
e No es exponencial,

e No es trigonométrica.

Ejemplos de funcion polindmica:

y=gx)=7x-3
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y=h(x) = 7x3 —10x + 2

f(x) =2x*—-5x+6

e DOMINIO:

El dominio de las funciones polinédmicas esta formado por el conjunto de todos los nimeros reales, es decir:

D= ro=(-c0,+00)

e CONTINUIDAD:

Las funciones polinédmicas son continuas en todo su dominio.

e REPRESENTACION GRAFICA:

La forma de graficar las funciones polindmicas depende de cada tipo de funcién.

Las funciones polinédmicas se clasifican a su vez en:

2.3.2  FUNCION LINEAL O FUNCION DE PRIMER GRADO:

Es una funcién de la forma:

y=f(x)=mx+b

Donde M y b son constantes que pertenecen a los nimeros Reales:
IM: 1a pendiente de |a linea recta.
b: intercepto o punto de corte de la linea recta con el eje V.
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PISTAS DE APRENDIZAJE

TRAER A LA MEMORIA:

La pendiente da informacin acerca del angulo de inclinacisn de la recta con el eje positivade " X (0X*) asi;
»  Cuando el dngulo de inclinacién es menor de 90° (Angulo < 90°: angulo agudo),
la pendiente (m) tien= signo positivo i funcidn es creciente .
grifica 1).

* Cuanda el angulo de inclinacidn es mayor de 90° (éngu!u =
90°: angulo obtuso), la pendiente (m) :ne signo negativoy i
funcién es decreciente. (ver grafica2).

s Cuanda el angulo de inclinacién es igual a 90" (Angulo = 90°: angulo recto) la
pendiente no existe, esto se asocia con divisicn entre cero, en este caso se tiens una
recta vertical cuya ecuacién es X = € (£suna recta paralela al eje ). -

o Cuando el angule de inclinacién es igual a cero (AN GULO =
0°:angulo plano o llano) . pendiente es igual a cero, e este

caso se tiene una recta horizontal cuya ecuacion es

- [Fs una recta paralela al eje K}. -:|

De acuerdo a la anterior pista se determinan las siguientes ecuaciones para la linea recta (se ilustra graficamente
cada una de ellas:

« FUNCION LINEAL CRECIENTE CON M>0 (POSITIVA) (Gréfica 1):

y=mx—»>b
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I 1 I I | |
| =2 —1 0 1 Ze
- Jh}. -
— B 1 B 1

y=mx
Grafica 1

y=mx—b>b

« FUNCION LINEAL DECRECIENTE CON M<0 (NEGATIVA) (Grsfica 2)
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®

o

G I s o I I I T Eall
y=-mx+b y=-mx y=-mx—b=—-(mx+D>b)
Grafica 2

. FUNC'ON LINEAL CON M=0 (Gréfica3): Recta paralela al eje x
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T T T T T
| = —1 0 1 2, |
- Jh}_; .
_2 —4 2_
—a | | o—
| x
| — 2 - - —_
[ —= 1 i 4
1 1 1 1 1

. FUNC'ON LINEAL M=NO EXISTE (Grafica 4): Recta paralela al eje y
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I I T ] I
| —a —2 o = 2 |
- Jh-}-_ -5
— 0 } | 0 —
- I -
— —a - —_—1 ]
4 —= Q 2 F2

| ' ' ' | ' ' ' | ' ' ' | ' ' ' |

X =+cC x=0 . xX=-Cc

Grafica 4

e GRAFICA:

Para graficar una funcion lineal es suficiente con dos puntos.

Los pasos a seguir son:

1. Se seleccionan dos valores de x arbitrariamente, ya que el dominio de la funcion son los nimeros Reales.
2. Cada valor de x seleccionado se reemplaza en el modelo para obtener la respectiva y.

3. Las parejas obtenidas se ubican en el plano cartesiano.

4. Unimos los dos puntos obtenidos mediante una linea recta.

2.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Paralafuncion y = f(x) = 3x — 5.
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a

) Halle su dominio.
b) Realice su grafica.

C) Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

d) Indique si la funcion es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento
a. Dominio x € R, , por ser una funcion polinédmica.

b. Grafica:

Seleccione dos valores de x (los que desee) por ejemplo x =0y x = 4, con estos valores se obtiene la respectiva y
reemplazando en la funcion.

Haciendo una tabla de valores queda:

\VAROIN=NY SV 2V D@ f(x) = 3x — 5. VALORES PARA'Y PAREJA

ORDENADA
x=0 3+ (0)—5 -5 (0,-5)
x=4 3+(4)—5 7 (4,7)

Parejas ordenadas para representar en el plano cartesiano.

Se ubican estos dos puntos en el plano cartesiano y se unen mediante una linea recta. La grafica se muestra en la
siguiente figura:
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I I | | |
L —1 u] 1 2 1
_E A E —
- }L —~
0 | | -c'/ o —]
- I —~
| — & 4 —5 —
—— - —12 —
I —2 —1 u 1 2 |
1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1

Figura: Graficade Y = f(x)=3x-5

(Autor. Elkin Ceballos Gomez)
Las siguientes direcciones corresponden a applets en linea que permiten realizar la grafica de funciones.

http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/index.htm

EJEMPLO:

Para utilizar el applet anterior para graficar:
y=f(x)=3x-5

Debe digitar: 3*x-5 y dar la opcion graficar.

http://www.luventicus.org/articulos/03U004/index.html

EJEMPLO:

Para utilizar el applet anterior para graficar

y="f(x)=3x-5
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Debe digitar: 3x-5 y dar la opcidn graficar

C. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Observando la gréfica de la figura se puede ver que la funcidon es siempre creciente.

Creciente:(—o0, +00)

d. Continuidad: la funcion es continua en todo su dominio.

2. Paralafuncion:y = f(x) = —4x+ 10

a

) Halle su dominio.
b) Realice su grafica.

C) Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

d) Indique si la funcién es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento

ad. Dominio x € R, , por ser una funcién polindmica.

b. Grafica:
ANOR{=YY 2 AWE f(x) = —4x+ 10 VALORES PARA PAREJA
Y ORDENADA
x=2 —4+(2) + 10 2 (2,2)
x=5 —4+(5) + 10 ~-10 (5,—10)

Parejas ordenadas para representar en el plano cartesiano.
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x=2 y=f(2)=-4(2)+10=-8+10=2
 X=5 y=f(5)=-4(5)+10=-20+10=-10

La grafica se muestra en la siguiente figura:

I T T T I T T T I T T T I T T T I
| 2 -1 0 1 2|
D4 A}. 24 |
16 4 16 —
-1 4 a8 —
0 : : > 0 —
x
T -2 -1 0 1 2
| | | | |

y=f(x) =-4x+10

Ilustracién 5. Grafica de

C. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Como la pendiente es negativa, la funcion es decreciente, esto también se puede observar en la figura.
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d. Indique si la funcidn es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique
los puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en todo su dominio.
3. Paralafuncién: y=g(x) =2

a

) Halle su dominio.
b) Realice su grafica.

C) Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

d) Indique si la funcién es continua o discontinua, en caso de ser discontinua indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento
a. Dominio: X € Re , Por ser una funcion polindmica.

b. Grafica.

Se puede ver que, para cualquier valor de x, la y siempre tendrd el mismo valor. La grafica se ve en la siguiente
figura:
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T e —
| -2 -1 0 1 25
. Jg}_ .
— 2.5 + 2.5 —
— =2 = —1
— 1.5 — 1.5
-2 -1 0 1 217
| 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |

llustracion 6. Graficade Y = g(X) = 2

C. Crecimiento o decrecimiento.

Como la pendiente es igual a cero, la funcién no crece ni decrece, es una funcién constante.

No crece, no decrece, es una recta paralela al eje x que pasa por el puntoy = 2.

d. Continuidad. Es siempre continua.

Los siguientes enlaces tratan la funcidn lineal.

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=gCqprj3jTzQ&feature=related

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=BxsVZUHCDMk&feature=related

Enlace 3: http//www.youtube.com/watch?v=rlpnGj3VgeO&feature=related

http://www.youtube.com/watch?v=BxsVZUHCDMk&feature=related
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2.3.4 FUNCION CUADRATICA O FUNCION DE SEGUNDO
GRADO

Es una funcién de la forma:
y=f(x)=ax*+bx+c
Donde a, b, ¢ son constantes con a diferente de cero(a # 0).
e DOMINIO:
Por ser una funcién polindmica, su dominio corresponde a todos los nimeros reales:
x€R, = (—0,+0)
o GRAFICA:

Esta funcién corresponde a una parabola y su gréfica depende del valor de a.

A LA PARABOLA VERTICE FIGURA
Positiva (a > 0). abre hacia arriba minimo 9
Negativa (a < 0). abre hacia abajo maximo 10

NOTA 1: Ver figuras 9 y 10 a continuacién.

NOTA 2: El vértice de una pardbola es el punto en el cual la parabola pasa de crecer a decrecer o de
decrecer a crecer.
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vertice

llustracién 7. Parabola que abre hacia arriba (Gémez, 2011)

[lustracién 8. Parabola que abre hacia abajo (Gdmez, 2011)

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 71

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

Para graficar una parabola se debe tener en cuenta los siguientes pasos:
1. Identificar los valores de las constantes a, b, c:
a es el coeficiente de x?
b es el coeficiente de:
C es el término independiente, nimero que no tiene variable.

2. Dependiendo del signo del nimero a se identifica hacia donde abre la parabola.

3. Encontrar las coordenadas del vértice: el vértice tiene coordenadas (h, k), dénde:

h = b k=f(h
=-5- ¥ k=fM®)

NOTA:

a>0 {Decrece (—oo, h)}
Crece (h,+)

Crece (—x, h)
<0 ’
a {Decrece: desde h hasta — oo}

4, se pueden ubicar los interceptos.

b

Este paso es opcional: se dan valores a x alrededor del vértice aproximadamente 3 a la izquierda y 3 a la
derecha. (Estos puntos incluyen el vértice). Obtenga la respectiva y reemplazando en la funcién.

6. Ubique los puntos anteriores en el plano cartesiano y Unalos mediante una curva.

NOTA: Una funcidn cuadratica es siempre continua
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2.3.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Paralafuncién:y = f(x) = x* + 6x + 8

Determine: dominio, grafique, determine intervalos de crecimiento y de decrecimiento, determine si la funcién
es continua o discontinua (indique en qué punto):

Procedimiento

a. Dominio de la funcién: Df=x€eR, = (—00, +00), es una funcidn polindmica.

b. Grafica: se toman los valores de los coeficientes:

« Comoaespositiva (@ =1, 1 > 0). Laparsbola abre hacia arriba.

e Se determina el vértice:

k=f(h)=f(-3)=(-3)>+6%x(-3)+8=9-18+8=-1-
k=-1

El vértice tiene coordenadas (—3,—1)
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e Puntos alrededor de la x del vértice (o sea alrededor de -3):

A suizquierda

VERTlCE A suderecha

~6,5,~4 -3 ~2,-1,0
Se elabora la tabla con estos valores:

X y=f(x)=x*+6x+8 y (xy)

-6 (—6)%2 + 6(—6) +8 = (—6,—8)
36-36+8
(—=5)> +6(-5)+8 = (-5,3)
25-30+8
—4 (—4)?+6(—4)+8= (—4,0)

1IZQUIERDA B
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-3 (-3)2+6(-3)+8= =1l (-3,-1)

9-18+8

-2 (-2)2+6(-2)+8= (-2,0)
4-12+8

-1 (-1)24+6(-1)+8= (-1,3)
1-6+8

0 (0)2+6(0) +8 = (0,8)
0-0+8

DERECHA VERTICE

Ubique estos puntos en el plano cartesiano y los unimos mediante lineas.

La grafica se muestra en la figura 11.
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llustracion 9. Gréficade Y = f (X) = x> +6x+8

e Delagrafica de la figura 11 se tiene que la funcién es:

Creciente en el intervalo:(—3, +o0); Decreciente en el intervalo: (—oo, —3)

e Lafuncidn es continua, por ser una funcién polindmica.

NOTA: esta gréfica se puede realizar utilizando el applet de la siguiente pagina:

http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/index.htm

2. Paralafunciény = f(x) = —3x*+4x+5
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Determine: dominio, grafique, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, si la funcion es continua o
discontinua (indique en qué punto):

Procedimiento

a. Dominio: Df = x € R, = (—©0, +00), es una funcion polinomica,

b. Griéfica:
a=-3, b=4, c=5
e Como a es negativa(a = —3,—3 < 0). La pardbola abre hacia abajo.
e Se determina el vértice:
h b h 4 h * h * h 2
= —_—_—— = —-— = —_—— = —_— = —
2a 2(-3) —6 6 3
k=raw =r(2)=-3(2) +a(2)+s
= = —_ _ —_— —_— -
f f 3 3 3
k 3 * + 8 +5-k 12 + 8 +5
= —3 *kx — — - e — —
9 3 9 3
I 4+8+5 I —4 4+ 8+ 15 K 19
= —_—— _— - = - e —
3 3 3 3

2 19
Las coordenadas del vértice: 5 ) ?

- 2
e Puntos alrededor de la x del vértice (o sea alrededor de =):
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A suizquierda VERTICE
2 1,2,3

3

Se elabora la tabla de valores:

X y=f(x)=-3x2+4x+5

I
N

-3(-2)2+4(-2)+5=

-3(-1)?+4(-1)+5=

0 (0)2 +4(0) + 5 =

1ZQUIERDA B
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(x,y)

(=2,-15)

(_1! _2)

(0,5)
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I RS B TRANSVERSAL
2 22 o 19 2 19
3 —3(3) +4(3)+s- 3 53
12 8
—?+§+ 8=

rd

VERTICE

—4+8+15
3

< 1 -3(1)%2+4(1)+5= 1,6)

-

U 2 -3(2)2+4(2)+5= (2,1)

oc

Q 3 -3(3)2+43)+5= (3,-10)
-27+12+5

Se ubican estos puntos en el plano cartesiano y se unen con una curva.(La grafica es la mostrada en la figura
12).
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.-'J-f
L/ |
| —g 4 — ]
1 -1 0 1 2 ]

llustracion 10. Graficade Y = f(X) = -3x* +4x+5
e Delagrafica de la figura 12 se tiene que la funcién es:

. . 2 . . 2
Creciente en el mtervalo:(—w, 5); Decreciente en el interval (5, +00)o:

e Lafuncidn es continua, por ser una funcién polindmica.

. : Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=0pUnHF1FJ2s&feature=related

: Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=IC4ZV4du Jg&feature=related

. :Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=PDFZm6L ge0&feature=fvw

o U AW

: Enlace 4: http://www.youtube.com/watch?v=mVodIKYyRF4&feature=related

Enlaces funcion cuadratica

e http://www.youtube.com/watch?v=elg654T4mcs&feature=related

e http://www.youtube.com/watch?v=o0i3inrtM7H0&feature=related
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2.3.6  FUNCION CUBICA:

Es una funcion de la forma:

y = f(x) = Ax3 + Bx* + Cx + D.

con:A, B, C, D constantesy A¥+ 0.

Para graficar estas funciones y funciones de grado superior a tres, se utilizan otras técnicas que se veran mas
adelante.

Pero se puede utilizar el applet de la pagina http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/index.htm
para realizar estas graficas.

Como ejercicio de entrenamiento intente realizar con el applet la grafica de las siguientes funciones:
f(x)=3x*-10x* + 2x+5

g(x) = x* +2x> -15x* + x -3

2.3.7  FUNCION RACIONAL

Es una funcion de la forma:

(%)
g(x)

,cong(x) #0

® La funcion racional: es la funcién cociente de dos funciones polindmicas.

Se identifica porque la funcién tiene X en el denominador.

¢ DOMINIO:

Estan formados por todos los nimeros reales menos las asintotas verticales y/o huecos de la funcién.

Nota: una asintota vertical es un valor de X donde el denominador se hace cero.
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Un hueco es un valor de X donde el numerador y el denominador son iguales a cero.

Para determinar las asintotas verticales y/o los huecos de una funcidn racional (si tiene) se procede de la
siguiente manera:

Se iguala el denominador a cero.
Se soluciona la ecuacidn resultante. Si la ecuacidén no tiene solucidn, quiere decir que la
funcién racional no tiene ni asintotas verticales ni huecos.

3. Losvalores de X obtenidos se deben eliminar del dominio de la funcién.

2.3.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determine el dominio de cada una de las siguientes funciones:

5x
2x—5

1. y=wlkx) =

Procedimiento

a. Seiguala el denominador a cero y se despeja el valor de x:

5
2x—5=0—>2x=5—>x=§

5

X = E es una asintota vertical; se debe excluir del dominio.

b. El dominio de la funcién se puede expresar de la siguiente forma:
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° Df:xig

C. Su grafica es la siguiente:

T T T T T
—2 —1 a] 1 2
| 5. 5 Ay 5.5 —]
o N — — i o —]
T W
- _\-\_—H—""\-\._\_\_\_ h
i \\\ i
i T 7
L — 5.5 . \—5-5 —
!
B \ i
i Y i
L]
— —11 4+ —131 —
- —2 —1 u] 1 2z
1 1 1 1 1

4x-7
2x2—-x—6

2.y = f(x) =

Procedimiento

a. Seiguala el denominador a cero y se despeja el valor de x, en este caso se debe
factorizar e igualar cada factor a cero:

2x2—-x—-6=0
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PISTAS DE APRENDIZAJE @
1

TENGA EN CUENTA:

Para factorizar un polinomio de la forma
ax+b x ¢ polinomio por el coeficiente
a y dividir por el mismo.

2x%2 —x — 6 =0 eneste caso multiplicamos el polinomio por 2 y dividimos por 2:

4x* — 1(2x) — 12
2 =0~

2 .2
*E(Zx —-x—6)=0-

(2x—4)(2x+3)
2

=0 , sacando el factor comun 2enel primer paréntesis, tenemos:

2(x—-2)(2x+3)
2

= 0, simplificando:

(x - 2)(23&' + 3) = 0, igualando cada factor a cero:

x—2)=0->x=2
3
(2x+3)=0—>x=—§

b. El Dominio de la funcién seria:
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3
Df = Re — {2, — E}' también se puede expresar de la siguiente forma:

D * 2 * >
X X -
f y 2
C.Su grafica es la siguiente:

= T g ] L

| | _,..,}h i

- | | -

| |I -

—12.5 |III —1 125 —

R \ 4

R \ 4

R \H%_______ B | 4

— O —— } i P o—

I . f -

i AN |

— —12.5 lIIII|I —_— —12.5 —

L | 4

R | 4

I | ]

[ . $ 1 Eall
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PISTAS DE APRENDIZAJE @
1

TRAER A LA MEMORIA:

Para factorizar un polinmio de la forma X - 1
se procede como una diferencia de cuadrados:

Xx-y =(x+y)(x-y).

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador de la fraccién x% — 1y se iguala cada factor a cero:

xX*—-1=0->(x+1Dx*(x-1)=0
x+1)=0->x+-1

x-1)=0-x+#1

b. El Dominio de la funcién seria:

Df = Re — {1, —1}, también se puede expresar de la siguiente forma
Dpx+1yx+ -1

C. Su grafica es la siguiente:
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T T T T T
| = —a o 1I =2 |
B || .il-\.}_ -
L o6.7s Il 4 || 2675 —|
- II| |II i
| s \ —
' I"'\
B _7__,// N~ i
— b
: o | N :
i / _ \ ]
- —265.75 |I 4 Ill —26.75 —|
B | | i
; | | —53.5 ;
—=2 —1 o 1 =2
1 1 1 1 1
3x2-6x+7
4. y=k(x) = —5———
y (x) x2+3x+3

Procedimiento

a. Se factoriza el denominador de la fraccion x? + 3x + 3y se iguala cada factor a

cero:

No es posible factorizarlo, se utiliza entonces la formula general para buscar las posibles raices, esto es:

PISTAS DE APRENDIZAJE @
1

TENGA EN CUENTA:

La formula general esta dada por:

-b ¢b —4a c

X
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Reemplazando, tenemos:

_ —3+432-4(1)+(3) -3+V9-12 -3++/-3
x= 2(1) - 2 -T2

PeroV—3 @Ss un numero imaginario, por lo tanto esta ecuacién no tiene solucién en los numeros

Reales, quiere decir que la funcién no tiene ni asintotas verticales ni huecos, asi qué, el dominio son todos los
numeros reales.

D;:x€R,

PISTAS DE APRENDIZAJE @
N

TENGA PRESENTE:

Una funcion racional presenta discontinuidad
en cada asintota vertical y en cada hueco.

b. Su grafica es la siguiente:
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—2 —1 lu] 1 2
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| sS.5— - 55.5 —
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L 27 .75 \_\\ - 2775 —
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e
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x
— —= =1 0 1 —2F S
1 1 1 1 ! 1

5. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=opclIP0gGTI&feature=related

6. Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=8eAfMgRXwbY

e GRAFICA DE FUNCIONES RACIONALES

Nota: se recomienda hacer estas graficas utilizando algun applet en linea.

Procedimiento:

1. Se determina el dominio de la funcidn.

w« n

2. Se asignan a “x
vertical y/o hueco. Por cada asintota vertical y/o hueco que haya, asigne como minimo cinco

valores que se encuentren a la izquierda y a la derecha de cada asintota

valores a suizquierday cinco a su derecha. Tenga en cuenta que a “x” no se le pueden asignar
ni los huecos ni las asintotas verticales.

3. Se obtiene la respectiva y reemplazando en la funcién.
Se ubican estos puntos en el plano cartesiano.

5. Se ubican las asintotas verticales en el plano cartesiano. Las asintotas verticales son lineas
rectas verticales que se trazan por cada valor de x que haga cero el denominador de la
funcién. Las asintotas verticales dividen el plano cartesiano de tal manera que los puntos
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gue se encuentren a la derecha de una asintota vertical no se pueden unir con los puntos
gue se encuentren a su izquierda.

6. Ubique las asintotas horizontales. Para ello identifique cual es la “x” de mayor exponente
en la fraccién y divida el coeficiente del denominador entre el coeficiente del numerador, el

(A

valor obtenido corresponde a la “y” y es la asintota horizontal. Trace una recta horizontal

(A

en “y” igual a dicho valor.

7. Una los puntos resultantes con lineas curvas; pero dichas lineas no pueden tocar las
asintotas.

8. Sise quiere una grafica mejor, se puede ubicar también los interceptos.

2.3.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Paralafuncion:y = f(x) = 5x

x+6

Determine el dominio.
Determine intersecciones con los ejes.
Grafique.

Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

L L S

Determine si la funcion es continua o discontinua, en caso de que sea discontinua, indique los puntos de
discontinuidad.

Procedimiento

a. Dominio: como es una funcion racional se toma el denominador, se iguala a ceroy
se despeja la x.

xX+6=0-x=-—6,entonces:
D; = xe R, — {—6}

b. Gréfica: para graficar se debe dar valores a x a la izquierda y a la derecha de
menos seis y reemplazando en la funcidn se obtiene la respectivay. Los valores
se pueden ver en la siguiente tabla:
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®

X _ . 5x Y (X,Y)
y—ﬂ@—x+6

-11 5x 11

X+6
B 5(—11)

T —11+6

—10 5x 12.5

X+6
_ 5(—10)

- —-10+6

—9 5x _5(-9) 15
x+6 -9+6

S
oc
w
-
o
N

-8 5x 5(-8) 20
x+6 -8+6

-7 5x _ 5(=7) 35
x+6 -7+6

ASINTOTA -6 5x  5(-6) o (Asintota vertical)
xX+6 —6+6

5x _ 5(—5)
x+6 -5+6
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5x  5(—4)
x+6 —-4+6

5x  5(-3)
x+6 -3+6
5x  5(—2)

x+6 -2+6

5x  5(-1)
x+6 —-1+6

Para hallar la asintota horizontal, la “x” de mayor exponente es “x elevada a la potencia 1”. El coeficiente de “x”
en el numerador es 5 y el coeficiente de “x” en el denominador es 1, se dividen, entonces la asintota horizontal es:

y=§=5
y = 5 Asintota horizontal

La grafica de esta funcién tiene la forma mostrada en la figura 13.
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x=—-6

) ] 5x
llustracion 11. Gréficade Y = f (X) =—
X+6

C. Crecimiento:

Crece:(—OO, —6) y (—6, +00)

d. La funcién es discontinuaen: x = —6

100x

2. Paralafuncion:y = f(x) = 5——

. Determine el dominio.

o o

. Determine intersecciones con los ejes.
. Grafique.

. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

™ QO 0O

. Determine si la funcion es continua o discontinua, en caso de que sea discontinua, indique los puntos de
discontinuidad.
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Procedimiento
Q. Dominio:

Como es una funcién racional se toma el denominador, se iguala a cero y luego se despeja la x:

- Factorizando, tenemos:

x> —10x+9=0->(x-9)x—-1)=0
- Seiguala cada factor a cero y se despeja x:

x—-9)=0->x=9

x—1)=0-x=1

- Porlo tanto, el dominio de la funcién es:

Df:xe R, — {1,9}
Se lee: el dominio de la funciéon son los nimeros reales menos el uno (1) y el nueve (9).

b. Interceptos con los ejes cartesianos:

1. Intercepto conelejex: sehacey =0

0=—22_0(x2—10x +9) = 100x > 100x = 0 —
x4—10x+9
C. x=0

El intercepto con el eje x es el punto de coordenadas: (0, 0)

2. Intercepto conelejey: sehacex =0
' 100x 100 (0) 0
x2—-10x+9 02-10(0)+9 9

y:

y=0

El intercepto con el eje yes el punto de coordenadas: (0,0)
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C. Grafica:

1. Se determina la asintota horizontal. La x de mayor exponente es x2.

e Enel numerador tiene exponente cero (no hay x?en el numerador),
e Eneldenominador su exponente es 1.

, , 0
Por lo tanto, la asintota horizontal es: y = 1= 0

y = 0 asintota horizontal

2.Se dan valores a la izquierday ala derechadex =1,y alaizquierday ala derecha de

Xx=9

Los resultados se observan en las siguientes tablas: x =1

X B B 100x Y (x,y)
_a 100(—4) —-6.15

< (—4)2 -10(-4) +9
c _3 100(—3) —6.25
z (—3)2-10(-3)+9
—_—— —2 100(-2) —6.06
D (-2)2-10(-2)+9
d 1 100(-1) -5
N (-1)2—10(-1) + 9
——

0 100(0) 0

(0)2—10(0) + 9
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ASINTOTA 1 100(1) _ 100 Asintota (asintota)
VERTICAL @F=Eh+e - 0

2 100(2) -28,57
(2)2-10(2) +9

3 100(3) -25
(3)2-103) +9

4 100(4) -26,66
(4)2-10(4) +9

DERECHA

5 100(5) -31,25
(5)2—10(5) + 9

4 100(4) -26,66
(4)%2—-10(4) +9

5 100(5) -31,25
(5)2-10(5) +9

6 100(6) -40
(6)2 —10(6) +9

7 100(7) -58,33
(7)2-10(7) +9

atuita Macional: 0183000 410 20% 2 Calleb1Mo 51 27 f Medellin - Colombia  Spuesss i) URemingon 23 Remisgion_Foiu

wrw uniremington. educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 9g
B -t TRANSVERSAL

8 100(8) -114,28
(8)2-10(8) +9

IZQUIERDA

& 100(9) 900 Asintota (asintota)
ASINTOTA 9 B —109) 59" 0
VERTICAL

1 100(10) 111,11
(10)2 — 10(10) + 9

1 100(11) 55
(11)2 —10(11) + 9

DERECHA

1 100(12) 36,36
2 (12)2 —10(12) + 9
1 100(13) 27,08
3 (13)2-10(13) +9

O PEX: 327 10 00/ Linea Gratuita Macional: 013000 410 205 2 Calle51Mo 51 27/ Medellin - Colombia  Sipueses ] Uemingian £ Remisgion_Fou

wrw uniremington. educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASIl | g7

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

100(14) 21,53
(14)2 —10(14) + 9

Y

La grafica se muestra en la figura 14.

X

100x

llustracion 12. Gréficade Y = f (X) =
x? —10x+9

C. Crecimiento:

- La funcion decrece: (—0,—3), (3,9) y (9, +x)
- Lafuncioén crece: (—3, 1), (1, 3)

d. Continuidad:

La funcidn es discontinuaen: x=1yx =9
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PISTAS DE APRENDIZAJE
N

TRAER A LA MEMORIA:

®

Si la funcion racional a graficar tiene como
dominio todos los reales (quiere decir que no
tiene polos) en este caso para hacer su grafica

podemos dar valor a x partiendo del cero
(valores a la izquierda y a la derecha del cero).

Se asigna a “x” el cero cinco valores a su
izquierda y cinco valores a du derecha.

3. Para la funcion cuya gréfica se muestra en la figura 15. Indique:

d. Intervalos en los cuales la funcidn es continua.
b. La ecuacién de cada asintota vertical y de cada asintota horizontal.

C. Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.
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|
[y

100x
x?> —10x +9

llustracion 13. Gréficade Y = f (X) =

Procedimiento
Paray = f(x):

a. Lafuncién es continuaen: (—o,—-3), (—3,1),(1,3),(3,x)

b. Asintotas verticales: x = -3, x =1Ax =3
Asintotas horizontales: y = 0
C. Crece: (—,—-3),(-3,1) A (1,2]

Decrece: [2,3) A (3, )

5—9x2
. Paralafunciony = f(x) = ————
4 y f( ) 2x2+3x-20
Determine:
a. Dominio.

b. La ecuacidon de las asintotas.
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C. Indigue en que intervalos la funcion es continua.

d. HaIIe:f(—%)

Procedimiento

a. Dominio:

2x?% 4 3x — 20 = 0, se factoriza

2(2x% 4+ 3x — 20)
2

= 0,se multiplica y se divide por 2 (coeficiente de x?)

4x%*+3(2x)-40 0 > (2x+8)*(2x—5) _ 0 > 2(x+4)*(2x-5)
2 o 2 o 2

(x+4)*(2x—-5)=0

, simplificando, tenemos:

Igualando acero cada factor y despejando X:

x+4)=0->x=—-4

5
(2x—5)=0—>x=§
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El Dominio es:

+ —4A ¢5
X xz

e De este dominio se determinan: Las Asintotas verticales:

x=—4, x—2

e De los coeficientes de la mayor potencia de x se determinan las asintotas horizontales:

Recuerde que el mayor exponente de x, tanto en el numerador (coeficiente -9) como en el denominador

- , . 9
(coeficiente 2), es 2, por lo tanto la asintota horizontales y = -3

C. La continuidad de la funcion se da en los intervalos: (—c0, —4), (—4, E) , (E 00)

2 2’
d.r(-3)
312 9 81 125 — 81
3 5-9(-2 5-9(=c 581 125-81
f(_E): 3\2 (52, - i_(gzs_) =§_gz_5 = T5—4b =500
2(~3) +3(-5)-20 2(z5)-5-20 5520 o
% 44 25 44
T 527 52725 527
25

(-3) =5z

http://www.youtube.com/watch?v=adxHYh-OOHM&feature=fvsr

Enlaces funcién racional

2.3.10 FUNCION IRRACIONAL

Es una funcién de la forma:

y=f(x)=1Ygx)
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®

Llamamos funcion irracional a aguella en la que la variable aparece elevada a exponentes racionales no enteros.

Se identifica porque tiene variable dentro de un radical.

DOMINIO: se presentan dos casos:

CASO N°1:
Si la raiz es impar el dominio
corresponde a todos los nimeros
reales: Dom. x € Re

“ CASO N°2:

Si la raiz es par, se debe garantizar
que los valores que se le asignen a
“x"” hagan positivo todo dentro de
la raiz, es decir que la cantidad su

radical sea mayor o igual que cero:

(8(x)20) , ,
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Procedimiento:

1. Plantee la inecuacion g(x) = 0.

2. Se soluciona la inecuacion.

3. Lasolucion de la inecuacion es el dominio de la funcion irracional.
4

. Si la inecuacién planteada no tiene solucién o si toda dentro de la raiz
par es positivo, quiere decir que el dominio de la funcién es todos los
reales: Dy = x € R,

2.3.11 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO:

1. Determine el dominiode:y = f(x) = Va2 +2x—5

Procedimiento

Es una inecuacion cuadratica.

PASOS:

1. Todo lo que estad dentro de la raiz debe ser mayor o igual que cero, se debe plantear
lainecuacién: x2 +2x —15>0

2. Se encuentran los nimeros criticos de la expresion resultante. Esto es igual a cero y resuelva la
ecuacion resultante, los valores obtenidos son los nimeros criticos de la expresién.

NOTA: un numero critico es un nimero donde una expresion se hace cero, es decir, donde
posiblemente hay cambio de signo en la expresién.

Para el ejemplo: x24+2x—15>0 > x = =50 x = 3 Nymeros criticos
(Se obtuvieron factorizando el polinomio e igualando cada factor a cero)

3. Se ubican los Nimeros criticos en la recta numérica. Véase la figura 16.
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4, Se evalla el signo de la expresion obtenida en el paso uno. Para ello se toma un
ndmero que se encuentre a la izquierda del primer nimero critico, se toma un
numero que se encuentre entre ambos nUmeros criticos y se toma otro que se
encuentre a la derecha del segundo numero critico. Estos nUmeros se reemplazan
en la expresion obtenida en el paso unoy el signo del resultado se coloca en la recta
numeérica. Véase la figura 16.

5. Larespuesta o solucidn de la inecuacion, se da tomando los intervalos que cumplan
con el sentido de la desigualdad. Para ello nos fijamos en el sentido de la
desigualdad de la expresién obtenida en el paso dos.

Sidice: >0 Se toman los ++++, sin incluir los nimeros criticos.
Sidice: >0 Setoman los ++++, incluyendo los nimeros criticos.
Sidice: <0 Se toman los------- , sin incluir los niumeros criticos.

Sidice: <0 Se toman los ------ , incluyendo los niumeros criticos.
La solucion de la inecuacién es: x € (—oo, —=5] U [3, +0)

Este es el mismo dominio de la funcion: Dom. x € (—o, —5] U [3, + )

|+|+|+-|+T+|+|+| |--|-|-I-|-|-|-|-;-|-|-|--|-|-|-|-|-|--|| TTTTTTTTTTTTTTTI
- -7-6-5-4-3 -2-1 @ 1 2 3 4 5 6B + oo
x=10
x=-—h . _4
1o s | OF 20152715 |7
— + —_ —_ —
=6) =) Re suliade  Negative (4% +2(4) - 15
E-12-10=+9

Colocamos ———— — 164+8-15=+

Re sultads  positivo Ee suliade  Fasitive

Colocamos +++++ Colacamos 4 +4+ +

llustracién 14. Dominio de Y = f (X) =4 x* +2x-15
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PISTAS DE APRENDIZAJE
“\

TRAER A LA MEMORIA:

®

Los ejercicios también se pueden realizar
utilizando el método de los intervalos,
ver matematicas generales.

2. Determine el dominiode: y = f(x) =vV3x—5

Procedimiento

PISTAS DE APRENDIZAJE
N

TENGA PRESENTE

La cantidad subradical se debe hacer
mayor = igual que cero.

Por lo tanto, se hace:
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5
3x—520—>3x—5:0—>3x=5—>x=§

) 5 L.
Ubicando 3 en la recta numérica, tenemos:

5
==
------------ CP
1 2 3

=10 =2
30)-5 32)-5
-5 1
Megativa Fositiva

llustracién 15. Dominio de la funcién Y = f (X) =4/3x-5

El Dominio de la funcidn es:
Df xe€ [5 +00)
f: 3’
3. Determine el dominio de: y =-/x* -9

Solucion

e Se soluciona la siguiente inecuacion:

x2-9>0

e Seresuelve, entonces, la siguiente ecuacién:

x*-9=0
x2-9=0->x+3)(x-3)=0->x+3=00x—-3=0
x=-3

o
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x=3

e Se ubican estos dos valores en la recta numérica y se dan valores a la izquierda y a la derecha de cada
uno de ellos, tenemos:

X = _3 X = 3
++++++ 44444+ |- o o oo - - - - - +++++++++++ 4+
x=-4 x=0 x=4
(C4¥_9-16-9 [0} -9=0-9 (4Y —9=16-9
Pagitive MNegativo Pogitivo

[y 2
llustracién 16. Dominio de la funciénde Y =V X™ — 9

e E|ldominio es:

Df:x € (—0,—3] U[3, +o)

4. Determine el dominio de:

y=g(x)=\/6x2—7x—3
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Procedimiento

PISTAS DE APRENDIZAJE @
“\

TRAER A LA MEMORIA

Y =\“/f(x) Si, n (indice radical) es un numero par,
entonces f(x)=0 para que tenga solucion
en los numeros reales

e Se soluciona la desigualdad:

6x2—-7x—-3=>0

e Porlo tanto, se resuelve la ecuacion:

6x2 — 7x — 3 = 0 ractorizando (es un trinomio de la forma ax? + bx + ¢)

36x% —7(6x) — 18

0
6

6
E(6x2—7x—3)=0—>

N (6x—9)*(6x+2)
6

= 0, Sacando factor comun en cada paréntesis, tenemos

3(2x-3)*2(3x+1)
3%2

=0 —Simplificando:
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(2x - 3)*(3.7( + 1) = 0, 1gualando cada factor a cero:

2x—3)=002x=3 > x =

Wl= NWw

03x+1)=0-3x=-1->x=—

La solucién de la ecuacion es:

Se ubican estos dos nimeros en la recta numérica y determinamos el signo a la izquierda y a la derecha de cada
uno de ellos.

__1 3
x= 7 ¥ = 3
+++++FFFF Ay | D o e e e o o - - - +++4+4+4+444444
x= —1 &= I:I X = 2
2
s —71)-3 | O -T0)-31 eaf —7(2)-3
6+7—3 —3 24 —14-3
FPositivo Negativa Fositiva

llustracién 17. Dominio de la funcién Y = g(x) = 6x* —7x-3

El dominio de la funcion es:

Df: X€ (—oo,—%] U [%,+ c0)
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5. Determine el dominiode: y = g(x) = V5x—7

Procedimiento

Como la raiz es impar el dominio son todos los nimeros reales
Di:x€eR,
Los siguientes ejercicios los encuentras en los siguientes links:

6. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=BCjQrBEBGdU

7. Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=QUCCVAEu4TM

8. Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=GwkbhPJiHDk&feature=related

« GRAFICA DE LA FUNCION IRRACIONAL:

El procedimiento a seguir es el siguiente:

1. se determina el dominio de la funcién.

N

Se asignan valores a x que estén dentro de cada intervalo empezando por los extremos.
Nota: por cada intervalo asigne aproximadamente cinco valores.

w

Para cada valor se obtiene la respectiva y reemplazando en la respectiva funcion.

&

Se ubican estos puntos en el plano cartesiano.

o

Se unen los puntos mediante lineas.

Nota: los puntos de intervalos diferentes no se pueden unir entre si.

2.3.12 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Paralafuncién: y=f(x) =Vx2+6x+5

a. Determine el dominio.

b. Realice su grafica.
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C. Determine intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

d. Determine si es continua o discontinua.

Procedimiento

a. Se determina el dominio haciendo la cantidad subradical mayor —igual que cero:

x2+6x+5=>0

Por lo tanto, se resuelve la ecuacion:

xz +6x+5= O, factorizando:

xz +6x+5=0- (x + 5)(x + 1) = 0, igualando cada factor a cero y despejando X:

(x+5)=0->x=-5
o

x+1)=0->x=-1

Se ubican estos puntos en la recta numérica:

T x=-1

__________________ ++++++++

-6 _4 >
x=10

X:—gﬁ X=—'4 ([:])2 +6{|:|)+5
(- 6)" +6(-6)+5 (- 4V +6(- 445 N
om0 16— 2445 Fositiva
Fogitiva MNegativa

2
llustracién 18. Dominio de la funcién Y = f (X) =+/X"+6X+5
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Df. x € (—,—5] U [—1, +0)

b. Grafica:

Los valores de x a dar son: el menos cinco y cuatro valores a la izquierda de x =-5y el menos uno y cuatro valores
aladerechadex=-1.

J(—6)2 +6(—6) +5

TABLA DE VALORES:

- y=f(x)=vVx2+6x+5 Y (x,y)
< -9 \/ 972+ 6(_9) + 5 5.65 (-9,5.65)
z -8 \/ 8+ 6(_8) 1 5 458 (—8,4.58)
—— -7 \/(_7)2 6T 15 3.46 (-7,3.46)
d -6 2.23 (—6,2.23)
[

EXTREMO -1 J(—l)z (1)t 5 0 (-1,0)
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0 J(—O)Z ) b 223 (0,2.23)
1 \/ (% +6(1) £ 5 3.46 (1,3.46)
2 J P 4.58 (2,4.58)
3 \/ 37 +63) 15 5.65 (3,5.65)

La grafica es la siguiente:

llustracion 19. Gréficade Y = f (X) =-/X? +6X+5

C. Crecimientoy decrecimiento:
o Crece: (—1,+)
e Decrece: (—o0,—5)

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

Q UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 11

2. Paralafuncion:

y=f@) =VI=%

a. Determine el dominio.
b. Realice la respectiva gréfica.
C. Determine intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

d. Determine si es continua o discontinua.

Procedimiento

a. Dominio: se toma la cantidad subradical 2 — x y se hace mayor —igual que cero:
2—x20->—x=>2-2-x<2

PISTAS DE APRENDIZAJE @
N

TENER EN CUENTA

Al multiplicar los miembros de una desigualdad por
un numero real negativo, la desigualdad cambia
de sentido.

Por lo tanto, el dominio de la funcién es:

D xe (—0.2]
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b. Gréfica

Se asignan valores empezando en 2 y menores que 2, se puede ver en la siguiente tabla:

X y=f(x)=v2-x Y (x,y)
2 VZ=2 =0 0

1 VZ-1=+v1 1

0 VZ=0=+2 1.41

-1 JZ- D=3 1.73

-2 JT=CD - 2

La grafica se muestra en la siguiente figura (fig. 22)

T T T
—q L L

‘W

|
N
W

N

[
| [ | [ ‘ [ | [ |

|

| L | L ‘ L | L |
[
|

o o
—= —1 [a] 1 z+
1

llustracion 20. Graficade Y = f (X) =+/2—-X
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C. Crecimiento — decrecimiento

Decrece: (—,2)

d. Continuidad o discontinuidad:

La funcién @S continua.

PISTAS DE APRENDIZAJE @
N

TENGA PRESENTE

Si el dominio de una funcidn irracional son todos los
numeros reales (esto se presenta cuando la raiz es
impar o cuando la inecuacion no tiene solucidn). Para
hacer su grafica se puede tomar como referencia el
cero (de valores X a la izquierda y a la derecha del cero).

TRAER A LA MEMORIA

Una funcion irracional es continua en todo su dominio.

v,

3. Paralafunciény = vV—3x2 — 10x + 48

Determine:

a. Dominio.

b. Hane:f(—g)
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Procedimiento

a. Dominio: se toma el polinomio subradical y se hace mayor —igual que cero:
—3x?2—10x+48>0

e Sesoluciona la inecuacidén: se utilizaréd el método de los intervalos:

3x2 4+ 10x —48 < 0 se multiplica por -1 (cambia el sentido de la inecuacién)

Se toma la ecuacion:

3x2 + 10x — 48 = 0 se factoriza (polinomio de la forma ax? + bx + c):

3 ) 9x% +10(3)x — 144
§*3x +10x—48=0 - 3 =0-

(3x+18)*(3x-8) 0 - 3(x+6)%(3x—8)

3 3 =0 Simplificando por 3:

(x + 6) * (3x - 8) = 0 seiguala cada factor a cero:
x+6)=0->x=-6

(2

Bx—8)=0-x=;

Se representan sobre la recta numérica:

8

Se forman 3 intervalos y se toma un nimero cualquiera de cada uno de ellos y se reemplaza en la ecuacién original.

A= (—,—6): (-7): 3(7)% + 10(7) — 48 = 147 + 70 — 48 = 169 > 0
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B= (—6, g) (0): 3(0)% + 10(0) —48 = —48 < 0

Tenemos la inecuacion 3X% + 10x —48 < 0 y al reemplazar los valores asignados, el Unico intervalo

que cumple con las condiciones (ser menor que...) es el intervalo B, por lo tanto la soluciéon de la inecuacion y
dominio de la funcién es:

8
D; xe€ l—6,§]

64 80 —64 + 80 + 144
+ 48

C. Su grafica es la siguiente:
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T 1 T T T T
| —= —1 0 1 2o
- Jl\.}.. -1
— = —_ 83—
[ I e | |
- = H_\-\"""-_\_\__H -
— = S & —
: S |
| 4 4 \ 4 |
T —=2 —1 fu] 1 22 7]

| ' | | | |

2.3.13 FUNCION ALGEBRAICA

Se llama funcién algebraica a una funcién f que puede expresarse como combinaciones de sumas, restas,
divisiones, potencias o raices de funciones polindmicas.

Entonces todas las funciones polindmicas, racionales e irracionales son algebraicas, pero también lo son cualquier

combinacién de éstas.

2x-3

EJEMPLO1: y = g(x) = e

Vx
5x+2

EJEMPLO2: y = h(x) =

Nota: para determinar el dominio de estas funciones se debe tener en cuenta el tipo de funciones que se estan

combinando.
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2.3.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Determine el dominio de las siguientes funciones

1-y=f(x)=4"1

X

Procedimiento

a. Dominio:
o Enelnumerador se debe cumplir que: X = 0
e Eldenominador se debe hacer diferente de 0, esto es: x—1#0-x+1

En general, tenemos que hacer: X = 0 Y X F 1

Ubicando estos valores en la recta numérica, tenemos:

x=10 r=
+++++ +++++++

1 1 2

1

i=—

2
r=-1 ] =2
V-1 2 2
Negative Fositivo Fogitive

JX

llustracién 21. Dominio de la funcion Y = f(X) = 71
X —

El dominio de la funcion es:: Dg:x € [0,1) U (1, +0)

b. Gréfica:

Su grafica es la siguiente:
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I I I I |
—_2 —1 n] 1 2
34 | 34 —
B '“"'_}- | |
17 4 |I 17—
R | J
- 'I'\.‘- -
| . .
H_H_—__———_
— 0 : —— - : 0
i “‘“‘\\ X |
| '|I |
i \ ]
|
— —317 -+ ll — 7 —
——2 —1 a |1 — Bt —
| | | | |

Z2-9
2. y=f(x) = |5=

Procedimiento

a. Dominio:

2
B . x“-9
* Enlaraizse debe cumplir que: >— >0

e Enlaraizel denominador de la fraccion tiene que ser diferente de cero:

2x—1+#0

Entonces, obtenemos los siguientes puntos:

xz — 9 = 0, ractorizando (x + 3) * (x - 3) = 0, igualando cada factor a cero:
x+3)=0-x=-3
x—3)=0->x=3

1
2x—1=0—>2x=1—>x=§
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Los representamos en la recta numérica:

x=-3 x=1/2 X=3
-------- ++++++++++++ ||+ +

r=-4 y=—1 0 x=1 =4
(—4Y -9 (-1f -9 (1) -9 (4 -9
2f—4) -1 SC0-1 2(1)-1 2(4)—1

16-9 1—0 1-5 16 -8
-8-1 o1 21 g8—1
7 -8 -8 7
-9 = 1 7
Negativa Positive MNegative Fositive

x? -9

Figura 24. Dominio de Y = f(X): o1

Dominio: Df =XE€ [—3,%) U [3, +0)

1. . . . ) 1
Nota:en x = > el intervalo es abierto, ya que en dicho valor el denominador se hace cero, es decir, x = 2
es un polo.

b. Gréfica:

Su gréfica es la siguiente:
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T T T T T
= —2 —1 ] 1 2 u
—313-25 A | 1325 —
= I u
— 7.5 = |] 5 —
- | .

|'
B ."ll i
= A u
A
— S 75 = / S D —
= ;/_ .
= ________—f’f | u
— e 1 T 10—
= x| u
—2 —1 L] 1 =
1 1 1 1 1

20%—7
3.y=g(x) =ﬁ

Procedimiento

Es una funcion con un radical en el denominador, por lo tanto, este denominador se hace mayor -igual que ceroy
también diferente de cero quedando entonces, el denominador mayor que cero, asi:

5—-3x>0

e Seiguala a cero, se encuentra el valor de x:

5—3x=0—>—3x=—5—>3x=5—>x=§

e Se ubica este valor en la recta numérica:
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5
r=—
++++++++++ 3.
1 2 3

xX= [:] X = 2

5-3(0} 5-3(2)

3 -1

Fositive Negative

20x -7
llustracién 22. Dominio de la funcién Y = (X) =
5-3x
. . 5
e Dominio: x € (—x, 5)
b. Gréfica:
Su grafica es la siguiente:
- 11 o 1 | >
—FA-S — |I FA5—
L | i
L | i
- I -
-38.75 =+ -"ll 38.75 —
L / A
L //"fr i
- _F__'_'_,_,_,--“‘/ -
—a | T T | 0 —
- _______————_________ x| a
——38.7F5 1 —38. 75—
: —2 —1 0 1 2 :
1 | 1 1 1
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PISTAS DE APRENDIZAJE

TENGA PRESENTE

Una funcion algebraica es continua en todo
su dominio.

Para graficar estas funciones se veran mas adelante técnicas apropiadas, utilizando la derivada. Se puede hacer
la grafica, utilizando el applet de la pagina: http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/index.htm

También lo podemos hacer utilizando una herramienta informatica como el Excel o el Derive.
Enlaces dominio funciones algebraicas.

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=N-5-UZszfWo&feature=fvw

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=10Y19h2EUgk&feature=related

Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=y7pyPffUOkA&feature=fvsr

2.3.15 FUNCIONES TRASCENDENTES

Son funciones que no son algebraicas, entre estas estan las funciones exponenciales, las funciones
trigonométricas, las funciones logaritmicas, las funciones trigonométricas inversas, las funciones hiperbdélicas,
entre otras.
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2.3.15.1 FUNCION EXPONENCIAL

Funcidn Exponencial: Enlace

Es una funcién de la forma: y = f(x) = b9® (Exponencial general) que cumple las siguientes condiciones: b >
Oyb+1

e DOMINIO:

El dominio de esta funcién depende de g(x).

2.3.16 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Determine el dominio de las siguientes funciones:

1.y =f(x) =5*

Procedimiento

Es una funcién exponencial que tiene en el exponente un polinomio, por lo tanto, su dominio corresponde a todos
los nimeros reales.
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Df: X GRe
2.y = f(x) = e¥*!

Solucion

Como en el exponente hay una funcion lineal, entonces el dominio de la funcion es Dg:x € R, .

5x

3.y =f(x) = ex-2
Procedimiento

Como en el exponente hay una funcién racional, se toma el denominador y se hace diferente de cero, por lo tanto,
el dominio serdn todos los nimeros reales menos las asintotas verticales y/o los huecos, esto es:

x—4=0->x=4

Por lo tanto, el dominio de la funcién es Ds:x € R, — {4}

e GRAFICA DE FUNCIONES EXPONENCIALES:

Si el dominio es X € IR para su grafica asigne a X el cero y aproximadamente 2 o 3 valores a su izquierday 2 0 3
valores a su derecha.

Nota: si el dominio no son todos los nimeros reales, para graficar siga las pautas de la grafica de la expresiéon que
esta en el exponente.

2.3.17 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Paralafuncion:y = f(x) = 5%
a. Determine el dominio:
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Como es una funcion lineal el dominio son los numeros reales: Dg: x € R,.

b. Determine los interceptos:
e Conelejeysehacex =0entoncesy = 5% - y = 1, el intercepto con el eje y es el punto
(0,1).
e Con el eje x no tiene intersecciones, ya que siy =0 queda0=5" < log, 0 =X, el logaritmo de

cero no existe, por lo tanto la ecuaciéon no tiene solucién.

c. Grafique. Los puntos para la grafica se muestran en la siguiente tabla y la grafica
se muestra en la figura 26.

X y=fx)=5 Y (x,y)

< -3 5-3 =%=%5 0.008
2 -2 52 _ % _ % 0.04
% -1 5-1_ % 0.2
of
™
INTERCEPTO 0 5° 1 (0,1)
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52

II | I

d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Crece en el intervalo: (—oo, +0)

K™

llustracién 23. Graficade Y = T (X) = 5
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2. Paralafuncién: y = f(x) = 35%+1

a. Determine el dominio: que son todos los numeros reales, ya que en el exponente
hay un polinomio:

D;:x €eR,

b. Determine los interceptos:

e Intercepto con el eje Y: se hace X = 0

Entonces:
y= f(x) — 35x+1 — 35(0)+1 — 31 =3
Por lo tanto, el intercepto con el eje y es el punto de coordenadas: (0,3)

e Intercepto con el eje X: con el eje X no tiene intersecciones, yaquesiy = 0, Ia ecuacion 0=

35x+1 . L,
, no tiene solucién.

C. Gréfica:

Nota: para hacer la grafica, se debe asignar a x: el cero y cinco valores a su izquierda y cinco a su derecha, como
lo muestra la tabla.

X y = f(x) = 35x+1 Y
-5 35(-5)+1 — 3-25+1 _ 3.54 % 10712
1
-24 _
3 = ﬁ
—4 35(—4)+1 — 3—20+1 — 3—19 8.6 * 10_10
1
= ﬁ

-3 5(=3)+1q-15+1 _ o-14 _ 1 2.09 %1077
SRRyl = 2 =31

b Gratuita Macional: 018000 410 2053 Calleb1Me 51 27 F Medellin - Colormbia S ) Ulemingon £ Reminglon_Fiu

wrw uniremington. educo




UNIREMINGTON' MATEMATICAS II

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

=
w

—2 35(-D+1 = 3-10+1 - 379 5.08 + 1075

< 1

a

m -1 5(-1)4+12-5+1 _ -4 _ 1 0.012

35(-D+13-5+1 _ 3-4 _ F
]
|
INTERCEPTO 0 35(0+1 = 30+1 - 31 3

EJEY

1 35(1)+1 — 35+1 — 36 729

2 35(2)+1 — 311 — 312 531441

DERECHA

35(3)+1 _ 315+1 _ 316 43046721
4 35(@)+1 — 320+1 _ 321 10460353203
5 35(5)+1 — 325+1 2541865828329
— 326

La grafica se muestra en la figura 27.
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T T T T T T
I me L4 L . 102645 |
I
| jh}L | |
B | | i
f
| I| i
— 5843 -+ i 6843 —|
|
B | J
|
B { J
i / |
/
— 34215 —4 llll 39421 .5 —
= .'ll .
!
- ; —_— . . o —
= I -
= -1 0 1 TFA=LS
1 1 | 1 1 1
. ™ _ f _ 35x+1
llustracion 24. Graficade Y = (X) =

d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

La funcion crece en el intervalo: (—oo, +00)
2x—1
3. Paralafuncion:y = f(x) = ex?-4

a. Dominio:

Como en el exponente hay una funcién racional para determinar su dominio se hace el denominador del

exponente igual a cero:

xz — 4 = 0 se factoriza (diferencia de cuadrados)

xz —4=0- (x + 2) * (x - 2) = () se iguala cada factor a cero y se despeja X:
x+2)=0->x=-2
(x — 2) =0->x=2Porlo tanto, el dominio de la funcidn es:

Dix+2 y x+ -2 o Df=x€eR,—{2,-2}
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b. Interceptos:
o Sji x =0 setiene:

2(0)-1 1 1

y:e(0)2—4—>y=e—_4—>y=eZ—>y=1.284...

El intercepto con el eje y es el punto de coordenadas: (0,1.284 ...)

e Con el eje X no tiene intercepto.

C. Gréfica

Para la grafica se asignan a x cinco valores a la izquierda de —2, cinco valores entre =2y 2, y cinco valores a la
derecha de 2. A continuacion se muestra estos valores en la tabla.

X 2x—-1 Y x,y)
y = f(x) = ext-4
—7 2(-7)-1 0.7
< e(-71%-4
z —6 2(-6)—1 0.6
e(—6)2-4
|
-5 2(-5)-1 0.5
- =,
N —4 2(-4)-1 0.4
e(-9?%-4
-3 2(-3)-1 0.2
e(—-3)%-4
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-2 2(-2)-1 nada o
e(-2)%-4
1 2(-1)-1 27
e(-D?*-4
0 2(0)-1 12
e(0)2-4
1 2(1)-1 0.7
e(D?-4
2 2(2)-1 nada o
e(2)2-4
3 2(3)-1 2.7
<L o
( ’ 4 2(4)-1 17
e®?*-4
ﬂ: 5 2(5)-1 15
L o
Q 6 2(6)-1 14
e(6)2-4
7 2(7)-1 13
e(M-4
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d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

e Lafuncidn crece(—OO, 00)

-3

2x-1
llustracion 25. Graficade Y = f(X) =€ x*-4

4. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=Uee7HeiCkt4

5. Enlace 2:http://www.youtube.com/watch?v=pogo0SmmSbE

6. Enlace 3: Solucién de ecuaciones exponenciales.

http://www.youtube.com/watch?v=aPVTZAxOykY&feature=PlayList&p=77286F52BE3722A4&index=0&playnext
=1

EJEMPLO7Y: solucién de ecuaciones exponenciales.

http://www.youtube.com/watch?v=wW7UQGAw sA&feature=PlayList&p=77286F52BE3722A4&playnext=1&pla
ynext from=PL&index=2
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PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA EN CUENTA

Una funcion exponencial es continua en todo
su dominio.

2.3.17.1 FUNCION LOGARITMICA

Enlace 1:http://www.youtube.com/watch?v=FGwxP3F5Qj0

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=MMXOEhzSsYY

Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=avU90orGN oc

Es una funcién de la forma:

y = f(x) = logp g(x)

Conb>0yb+1
e DOMINIO:

Para hallar el dominio se debe resolver la inecuacién: g(x) > 0
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2.3.17.2 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO
Determine el dominio y los intercepto de las siguientes funciones:

1.y =f(x) =logsx
Procedimiento

a. DOMINIO

Se plantea y se soluciona la inecuacion: x > 0 entonces el dominio de la funcidn es:

Df:x € (0,+0)

b. INTERCEPTOS

o Conelejeysix=0- y=10og30mno existe, porlotanto no hay intersecciones con el eje y.

e Conelejex: y=0yY=0=0=10g;X=0=x=3"=x=1= (1,0).

0 = log; x, expresandolo en forma de potencia *, 3V0=x-x=1

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA PRESENTE

logR=e—~a=R

2.y =f(x) =log,(2x — 3)
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Procedimiento

a. Dominio: recuerde que para hallar el dominio se hace g(x) > 0

3
2x—3>0—>2x—3=0—>2x=3—>x=5

Ubicando este valor en la recta numérica:

— O\ 727222 A o0

3

Se toman valores en los intervalos indicados y se remplazan en la ecuacion dada:

i=2
........... R R A A s
T 1 2. 3
x:l:l X:E
2(0)-3 2{2)-3
-3 1
Negative Fasitiva

llustracién 26. Dominio de Y = f(X) = I0g2 (2x-13)

L L 3
Por lo tanto, el dominio de la funcion es: Dy = (E’ +00)

b. Interceptos

e Intercepto con el ejey:

Sehacex=0->y=10g,(2*0—3) > log,(—3) No existe

Por lo tanto, No hay interseccién con el ejey.

e Intercepto con el eje X:
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Se hacey = 0 - 0 =log,(2x — 3) Aplicando la definicién, tenemos:
2x — 3 = 2% Recuerde 2° = 1

2x—3=1-2x=14+3-o2x=4->ox=->x=2

N |

La interseccién con el eje Xesel punto de coordenadas: (2, 0)

3.y = f(x) = log(x* — 4)

Procedimiento

a.Dominio: Se hace x*—4>0
x% — 4 = 0 Factorizando e igualando a cero cada factor:
X2 -4=0->(x+2)x(x—-2)=0
x+2=0->x=-2 o0x—-2=0->x=2
Se ubican estos puntos en la recta numérica y se tiene:

md JAANIAATIANRIANIANNIANNNANNN(G /1T 40

-2 +2

Se toman valores en los intervalos indicados y se remplazan en la ecuacion dada:

x=-—2 ~TTTTTTTTTTTTTTTTTmmmmTmmmmEEETOT x=2
++++++ ++++++
-3 -P -1 1 ¢’ 3
x=-3 N x=3
(-3 -4 (0} -4 G -4
9-4 8-4
0—4 o
Fasitiva Negative Fositive

y=f(x)= Iog(x2 —4)

[lustracién 27. Dominio de
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Por lo tanto el dominio de la funcién es: Dg: x € (—,2) U (2, +0), o también Dy = R, — [—2,2]

a. Interceptos
o Conelejey:sehacex=0

Si x=0-y=10g((0)* —4) > y = log(—4) no existe, por lo tanto no hay intersecciones con el eje y.

e Coneleje X:sehacey =0

Si y=0—>0=log(x2—4)—>x2—4=100

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TRAER A LA MEMORIA
Cuando en el logaritmo no aparece la base,
éste es de base diez (10)

x> -4=10">x*-4=1->x>=1+4->x*=5

la ecuacién, tenemos:

\/;=i\/§—>x=i\/§

Sacando raiz a ambos lados de

x=\/§ax=—\/§

Por lo tanto, las intersecciones con el eje X son los puntos de coordenadas:
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(—5,0)~(¥5,0)
4.y =In(5x + 10)

Procedimiento

a. Dominio:sehace 5x+10>0
5¢+10 >0

5x + 10 — 10 > —10 Inverso aditivo de +10 es -10

5x > -10

5x
5

> —T10 Se divide por 5 ambos lados de la inecuacién
x> -2
Por lo tanto, el dominio de la funcién es el intervalo:
Df:x € (—2,+)
b. Interceptos

e ConelejeY:sehacex=0

Six=0-y=In(5%*(0)+10)>y=In10 -y = 2.302

La interseccidn con el eje Y es el punto de coordenadas: (0, 2.302)

e Coneleje X:sehacey = 0
Si 'y = 0-0= ln(5x + 10) - 5x+10 = eO. Continua en *
e. esla base de los logaritmos naturales.

f.
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PISTAS DE APRENDIZAJE  /—~\

4 U@ | A
TENER EN CUENTA

La constante matematica es uno de los mds importantes niimeros reales. Se re-
laciona con muchos interesantes resultados. Por ejemplo, la derivada de la fun-
cion exponencial f(x)= €' es esa misma funcion. El logaritmo en base se llama lo-
garitmo natural o neperiano. El nimero €,conocido a veces como nimero de
Euler o constante de Napier, fue reconocido y utilizado por primera vez por el
matematico escocés John Napier, quien introdujo el concepto de logaritmo en
el calculo matematico.Es considerado el nimero por excelencia del calculo, asi
comomlo es de la geometria y el nimero 7 del analisis complejo. El simple hecho
de que la funcién @' coincida con su derivada hace que la funcién exponencial
se encuentre frecuentemente en el resultado de ecuaciones diferenciales sen-
ciellas. Como consecuencia de esto, describe el comportamiento de aconteci-
mientos fisicos regidos por leyes sencillas, como pueden ser la velocidad de va-
ciado de un depdsito de agua, el giro de una veleta frente a una rafaga de
viento, el movimiento del sistema de amortiguacion de un automovil o el cim-
breo de un edificio metalico en caso de terremoto. De la misma manera, apare-
ce en muchos otros campos de la ciencia y la técnica, describiendo fendmenos
eléctricos y electronicos (descarga de un condensador, amplificacion de corrien-
tes en transistores BJT, etc.), bioldgicos (crecimiento de células, etc.), quimicos
(concentracion de iones, periodos de semidesintegracion, entre otras), y
muchos mas. El nimero € , al igual que el nimerom y el numero aureo (), es
un irracional, no expresable por la razén de dos enteros; o bien, no puede ser
expresado con un numero finito de cifras decimales o con decimales periddicos.
Ademas, es un numero trascendente, es decir, que no puede ser obtenido me-
diante la resolucion de una ecuacién algebraica con coeficientes racionales.
Su valor aproximado (truncado) es:
= 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995...
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66

e’ es el Ginico nimero °a, tal que la derivada de la funcién

exponencial f(x) = a’(curva azul) en el punto °x°= °0 es igual

a 1. En comparacién, las funciones 2*(curva a puntos) y 4x

(curva a trazos) son mostradas; no son tangentes a la linea
de pendiente 1 (rojo).

Tomado 05 de agosto de 2013 de: es.wikipedia.org/wiki/-

Namero_e| , ,

9
*5x+10=1—>5x:1—10—>5x=—9—>x=—§
Por lo tanto, la interseccién con el eje X es el punto de coordenadas:

9
(— =, 0 )Buscar en los links indicados a continuacién y resolver los ejercicios alli planteados:

5
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5. http://www.youtube.com/watch?v=h-6XK99tcVo

6. http://www.youtube.com/watch?v=ugxhemt8fcl&feature=related

ASPECTOS A TENER EN CUENTA PARA OPERAR CON LOGARITMOS:

La calculadora solo tiene dos teclas para trabajar logaritmos:

e latecla log que significa logm (Iogaritmo en base 10).
o Llatecla l,quessignificalo g, (logaritmo en base e).

Calcular el valor de un Iog o un IN, con estas calculadoras es sencillo.

En una calculadora Casio fx —82MS o similar, que se identifican porque ellas operan igual que como se escribe,
el procedimiento es el siguiente:

EJEMPLOS:

Obtenga el valor de los siguientes logaritmos:

a. log 20: digite: la tecla log, el nimero 20, la tecla igual y el resultado obtenido es:
1.30109996

La secuencia es:

1.30109996

b.In135; p,ite 12 tecla In, digite el namero 135, digite la tecla igual, el resultado
obtenido es: 4-. 905274778, la secuencia es:
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4.905274778

Nota: cuando la base del logaritmo es diferente a 10 o del ndmero e, se debe hacer cambio de base, para ello se
aplica la siguiente formula:

_logb Inb
“loga Ina

log, b

EJEMPLOS:

Calcule los siguientes logaritmos:

log, 24 — 824 _In2%_ , 84962501
- 1082 2% = log2 1n2
log625 1In625
b. log; 625 = = = 5.859894083

log3  In3

e GRAFICA DE FUNCIONES LOGARITMICAS:

Se debe asignar valores a X dentro de cada intervalo, se recomienda asignar a X aproximadamente cinco valores
por intervalo, empezando en un valor ligeramente mayor o menor que cada extremo del intervalo.

Nota: los extremos de cada intervalo son asintotas verticales.
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2.3.18 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Paralafuncion: Y = f(X) = logzx

Determine:

e El dominio.

e |osinterceptos con los ejes coordenados.
e |agrafica.

e Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Procedimiento

a. Dominio: para calcular el dominio de la funcién se hace x > 0

Por lo tanto, el dominio de la funcion es:

Dg:x € (0,+)

b. Interceptos:

e Intercepto conelejex:sehacey =10
Si y =0 - 0 =log, x aplicando la definicion, tenemos
20=x-5x=1

La interseccion con el eje x es el punto de coordenadas: (1, 0)

e Intercepto con el eje Y:se hace X = 0

Yy = logz Xy = logz 0, el logaritmo de cero no existe, por lo tanto, la funcién no tiene

interceptos con el eje Y.

C. Realice la grafica:

Los valores se muestran en la tabla, la grafica se muestra en la figura 31.
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x =0 es una asintota vertical.

- X y=f(x) =logyx y x,y)

0 log, 0 No existe, hay

Asintota vertical

0.2 log 0.2 —2.32
1 2=
< 0820 log 2
0.5 log 0.5 -1
u log2 0.5 = log 2
log, 1 = log 2
o - wz
log, 2 = log 2
3 logs 3 = log 3 1.58...
829 = log 2
4 _log 4 2
logz 4 = log 2

Nota: recuerde que para resolver el logaritmo se debe cambiar la base (ver propiedad).
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T T I T T
| — —1 Q 1 2 -
[ .u.}. ]
— 2.5 —_ 3.5
— O | t o —]
B //-— ] |

/
— i —3.5 |
|II
B L |
- I -
1
7 | |
—2 —1 ] 1 2
| | 1 | |

>

llustracion 28. Graficade Y = f(X) = Iog2

d. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Crece en el intervalo: (O, -I—OO)

2. Paralafuncion: Yy = f(X) = log5(2x — 10)

Dominio: se hace 2x — 10 > 0, se soluciona la inecuacién

2x — 10+ 10 > 0 + 10 Inverso aditivo
1 1 T .
2x > 10 - (2x) (E) > (10)(3) Inverso multiplicativo

x>5

Por lo tanto, el dominio de la funcion es el intervalo: Df: X € (5, +00)
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a. Interceptos:

e Intercepto con el eje x: se hacey = 0
Siy=0-0=10gs(2x — 10) aplicando la definicién, tenemos
50 =2x-10
1=2x-10->2x-10=1>52x-10—-1=0->2x—-11=0

11
2x=11—>x=7

11
La interseccion con el eje x es el punto de coordenadas:(?, 0)
e Interceptoconelejey:sehacex =0

Yy = 10g5(2* 00— 10) - Yy = log(—lO) no existe, por lo tanto, no tiene

interseccion con el eje Y

b. Grafica

Los valores se muestran en la tabla, la grafica se muestra en la figura 32.

x =5 es una asintota vertical.

Asintota 5 logs(2 x5 — 10) =logs(0) No existe

vertical
6 logs(2 *6 — 10) = logs(2) 0.43... (6,0.43)
7 logs(2 «7 —10) = logs(4) 0.86... (7,0.86)
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DERECHA

logs(2 * 8 — 10) = logs(6)

logs(2 9 — 10) = logs(8)

logs(2 10 — 10) = log 10)

logs(2 *11 —10) = logs(12)

MATEMATICAS Il | 15
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1.11... (8,1.11)
1.29... (9,1.29)
1.463... (10,1.463)
1.54... (11,1.54)

c. Determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Crece en el intervalo: (5, +00)

I
- —8

—2-5

I
—a

= -

g
.

I I I
4 =] T
2.5 —
125 —
T
.J"/ .
S/
+ .
F
| 1 I|ll v - o —
| x

| 4

|

|
| 4

|
| i
| —1.25 —
4 =] _
| ' |

llustracion 29. Graficade Y = f (X) = |Og5 (ZX —10)
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NOTA: Una funcion logaritmica es continua en todo su dominio.
En el siguiente enlace presenta una vision de las funciones: cuadratica, logaritmica y exponencial.

http://www.youtube.com/watch?v=bSgmISW-RVY&feature=related

e  Funcidn definida por tramos

Este tipo de funciones también reciben el nombre de:

Funcién definida por partes o funcién definida por tramos o funcion seccionalmente definida.

2.3.19 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

_ y 1—-x, six<1
1. Grafique la funcion: y = f(x) = 22 six>1

Procedimiento

a. Cuando: x < 1 se debe utilizar f(x) = 1 — x, como es una linea recta se asignan
dos valores (cualquiera) a x, en este caso se asignan el 1y el —2 para hacer su

grafica.
X fx)=1—x Y (x,y)
1 1-(1)=1-1 0
-2 1-(-2)1+2 3

Nota: el valor correspondiente a x = 1 si hace parte de esta grafica, por esto se coloca en dicho punto un punto
lleno.
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b. Cuando: x > 1, se debe utilizar f(x) = x?%, es una parabola, se da a x valores de 1

en adelante:
X f(x) = x?
1 (1)?
2 (2)2
3 (3)?
4 (4)?
5 (5)2

<

x,y)

16

25

Tenga en cuenta que para este tramo el valor x = 1 no hace parte de esta figura, para indicar esto en la gréfica

se hace con un punto hueco (o en blanco).

La grafica se muestra en la figura 33.
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1-xsix<1
x? si x>1

llustracién 30. Graficade Y = f(X) = {
2. Parala funcion:

3x+2 sixS—Z}
x2+1 six> -2

y=f(x) ={
a. Calcule:f(O), f(_l)' f(—Z), f(lO), f(_s); f(—Z)

Procedimiento

como X = 0 es mayor que—z, debemos reemplazar en el tramo: xz +1

e f(O=(0)2+1=1

Como X = —1 es mMayor que— 2, debemos reemplazar en el tramo: xz +1

e f-D=(-1*+1=1+1=2

como X = 10 es mMayor que— 2, debemos reemplazar en el tramo: xz +1
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e f(10)=(10)2+1=100+1 =101

Como X = —5 esmenor que — 2, debemos reemplazar en el tramo: 3x+ 2

e f(-5)=3%(-5)+2=-15+2=-13

Como X = —2 es igual a— 2, debemos reemplazar en el tramo: 3x+ 2
o f(-2)=3*(-2)+2=-6+2=—-4

b. Gréfica:

Procedimiento

Para graficar esta funcién se dan 5 valores a x menores o iguales a — 2 (incluyendo el — 2) y se reemplazan en
3X+2.Ysedan 5 valores a x mayores que — 2 (sin incluir el — 2) y se reemplazan en x* +1.

Para ello se completa la siguiente tabla de valores:

LINEA RECTA I PARABOLA

X 3x+2 Y I X x*+1 Y

-6 3(—6) +2 —-16 -1 -2 +1 2
=-18+2 =1 aF 1

-5 3(-5)+2 -13 0 (0)2+1 1
=—-15+2 =0+1

—4 3(—4)+2 -10 1 (D2+1 2
=—-12 ar 2 =1 + 1
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-3 3(-3)+2 -7 2 2)?%+1 5
=-9+2 =4+1
-2 3(-2)+2 —4 3 3)?2+1 10

3Xx+2 si x<£-2

llustracién 31. Gréfica de la funcion Y = f (X) = 2 .
X“+1 st x>-2

Enlaces para funciones por tramos:

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=jkUW3dtMSyU&feature=related

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=F8IDKIw4N-U&feature=related

Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=5752EpuyYOw&feature=related

e Algunas funciones especiales:
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e  Funcidn valor absoluto de x, que se escribe como:
y=fx) = |x|
Esta funcién toma cualquier nimero y lo convierte a positivo.

Se define:

xsixZO}
—xSix<0

y=f@x) =lxl ={

El dominio de esta funcion son todos los nimeros reales: Df: X € Re

2.3.20 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
Ly=f(x) = x|

Hallar:

f2) =2
.f(=3)=3
f(0)=0
3 3
f(=3) =3

o 0o T o

e GRAFICA DE LA FUNCION VALOR ABSOLUTO

Su gréfica es de la forma (forma general):
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I I I I I
| =2 —1 0 1 2,
- Jh-}__ -]
1 - 1 ]
— o f I o —]
a
- 2 —11 a 1 .
1 | 1 1 1

2. Realice la gréfica de la siguiente funcion valor absoluto:

y=f(x)=[2x—1]
a. Dominio: el dominio de la funcidn, por definicidn, son los nUmeros Reales:
Ds:xeR,
b. Interceptos:
. Conelejex:sehacey=0—>2x—1=0—>2x=1—>x=%

El intercepto con el eje x es el punto de coordenadas:(0. 5, 0)

e Conelejey:sehacex=0-y=12(0)-1|->y=|-1| >

y=1

El intercepto con el eje y es el punto de coordenadas:(0, 1)

C. Grafica: para realizar la grafica se asignan valores a la izquierda y valores a la
derecha del intercepto con el eje x, de acuerdo a la siguiente tabla:
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< - o0
o . Het)= o ; -
Ll -1 2(-1) - 1] = |-3| 3
]
D 0 12(0) — 1] = |-1] 1
L |
Intercepto 05 12(0.5) - 1] = |-1] 0 (0.5,0)
eje x
1 12(1) - 1] = |1 1
2 12(2) — 1] = |3| 3
12(3) — 1] = |5] 5

DERECHA
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La grafica seria:

.Jln.}..
— S-S —1 5.5 —]
- H\_““-—-u_ = -
HH_H\H
HH‘*-_ -
— =275 — —_ /J-fz’_?s —
T
- ‘\-H-H‘H_H_ - /r/’/ —
—.
= | " _
\ﬁ._‘_‘ _ ///
B I kﬁ-‘h“““k___‘ / 1
o 1 — 1 o —
B | e ]
l— —=.7s — 2. TS
—= — 1 o i =
| | 1 1 1 1 .

e Funcidn mayor entero menor o igual a x.

Se escribe:

y = f(x) = [x]

Esta funcion toma cualquier nimero y lo convierte en el entero mas préximo menor o igual que el nimero de
entrada.

Dominio: el dominio de esta funcion son todos los nimeros reales, Dg: x € R,

Gréfica: su grafica es de la forma:
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®

I
| —2 —1 ] 1 24_
."ﬂ.}.
| = . =
—0 | o —|
/ x
| — 1 —_
=2 -1 0 1 74
| | | | |

2.3.21 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

a.siy =fm=[l
Hallar:
f(5)=[5]=5
f(9.5) =[9.5]=9
f(0)=[0] =0
f(—4.65) = [-4.65] = -5
f(3)=[a]=10-41=0
f(¥30) = [V30] = [5.47..] = 5

UG o

b. Grafique la funcién y = f(x) = [2x — 3]
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¢COMO SE REALIZARIA LA TABLA DE VALORES? REPRESENTELA

Su grafica seria:

-2 -1 0 1 2
4 y 4
0 | : 0-—

X
- —a 4 4
__8 4 _8_
-2 -1 0 1 2
| I I I |

e  Funcidn signo de x:

Se escribe de la forma: f(x) = signo(x)

1, six>0
Se define como:f(x) = { Osix=0 }

Para la funcién f(x) = signo(x), halle:

1. f(10)=1

3. £(0)=0
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8. f(3)=1

10. f(6) = 1

2.4 TEMA 3 — APLICACIONES

1. Se tiene una ldmina rectangular de cartdn de dimensiones a y b conocidas, véase
la figura 35.

Figura 35.

Con esta lamina de cartén se pueden fabricar cajas sin tapa y de altura X. Para ello en cada esquina de la caja se
cortan cuadrados idénticos de lado x. Véase figura 36.
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2x

b-2x | | b

a-2x

Figura 36

Luego se doblan los lados hacia arriba. Véase figura 37

T
X
“top T
) b-2x
- a-Ix—
Figura 37

El volumen de una caja de base rectangular se obtiene como:
Volumen = altura (x) multiplicada por el largo (a-2x) multiplicado por el ancho (b-2x), en unidades cubicas.

Para la caja se tiene que:
Altura = x

Largo = a — 2x

Por lo tanto, el volumen, simbolizado como v es igual a:

O PEX: 327 10 00/ Linea Gratuita Macional: 013000 410 205 2 Calle51Mo 51 27/ Medellin - Colombia  Sipueses ] Uemingian £ Remisgion_Fou

wrw uniremington. educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 16

s e iraa T oo TRANSVERSAL

v = altura * largo x ancho

Reemplazando por sus valores, tenemos:

v(x) = x * (@=2x) + (BE2X)

Efectuando la multiplicacion:
v(x) = (ax — 2x%) = (b — 2x) -
v(x) = abx — 2ax? — 2bx?* + 4x3 -

v(x) = 4x3 — (2ax? + 2bx?) + abx

La expresidn para el volumen seria, entonces:

v(x) = 4x3 — 2x*(a + b) + abx

Teniendo en cuenta la situacion anterior resuelva el siguiente problema particular:

e Se desea construir una caja de forma rectangular sin tapa a partir de una lamina de cartén de 20 cm por
15 cm. Para ello se cortaran cuadrados idénticos en las cuatro esquinas y se doblaran los lados hacia
arriba.

1. Escriba la funcion para el volumen.

Procedimiento

Se tiene que la funcién para el volumen es:
v(x) = 4x3 — 2x%*(a + b) + abx

cona=20cm y b=15cm

Reemplazando en la funcion de volumen, se tiene:

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 16

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

v = 4x3 — 2x% * (20 + 15) + (20) * (15) * x

Efectuando las operaciones indicadas:

v = (4x3 — 70x% + 300x)cm?

2. Determine el dominio matematico para esta funcién.
Por ser una funcion polinémica su Dominio es: Df X € Re

3. Determine el dominio desde el punto de vista de una situacién real para la funcién de volumen.

Procedimiento

a. Se debe cumplir que el volumen sea mayor que cero, esto es: v(x) > 0

v(x)>0->x+x(a—2x)*(b—2x)>0

b. Reemplazando los valores de ay de b en la desigualdad:

x*(20—-2x)*(A5—-2x)>0

Se tiene:

x>0, (20—2x)>0, (I5—2x)>0

C. lgualando a cero, despejando el valor de x y representando estos valores en la recta numérica:
Se tiene que:
x=0

0
20—2x=0—>—2x=—20—>x=_—2—>x=10
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—15 15
15—2x=0—>—2x=—15—>x=—2—>x=7

La solucion para la desigualdad es:

—00 0 Py 10 +oo

s e sttt o ol B I o o e S

Figura 38. Solucién de la desigualdad.

15
El Dominio para la situacion real es: X E(O, ?) U (10, +00)

Pero con valores de X en el intervalo:
(10, +00) se tendrian dimensiones negativas, lo cual, no es posible en problemas reales.

15
Por lo tanto, el dominio desde el punto de vista de una situacién real es: X G(O, 7)

15 . o
Nota: losvalores x =0 y x = ~ hose incluyen, ya que con estos valores el volumen seria igual a cero, v(x) =
0, es decir, no habria caja.

e Determine las dimensiones de la caja de tal manera que su volumen sea de 378 cm?. Dé su respuesta
con una precisién de tres decimales.

Procedimiento

Se debe plantear y solucionar la ecuacién:

v = (4x3 — 70x% + 300x)cm3 pero v = 378cm3

Reemplazando se tiene:
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4x3 —70x% + 300x = 378

Se iguala a cero:

4x3 —70x%* + 300x — 378 =0

Se saca factor comun el 2%

2(2x3 — 35x% + 150x — 189) = 0

Dividiendo por 2 ambos lados de la ecuacion:

2x3 —35x%2+150x— 189 =0

La ecuacidén se soluciona Factorizando un polinomio de grado 3, para ello se utilizard el método por evaluacion
(utilizando la divisidn sintética).

Recuerde que los posibles factores del polinomio 2x3 — 35x2 + 150x — 189 son los divisores del
término independiente:

Los posibles factores son:

x=-1-2(-1)3-35(-1)?2 +150(—1) — 189 = —376 No es factor

x=1-2()3%-35)% + 150(1) — 189 = —72 No es factor

x =[E8 - 2(=8)° - 35(=8)” + 150(=8) - 189 = [FI008INGIesIfactor

x=3-2(3)3-35(3)%+150(3) — 189 = 0 Si es un factor

Esto quiere decirque: X = 3 & x — 3 = 0 esunfactor. Para encontrar el otro factor debemos efectuar
la divisién:
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2x°> —35x2+150x — 189
x—3

Utilizando division sintética, se toman los coeficientes del polinomio del numerador, se iguala el denominador a
ceroy se despeja la x:

2 -35 150 -189 3
6 -87 189
2 -29 63 0

La ecuacion queda:

(x—3)(2x2—29x+63) =0

Se iguala cada factor a cero:
x—3=0-x=3

2x2 —-29x+63=0

Esta Ultima ecuacidn la resolvemos utilizando formula general:
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PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA PRESENTE
La formula general esta dada por:

-b +\b’ - 4ac
2a

De donde:

Lo —(29) £ V(=29 ~4(2)(63)ac 294841504

2(2) 4
29 +/377
X=—-
4
29 ++/377
x; = ———" ~11,839
4
29/=377
X, = ———— ~ 2.661

Las dimensiones de la caja, serian:
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VALOR ALTURA LARGO
VARIABLE
X 20 - 2X
x=3 3cms. 20 — 2(3) = 14cms. 15— 2(3) = 9cms.
x=2,661 2,661 20 —2(2,661) 15-2(2,661) =9,678cms
= 14,678cms
x =11,839 11,839 20 —2(11,839) Con el ancho ocurriria lo mismo que
= —3,678cms con el largo.

Se obtendria una dimension Verifique realizando el reemplazo
negativa, no es posible. correspondiente.

e Conxdetermine la cantidad de material utilizado.

Procedimiento

Serfan 5 caras ya que la caja es destapada:
Con X =3 la cantidad de material utilizado es:
Cantidad de material utilizado:

e Labase de la caja (el fondo), tendria: 14cms * 9cms = 126cms?
e Loslaterales = 9cms * 3cms = 27cms? pero son 2 - 27cms? + 2 = 54cms?
e Elladofrontal + el lado trasero: (14 * 3) + (14 * 3) = 42cms? + 42cms? = 84cms?

El material utilizado= 126cms? + 54cms? + 84cms? = 264 cms?
Conx = 2,661 l|a cantidad de material utilizado:

Siguiendo el procedimiento anterior, tenemos:
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14,678cms «9,678cms + 2 « 14,678cms « 2,661cms + 2 «9,678cms * 2,661cms
=271,676316

e Utilice las dimensiones apropiadas de tal manera que el desperdicio de material sea el mds bajo dentro
de los posibles para un volumen de 378 cm?.

Solucidon

Observando el resultado anterior, se ve que el menor desperdicio (por ser mayor el drea del material utilizado) se
presenta cuando las dimensiones de la caja son:

Altura: 2,661 cm
Largo: 14,678 cm

Ancho: 9,678 cm

2. Setiene una lamina cuadrada de cartén de lado X, véase la figura 39.

Figura 39.

Con esta lamina de cartdn se pueden fabricar cajas sin tapa y de altura h. Para ello en cada esquina de la caja se
cortan cuadrados idénticos de lado h. Véase figura 40.

h =x-2h— h

¥ - 2h

¥ - 2h
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Figura 40

Luego se doblan los lados hacia arriba. Véase la figura 41.

- y-h—

Figura 41.

El volumen de una caja de base rectangular se obtiene como:

Volumen = (Altura = largo * ancho)unidades cubicas

Para la caja podemos ver que:

Altura =h
Largo = x — 2h
Ancho = x — 2h

Por lo tanto, el volumen, que lo podemos simbolizar como v es igual a:

V=hx(x—2h)*(x—2h)

Efectuando la multiplicacion la expresion para el volumen es:

v = hx? — 4h*x + 4h3
Teniendo en cuenta la situacion problémica anterior resuelva:

Se desea construir una caja sin tapa. Para ello se tomara una ldmina cuadrada de carton y se cortaran en las cuatro
esquinas cuadrados idénticos de 5 cm de lado y se doblaran hacia arriba. Determine el dominio de la funcién de
volumen.
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Escriba la funcién para el volumen.

. Determine el dominio matemadtico para esta funcién.

Determine el dominio desde el punto de vista real para el modelo de volumen.

A wWN PR

Determine las dimensiones de la ldmina de cartén a utilizar, si la caja serd hecha para contener un volumen
de 2000 cm?.

b

Determine las dimensiones de la caja.

o

Determine la cantidad de material utilizado.

Procedimiento

1. Escriba la funcién de volumen de la caja.

e Unaforma es reemplazando h =5enia expresion
v = hx? — 4h*x + 4h3
v = 5x% — 4(5)%x + 4(5)3 = 5x> — 100x + 500 cm?

Se tiene que:

v(x) = 5x2 —100x + 500 cm3

e Otra forma puede ser de la siguiente manera:

Un cuadrado es un rectangulo que tiene los cuatro lados iguales, véase la figura 42.

Figura 42.
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Sea x el lado del cuadrado; se va a quitar en las cuatro esquinas 5 cm a cada lado de la esquina. Véase la figura

43,
S lx-2(514 5
5 5
x- 2(5)
Figura. 43

Quitando 5 cm en cada esquina el lado de la cajasera: x — 5 — 5 = x — 10 ,Véase la figura 44.

¥ - 10
o B
: | ®- 10
I I
Figura 44.
Doblando los lados hacia arriba la caja queda:
|
9]
- —— _?_
, #- 10
yd
— x- 10—
Figura 45

La funcion para el volumen es: 17(.76) = 5(x - 10)(.%' - 10)

Simplificando queda: v(x) = (sz —100x + 500)C"l3
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1. Dominio matemético: por ser un polinomio su dominio es: x € R,

2. Determine el dominio desde el punto de vista real para el modelo de volumen:

Procedimiento:

Se debe cumplir que: D (.X') >0

Esto implica que: 5(x - 10)(x - 10) >0- (x - 10) >0-x>10
Entonces, el dominio desde el punto de vista real para el modelo es:
D,:xe€ (10, +)

3. Determine las dimensiones de la ldmina de cartén a utilizar, Si la caja sera hecha para contener
un volumen de 2000 cm?3.

Procedimiento:
Se debe plantear y solucionar:
v(x) = 2000

Esto implica que:

5x% —100x + 500 = 2000

Se saca factor comun:

5(x? —20x + 100) = 2000

Se divide por 5 en ambos lados de la igualdad:

5(x*-20x+100) _ 2000
5 5

xz —20x+ 100 = 4-00, igualando a cero:

, simplificando:
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x2—-20x+100—-400=0->x*—20x—-300=0

Factorizando e igualando cada factor a cero:
(x—30)(x+10)=0
(x—30)=0-x=30
o

(x + 10) =0 - x = —10: no existen magnitudes negativas, por lo tanto x = —10 no es solucion
para el problema.

Entonces, las dimensiones de la lamina de carton deben ser: 30 cm. por 30 cm.

4., Determine las dimensiones de la caja.

Procedimiento

Observando la figura 45, se tiene que:

LARGO x—10 | 30—-10 20 cm.

ANCHO x—10 | 30—-10 20 cm.

ALTO 5cm. — 5 cm.

5. Determine la cantidad de material utilizado:

Procedimiento

Observando las figuras 43 y 44 se puede deducir que:
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Cantidad de material utilizado es igual a:

El area de la base + I veces el area de un costado.

El drea de la base= 20cm.* 20cm. = 400cm?

El drea de un costado= 20cm.* 5cm. = 100cm?

Cantidad de material = 400cm? + # ~ (100cm?) = 800 cm?

3.Se cuenta con 1200 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y sin tapa, encuentre una
expresion para el volumen de la caja en términos de una sola variable.

Procedimiento
Sean:

X" Cada lado de la base cuadrada.

Y. Laaltura de la caja. Véase la figura 46

Figura 46

Recuerde que: el volumen de la caja es igual al drea de la base por la altura de la misma.

2 2

Areay o = x*x = x* cm

Altura =y cm.
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Reemplazando, el volumen de esta caja es:

V=Xx*X*y->v=x>*%y cm3

Para escribir “y”’ en términos de “x”, se utiliza la condicion para la cantidad de material.

Cantidad de material es: 1200 cm?

Para la caja de la figura 46 la cantidad de material es igual a:

La cantidad de material de la base cuadrada mas 4 veces la cantidad de material de los cuatro costados, esto es:

Areay,s, = x * x = x*
Area ,siq40 = X * ¥ 2 son cuatro costados (4 * X * )
Material utilizado: area de la base + 4 costados= 1200, reemplazando:
x*x+4x*y=1200 - x> + 4x xy = 1200
Despejando 'y’
x*+4x+y=1200 > 1200 — x* = 4xy >

1200 — x?
- 4x

Reemplazando la expresion anterior en:

3

— 2
vV=x"xy cm. , se tiene:

, 2[1200—x2j 1200x—x°
V=Xy=V=X|—— |=>v=———0CMm

4x = 4

La expresidn para el volumen de la caja es:
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1200—x2)

v=x2*y—>v=x2*(
4x

Efectuando el producto indicado y simplificando:

3

(1200x—x3

) cm.
4

1. Determine el dominio de la expresién anterior.

Procedimiento:

Por ser una funcion polindmica su dominio es: Df: X € Re

Por ser una situacién problémica y para que pueda ser construida la caja, su dominio se debe limitar sélo a los
numeros reales que cumplan que:

1200x — x3
v(x) = — 2 >0

SOLUCION DE LA DESIGUALDAD

1200x — x3

1 >0-1200x —x3>0

Factorizando:

x(1200 — x%) > 0 > x(v/1200 + x)(¥V1200 — x) > 0
Igualando cada factor a cero, se obtienen las raices:
x=0

v1200+x =0 - x = —vV1200
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1200—x=0->x =v1200

La solucion de la desigualdad, que es el dominio para que la caja pueda ser construida, es el intervalo

D,eqi:x €(0,4/1200)

NOTA: x = V1200 = 34.6410161

2. Encuentre el volumen maximo posible de la caja.

3.

Procedimiento

Dando valores a la variable x, reemplazando en la funcion de volumen y utilizando Excel.

598 - 2517,75 3776
1184 2967,25 3942
1468,75 3168 3985,25
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3984,75

3938

3858,25

3744

3593,75

3406

3179,25

2912

2602,75

2250

MATEMATICAS Il 18

TRANSVERSAL
1408
915,75
K -
-218,75

También puedes realizar la tabla asignando los valores de x en la funcion volumen correspondiente, de la siguiente

manera:
PP e
4
1 1200(1) — (1)3 A
< 4 ) 299,75
2 1200(2) — (2)3
( 4 ) 598 U
3 1200(3) — x3
< 4 ) 893,25
M
4 1200(4) — (4)3
( 4 ) 1184
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5 1200(5) - (5)3
< ) 1468,75 E
6 1200(6) —(6)3
( ) 1746
N
7 1200(7) —(7)3
< ) 2014,25
8 1200(8) - (8) T
( ) 2272
9 1200(9) -(9)3
< ) 2517,75 &
10 1200(10) - (10)3
( ) 2750
11 1200(11) - (11)3
< ) 2967,25
12 1200(12) - (12)3
( ) 3168
13 1200(13) - (13)3
< ) 3350,75
14 1200(14) - (14)3
( ) 3514
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15 1200(15)-—(15)
3656,25
16 120(16)——(16)
3776
17 1200(17)-—(17)
3871,75
18 1200(18)—-(18)3
3942
19 1200(19)-—(19)3
3985,25
20 1200(20)—-(20)3
4000
21 1200(21)-—(21)3 D
3984,75
22 1200(22)-—(22)3 '
3938
S
23 1200(23)-—(23)3
3858,25
M
24 1200(24)-—(24)
3744
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I
25 1200(25) —(25)3
3593,75
26 1200(26) - (26)3 N
3406
26 1200(27) - (27)3 U
3179,25
28 1200(28) - (28)3 Y
2912
E
29 1200(29) —(29)3
2602,75
30 1200(30) - (30)3
2250
31 1200(31) - (31)3
1852,25
32 1200(32) —(32)3
1408
33 1200(33) —(33)3
915,75
34 1200(34) —(34)3
374
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35 <1200(35) - (35)3>

4 -218,75

Se ve que el volumen maximo es 4000 cm? y se obtiene cuando X = 20

Como piden hallar las dimensiones de la caja cuando el volumen es maximo, se debe halla el valor de Y.

<1200 - x2> <1200 - (20)2>
y=|——]->y= -

4x 4(20)

<1200 _ 400) 800 ”
= -_ = — = i
y 80 Y=70 7Y cm

Las dimensiones de la caja que permiten obtener el maximo volumen son:

Vmax = 20cm x 20cm * 10cm.

El volumen maximo también se puede determinar a partir de la gréfica de la parte pertinente de la funcion de
volumen, como se ve en la figura 47:

+6000

40
+=2000

Figura 47

4. Elsiguiente ejercicio es una adaptacién de un ejercicio propuesto por (Haeussler & Richard, 1997).
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Una empresa de TV por cable tiene 4800 suscriptores que pagan cada uno en promedio $18000 mensuales por el
servicio, un estudio determind que puede conseguir 150 suscriptores mds por cada $500 menos en la cuota
mensual.

Encuentre una expresion para el ingreso de la empresa de TV.

Solucién

Para determinar la funcién de ingreso, es conveniente llenar la siguiente tabla:

NUMERO DE VALOR DE LA NUMERO DE INGRESO
DISMINUCIONES CUOTA MENSUAL SUSCRIPTOR
DE 500 ES
1 (18000 — 500(1)) | 4800 + 150(1) | [18000 — 500(1)] = [4800 + 150(1)]
2 (18000 — 500(2)) 4800 + 150(2) [18000 — 500(2)] = [4800 + 150(2)]
3 (18000 — 500(3)) | 4800+ 150(3) | [18000 — 500(3)] = [4800 + 150(3)]

Sea g: Numero de disminuciones de $ 500 en la cuota.
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La funcion de ingreso se obtiene efectuando las multiplicaciones en la expresion del ultimo renglén y dltima
columna.

Ingreso:

r(q) = [18000 — 500(q)] * [4800 + 150(q)]
r(q) = 86.400.000 + 2.700.000q — 2.400.000g — 75.000g>

Reduciendo términos semejantes, se encuentra una expresién para el ingreso de la empresa de TV.

r(q) = —75.000g2 + 300.000q + 86.400.000

24.1 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. En una fabrica se tiene que hay en total 352 empleados, los sueldos que se pagan mensualmente oscilan
entre 1y 8.5 salarios minimos legales. Estudie la relacion que existe entre los trabajadores y el salario
mensual de cada uno de ellos, para ello determine:

a. Variable independiente.
b. Variable dependiente
C. Dominio.

d. Rango.

2
X
2. Silos valores de “x” son 3,5, 7, 8 ylafunciénes f(X) = 7, encuentre los respectivos valores de

“y”(Coloque en el paréntesis la letra correspondiente).

VALORES DE X VALORES DE f(x)

b. 5 ( ) 32
c. 7 9
() 3
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3. Determine los interceptos de las siguientes funciones:

FUNCIONES INTERCEPTOS

INTERCEPTO EJE Y: (0, —4)
INTERCEPTOS EJE X: (—2,0) y (% 0)

f(X) —5x2 +8x—4 Realiza el célculo y responde:
Si No éPor qué?
Justifique su respuesta

INTERCEPTO EJE Y: (0,0)
INTERCEPTOS EJE X: (0,0) y (4,0)
Realiza el célculo y responde:
_ _ 2
g(X)— /20X —5x Si No ¢Por qué?
Justifique su respuesta

Realiza el calculo correspondiente y encuentra:
_oxa INTERCEPTO(s) EJE Y:
h(x)=2 INTERCEPTO(s) EJE X:

Realiza el calculo correspondiente y encuentra:
( )_ 6x2 —7x-3 INTERCEPTO(s) EJE Y:
W=7 INTERCEPTO(s) EJE X:

4. pParalas siguientes funciones realice las operaciones indicadas:

fx)=5x*-3x+4 y g(x) =2x*-17x

OPERACIONES DESARROLLO OPERACIONES Y SOLUCION
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a. (f — 9)(®)
b. (f * 9)3)

. H)or-9@
d. (f 0 9) (%)

5. Enlafigura5 se observa la grafica de una funcion f (X)

y

-2 -1

-1

-2

Figura 5. Grafica de una funcién f ()

Teniendo en cuenta la figura 5, determine:

d. Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
b. Las coordenadas de los interceptos con una cifra decimal.
C. Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

d. Indique si la funcién es continua o discontinua, explique.
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6. Determine el dominio, los intercepto y grafique cada una de las siguientes funciones:

3. f(x)=6x"-11x+4

b, f(xhx*-25

7x-3
C t=ge s

Para las funciones anteriores determine intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento. Diga en qué
puntos la funcién es discontinua.

7. Grafique: y = f(X)= ‘ZX +2q
8. Grafique: y=1f(x)= ‘XZ —5x+ 4‘

9. paralafuncion: Yy = f(x) =[[2x—3]] realice su grafica (elabore Ia tabla de valores) y determine:

a. O
b. f(2/3)
c. f0)
d_f(Jg)
e. f(®
f f(n)

10. sedesea cercarun campo rectangular en el cual el ancho es 20 metros mas pequefio que el largo.

Encuentre una expresion para el perimetro en términos de una sola variable.

p'm

Encuentre una expresion para el drea cercada en términos de una sola variable.

Determine el dominio de la funcion de area.

Q O

Utilizando una herramienta de informatica represente graficamente la funcion de area, a partir de la
grafica, determine el drea mdaxima cercada.

€. Siel drea cercada es igual a 8000 m?, determine las dimensiones del terreno.

11. una compafiia estd disefiando un empaque para su producto. Una parte del empaque serd una caja
abierta construida de un cuadrado de aluminio cortando cuadros de 3 centimetros en cada esquinay
doblando los lados hacia arriba.

ad. Encuentre un modelo para el volumen de la caja.
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b. Determine el dominio de la expresion anterior.

C. Si la caja debe ser hecha para contener un volumen de 588 c¢cm?, determine la cantidad de material
utilizado.

12. sedesea construir un envase cilindrico de base circular gue tenga una capacidad de 125 metros cubicos.

d. Halle una expresién para la cantidad de ldmina utilizada en términos de una sola variable.
. Halle las dimensiones que debe tener para que la cantidad de ldamina empleada sea minima.
C. Silaaltura del envase es 10 cm, determine su radio.

13. & siguiente ejercicio es una adaptacion de un ejercicio propuesto por los autores (Haeussler & Richard,
1997).

El fabricante de un producto encuentra que para las primeras 500 unidades que produce y vende la utilidad es de
S50 por unidad. La utilidad disminuye en S0,10 por cada unidad que produce mas alld de 500. Por ejemplo, la
utilidad total cuando produce y vende 502 unidades es de 500(50) +2(49,8).

d. Encuentre una expresion para la utilidad del fabricante.

b. A partir de una grafica determine el nivel de produccion que maximiza la utilidad.

14. un mayorista ofrece un precio de venta de $ 5.200 menos un descuento de $ 5 por cada articulo de las

mismas especificaciones comprado.

d. Determine una funcion para el precio de venta de cada articulo.
b. Determine una funcion para el ingreso.
C. Encuentre un intervalo apropiado en el cual sea 6ptimo para el mayorista sostener estas condiciones.

d. Grafique la funcion de ingreso.

A partir de la grafica determine:

€. Elnivel de produccion que maximice el ingreso.

f. & ingreso maximo.

“,n

15.  un fabricante estima que, si cada pedido de materias primas contiene “x” unidades, el costo total de
adquirir y almacenar el suministro anual de materias primas sera:

100.000
c(x) =4x+ — Délares
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ad. Represente la parte pertinente de la grafica de este modelo de costo y a partir de ella estime el tamafio
O6ptimo de un pedido, es decir bajo qué condiciones se obtiene el costo minimo y cual es este costo
minimo.

b. cuando el costo es de 1000 dodlares, estime cuantas unidades fueron adquiridas y almacenadas.

C. Siseadquierey se almacenan 500 unidades, éel costo es?

16.  un fabricante estima que, si se emplean X mdaquinas, el costo de un periodo de produccion sera:

500
c(x) =10x + — Délares

d. Represente la parte pertinente de la gréfica de este modelo y a partir de ella calcule cuantas maquinas
deberd utilizar el fabricante para minimizar el costo.

b. ¢éSi los costos en un periodo de produccién son de 500 ddlares, estime cuantas maquinas fueron
utilizadas?

C. Determine el costo cuando se utilizan 50 maquinas.

17. un proyectil es lanzado al aire con una velocidad inicial de 192 metros por segundo. Después de t
segundos su altura es:

S(t) = 192t — 16t>

d. Elabore la gréfica de la parte pertinente de este modelo.
b. A partir de la gréfica determine el tiempo en el cual el proyectil alcanza su altura maxima.
C. Halle la altura maxima que alcanza.

d. Determine el tiempo en el cual la velocidad es de 576 m / s.

18. Unterreno rectangular de 500m? de area va a ser cercado. La cerca para el frente del terreno, como da
a una carretera, tiene un costo de USS 50 el metro instalado, para los otros tres lados, el metro instalado
tiene un costo de USS 35.

d. Obtenga un modelo para el costo total del cercado del terreno en términos del lado que da a la carretera.
b. Elabore Ia grafica de este modelo.
C. Anpartir de la gréfica, estime las dimensiones del terreno que permitan minimizar los costos.

d. Determine cual es el costo minimo.
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3. UNIDAD 2 - LIMITES

Explicacion Limites:Enlace

DEFINICIONES Y PROPIEDADES
DE LOS LIMIITES
Continuacion parte ||

Realizado por:

Juan David Builes Grisales
Medellin
2010
Para mas informacion visite:
www.davidbuiles.worpress.com

| B D Ta
Limite de una Funcion: Enlace
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311 MAPA CONCEPTAL

La CONCEPTO

Sus

PROPIEDADES La

Y CONTINUIDAD

Limites
Indeterminados

|
Su

|
Solucion

3.2 TEMA 1 - DEFINICION INTUITIVA DE LIMITE

Se pretende determinar qué sucede con una funcién f(x) cuando la variable independiente (o sea la x) se aproxima
tanto como pueda a un valor a, sin llegar a ser igual a dicho valor. Si el limite existe, se dice que es igual a un
nuimero L. Lo anterior se simboliza de la siguiente manera:

limf(x) =1L

x—a
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En términos conceptuales, el limite cuando x se aproxima a un valor a de la funcién f(x) es diferente a f(a)

Para entender un poco mejor se analizaran los siguientes ejercicios de entrenamiento:

1. Este ejercicio es propuesto por los autores (Haeussler & Richard, 1997). Para la funcién:

x3 -1
x—1

fx) =

Determinar:

a. f(1):

Procedimiento: se reemplaza 1 en la funcién dada:

13 -1 0
FO=0——F~>f@) =4

Se obtiene una indeterminacion de la forma: g
ox3-1
b. lim ——
x-»1 x—1
Se realiza el cdlculo de:

o ox2-1
lim ———
-1 x—1
La herramienta que se tiene para calcular este limite, es por la definicién intuitiva del concepto de limite, es decir,
se va a determinar qué sucede con f(x) cuando la variable x se aproxime lo mas que pueda a 1, tanto por

izquierda como por derecha, esto es:

e Por valores ligeramente menores que uno, y
e Por valores ligeramente mayores que uno.

Para ello se diligencia la siguiente tabla:
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-1 <1 3-1 . 3-1
* e (R T S L T VY (0 fetit

Se lee 1 por la Se lee 1 por la derecha

izquierda
0,9 2,71 1,1 3,31
0,99 2,9701 1,01 3,0301
0,999 2,997001 1,001 3,003001
0,9999 2,9997 1,0001 3,0003
0,99999 2,99997 1,00001 3,00003

Se puede ver que cuando la variable x se aproxima a 1, tanto por izquierda como por derecha, la funcion se
aproxima a 3; esto es:

-1
lim ——=3
x-»1 x—1

2. Determine por definicion intuitiva de limite:
- x*-16
lim ——
-2 xX—2

Procedimiento

Para ello se diligencia la siguiente tabla:
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- +
x> 2 (x<2) . - 16 x—2 (x>2)
X) =
Se lee 2 por la izquierda x—2 Se lee 2 por la derecha
1,9 29,679 2,1
1,99 31,76079902 2,01
1,999 31,9760081 2,001
1,9999 31,997602 2,0001
1,99999 31,99977 2,00001
De acuerdo a los resultados.
- x*-16
lim — =32
-2 xXxX—2

Limites a partir de una grafica. http://www.youtube.com/watch?v=EYcwxYab0Qk

3. Limitea partir de una grafica.

Utilizando la gréfica de la figura 48 estime

Jim £

MATEMATICAS Il | 19
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x*—16
x—2

f(x) =

34,481

32,24180099

32,0240079

32,002399

32,00022
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[lustracién 32.Estimacion de limites a partir de una grafica

Procedimiento

Para determinar este limite, se deben estimar dos limites que son:

Jim_f(x) y  lim_ f(x)

ad. Limite por laizquierda de -1:

lim f(x)

x—>—1"

Observando la figura 49, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 1 por la izquierda, la Y se
aproxima a1, esto es:

lim f(x)=1

x-—-1"
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-3 -2

-1

-2

[lustracién 33. X se aproxima a menos uno por la izquierda

b. Limite por la derecha de -1:

lim f(x)

x—-—-1%

Observando la figura 50, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 1 por la derecha, laY se aproxima
a2, estoes:

Jim f(x) =2
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-1

Ilustracién 34.X se aproxima a menos uno por la derecha

Como:

lim f(x)=14% xljf'}+f(x) =2

x—>—1"
Entonces:

lim1 f(x) no existe
x——

4, Limitea partir de una grafica.

Utilizando la gréfica de la figura 51. Estime:
lim f(x)
x—>-3
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-

]

-3 -2 -1

llustracién 35. Limite a partir de una gréfica.

Solucion

Para determinar este limite, se debe estimar dos limites que son:

lim f(x) y lim f(x)

x—>-3" x—»-3%

ad. Limite por la izquierda de -3:

lim f(x)

x--3"

Observando la figura 52, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 3 por la izquierda, la Y se
aproxima a 2, esto es:

lim f(x)=2

x—>—3"
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¢ 6
4
kot 2
-3 -2 -1
Figura 52.

Estimacion de

Jim - f(x)

Observando la figura 53, se puede ver que a medida que la X se aproxima a menos 3 por la derecha, laY se aproxima
a2, estoes:

Jim - f(x) =2

Figura 53.
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Como:

lim  fGOE lim, fC0) =2

x--3"

Entonces:

Jim, () =2

6. http://www.youtube.com/watch?v=92HuEpnvWyw&feature=related

3.3 TEMA 2 - LEYES PARA ESTIMAR LIMITES

:(—\% ad e _ _CLJ;
-1 VA

|métjrt‘wﬂinkckﬁ

Limites: Enlace
Applet para calcular limites:

http://www.solvemymath.com/online math calculator/calculus/limit calculator/index.php
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El limite de una constante es igual a la constante c:

lim¢=¢
X—a

3.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. 1im 10 = 10
x-7

2. lim 2=2
x—>—20

e Limite de x elevada a una potencia n.

lim %" = ()" = a”
X—a

3.3.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1 1imx* = (3)* =81

x-3

2. 1im X° = (=5)3 =-125

x—-—5

— _ 1
3. limX 2= (4) 2=4_2=_
x-4
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o Limite de una constante por x elevada a una potencia n

lHmE X" = € * im ()" = ¢ * (@)™
xX—a xX—a

3.3.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1 1im3x°=3*(2)°>=3%32=196

x—2

2. lim7x>=7%(-3)2=7%(9) =63
x—>-3

3. lim4x*=4+(-1)*=4x(1) =4

x—--1

o El limite de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de los limites.

lim [£(x) £ g(x) % £ h(x)
= !}L‘; f(x) £ !ci_r)g(g(x) Tt &1_{2 h(x)

3.3.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. lim 3x%2 —6x+ 5 =1lim3x%? —lim6x + lim5 =
x-3 x-3 x-3 x-3
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33)2-6(3)+5=27-18+5 = 14

2. lim_6x—2=6(-5)~2=-30-2=-32

xX—-—

o Ellimite de un producto es igual al producto de los limites.

lim [f(x) * g(x)] = lim f(x) * lim(g(x)

3.3.5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. xl_i)IIlg(Zx +1)*(3x—-2) =
lim (2x + 1) * xlilPB (3x —2)

x—>-3

Reemplazando:

[2(=3) + 1] ¥ [3(=3) - 2] =
(-6+1)x(=9—2) =(=5)x(-11) = 55

2. lim(3x—-2)*x(2x+5) =

x-2

lim(3x — 2) xlim (2x + 5)
x—2 x—2
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Reemplazando:

[3(2) —2]*[2(2)+5]=(6—-2)*x(4+5)=4%9 =36

o Ellimite de un cociente es igual al cociente de los limites.

X—a

fx) lim f(x)

lim = =
xa g(x)  1lim g(x)

Si lim g(x) #0

x—a

3.3.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

: 2
2x?+x-3 _ MM 207423 212403 _

1. !cl_r,lf x3+4 lim x3+4 T (1)3+4
2+1-3 0
144 5

- 2

> lim x2-2x+1 Mmoo x"-2x+1 (532 _p(5)41

" xo5  x243 lim x243  (5)2+3
X—

25-10+1 16 4
25+3 28 7

e FEllimite de una raiz es igual a la raiz del limite.
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lim /f(x) = /!ggf(x)

Sin es par, entonces: lim f(x) > 0 (tiene que ser positivo)
x—a

3.3.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. limVaZ +7 = i/gcig(xz +7)=3(3)2+7=

x—3

V16 =3V8xV2=2+32

2. lim \/4—5x=\/xlir£11(4—5x)=\/4—5(—1)=\/4+5=\/§=3

x--—1

e Limites y manipulacién algebraica
. . 0
Limite indeterminado de la forma o
o 0 , , .
Cuando al evaluar un limite el resultado es cero sobre cero (3) o sea un indeterminado, se debe factorizar

o racionalizar la expresién, simplificar y volver a evaluar el limite las veces que sea necesario para eliminar dicho
indeterminado.

3.3.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

5x2+17x—12
1. lim

————————, Reemplazando por x = —4, se tiene:
xo—4 3x2+13x+4 P P
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’ 5x> +17x—12  5(-4)*+17(-4)—12 80— 68 — 12
o 3xZ +13x+4  3(—4)2+13(-4)+4 48-52+4

= 0 Indeterminado.

PISTAS DE APRENDIZAJE

TRAER A LA MEMORIA
Para solucionar el indeterminado de

la forma ° se debe factorizar o
racionalizar la fraccion, segun sea el caso.

En este caso hay que factorizar tanto el numerador como el denominador de la fraccién:

e Factorizacion del numerador:

5(5x° + 17x —12)  25x* +17(5x) — 60

5 5
~ (5x+20) x(5x—3)=5(x+4) * (5x — 3)
B 5 5

Simplificando:

(x+4) = (5x — 3): Numerador
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e Factorizando el denominador:

33x*+13x+4) 9x*+133x)+12 (Bx+12)+(3Bx+1)

3 3 3
_3(x+4)+(Bx+1)

3

Simplificando:

(x+4) *(3x+ 1): Denominador

Reemplazando en la expresion inicial:

o 5x*+17x—-12 . &x+4)*(5x-3)
lim = lim
x>-4 3x2+13x+4 -4 +4)+Bx+1)

Simplificando x + 4 se elimina el cero tanto en el numerador como en el denominador, por lo tanto:

. 5x%+17x—12 . 5x-3 5(-4)-3 -20-3 -23 23
lim ————— = lim = = = = —, conx # —4
x——4 3x“+13x+4 x—>—43x+1 3(-4)+1 -12+1 -11 11
3 3
. x°-1 1°-1 1-1 0 .
2. grl_l)lll 1 reemplazando, se tiene: 1-1 = E = 6 Indeterminado

Para solucionar este indeterminado se factoriza el numerador (diferencia de cubos) de |a fraccion (el denominador
no es factorizable):

3_ T (12
limx 1 — lim (x—1)*(x“+x+1)

x—1 x—1 x—-1 x—1
denominador, por lo tanto:

, simplificando & — 1 se elimina el cero en el numerador y en el

. -1
lim——=limx*+x+1=(1)?+1+1=
-1 x—1 x—1
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1+14+1=3 conx+#1

x*-16

3. lim

reemplazando, se tiene:
x—2 X—2

24—16_16—16_01dt . d
2_2  1-1 0 ndeterminaao

Para solucionar este indeterminado se factoriza el numerador (diferencia de cuadrados) de la fraccion (el
denominador no es factorizable):

x*-16 . (X244 (x%-4)
= lim todavia hay una diferencia de cuadrados, se factoriza nuevamente:
x—=2 Xx—2 x—1 xX—

im (X2 +4)*(x+2)x(x=2)

li simplificando x — 2 se elimina el cero en el numerador y en el denominador, por
x—2 x—2
lo tanto:

. xt—-16 )
lim——=1lim(x“+4)*(x+2)=2“+4)*x(24+2) =

-2 x—2 x—2

4+4)*x(4)=8%4=32,conx=2

. x—4
4, &1_1)12 iz

Lo x—4 _4-4 0
im = = —
x~>4\x—2 J4-2 O

, reemplazando:

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 21
-+t TRANSVERSAL

Para eliminar el indeterminado se debe racionalizar el denominador de la fraccion:

PISTAS DE APRENDIZAJE /-\
f ¢~ ’

TENER EN CUENTA
Racionalizar es eliminar las raices bien sea del nu-
merador o del denominador de una fraccion, para
hacerlo se multiplica tanto el numerador como el
denominador por la respectiva conjugada, esto
es:

Si se racionaliza el denominador:

Xty WX-c
VX+C /X -

X1y Vr_+ Cla conjugada de\/x - c es\x + ¢
VX-C ﬁ"‘c

La conjugada de /x + c esyx - ¢

Si se racionaliza el numerador:

\F+Y ﬁ-c La conjugada de\/x + c esyX - ¢

X:C X-
X-y \F Cia conjugada de\/x - c esyx + ¢
X:C VX +C
\ y,
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Lox—4 rvz m0EH2)Vx+2  Gog)-(x+2)
»4Vx—2 Vx+2 Va2 — (2)2 s (x —4)

Simplificando x — 4 en el numerador y en el denominador, se tiene:

im(Vx+2)=v4+2=2+2=4

5. lim , reemplazando:
x—3 VX+6— P

lim x-3 _ 3-3 _ 3-3
¥—>3 Vx+6-3  V3+6-3 19-3

0 )
=3 Indeterminado

Procedimiento

Para eliminar este indeterminado se racionaliza el denominador:

La conjugada del denominador es: V. X + 6+3

x-3 Vx+6+3 . (x—-3)+(Vx+6+3)

lim * = lim

>3Jx+6—-3 Vvx+6+3 3  J(x+6)%2—(3)2

lim(x—B)*(\/x+6+3):li (x=3)«(Vx+6+3)

x—3 x+6-9 x—3 (x—3)

Simplificando x — 3 en el numerador y en el denominador, se tiene:

lim(Vx+6+3)=V3+6+3=V9+3=3+3=6
X—>
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6. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=5kyW-JJpR90o

7. Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=nAmIO3HpR54&feature=fvwrel

8. Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=PwBdwnc621g&feature=related

9. Enlace 4: http://www.youtube.com/watch?v=k6fB0OJD2bvM

10. Enlaces: http://www.youtube.com/watch?v=tEaYRekR9lk

11. Enlaces: http://www.youtube.com/watch?v=AcSwtKOwtLU&feature=related

3.3.9 LIMITES AL INFINITO

Se pretende determinar el siguiente limite:

lim f(x)

X— 00

Se presentan varias posibilidades:

e Sjla expresion es constante, el limite es la misma constante.

limc=c

X— 00

3.3.10 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. lim 20 = 20

X— 00

2. lim -5=-5

X— 00

o Silafuncién es polinémica el limite tiende a infinito.

lim f(x) = too

X— 00

Siempre gque f(x) sea polindmica:
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3.3.11 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. limx? — 7x + 8f(x) =

X—> 00
2. limv4x —7 = o
X—> 00

e Silafuncidn es racional
Para obtener este limite se procede de la siguiente manera:
Se dividen todos los términos de la fraccion por la x de mayor exponente.

Se simplifica y se aplican las siguientes propiedades (llamados, también, limites especiales):

. c
° llm—ZO, C es una

X—00 xn
constante

3.3.12 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

. 5x3—4x2+7
1. lim 2 3 reemplazando, se obtiene:
x—00 3x*—10x°+x-7

I 5x3 —4x% +7 Ooldt mad
im = — Indeterminado
x-03x2 —10x3+x—-7 o
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PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA PRESENTE

- - L3 L m - -
Para eliminar el indeterminado de la forma g, se dividen

todos y cada uno de los términos del numerador y del
denominador por la x de mayor exponente que haya en
la fraccion.

Procedimiento

De acuerdo a la norma se dividen cada uno de los términos del numerador y del denominador por x3:

5x3 4x% 7
lim = lim 2
x->03x2 —10x3+x—7 x5 3x2 10x X 7
¥ e
Simplificando:
4 7
5——+ —3
X X . /s .
lim ,aplicando limites especiales:
x>0 3 1 7
X X
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7

4
St 3 5-0+0 5 1
1

l. — = e —
b 3 10+L1_7 0-10+0-0 -10 2
X x%  x3

2
2. lim (2= - 20)

X— 00 —X
Procedimiento
Recuerde que. El limite de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de los limites, por lo tanto:

2 2
3. lim (S - 20) =)1€irg(%) — 1im20) =

X— 00

Recuerde que: en el primer limite se dividen todos los términos de la fraccién por x2, en el segundo el limite
de una constante es la misma constante.

2
2f+ 331 23 n 32
. X X . . X X .
lim=—=——1im20 = lim=——= — 1lim20
X—00 1 x4' X—00 X—00 1 . X—00
P x*

Utilizando las propiedades de los limites, se tiene:

2 3
li F+? li 20—0+0 20=0-20=-20
xl—g!)l_ el T 0-1 B B
x4‘

3. http://www.youtube.com/watch?v=kydUxS3-rcO&feature=related

3.3.13 LIMITES TRIGONOMETRICOS

. limsinx =sina, ae R,
xX—a
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« limcosx =cosa, ae R,

xX—a
. ink

+ lim S‘Zx" =1, kx+ 0, keR,
X—

lim 25K 0, kx #0, keR,

x—0 kx

3.3.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

sin2x

1. Hallar lim , se multiplica por 2 tanto el numerador como el denominador:
X— X

. sin2x . sin2x
lim—— =lim

—
x—0 X x-0 2Xx

Recuerde que: el limite de un producto es igual al producto de los limites, entonces:

_ sin2x . sin2x .
Iim—+«2=lim——=*1lim2=1%x2 =2
-0 2x -0 2x x-0
2. Halle: llml_Lssx =0
x—0 5x
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3. lim —, se divide el numerador y el denominador por x se tiene entonces
x—0 senx
1—cosx

. 1-cosx —x

lim——— = lim —senx , de acuerdo a los limites trigonométricos:

x—-0 senx x-0 -

1—cosx 0
. X _ 9
lim —sgpz—=7=0
X

4, http://www.youtube.com/watch?v=PgOU6hYfk4s

5. http://www.youtube.com/watch?v=2TqCxPaiMT|&feature=related

6. http://www.youtube.com/watch?v=81IK5WVdUVO&feature=related

3.3.15 LIMITES LATERALES
Jim £ =1

Este limite se lee: “limite cuando x se aproxima a un valor a por la izquierda de f(x) es igual a L”. Quiere decir,
la x se estd acercando al valor a por valores menores que a.

lim f(x) =L

x—at

Este limite se lee: “limite cuando x se aproxima a un valor a por la derecha de f(x) es igual a L”. Quiere decir,
la x se estd acercando al valor a por valores mayores que a.

Se tiene que:

lim f(x) = L sisélo si lim f(x) =1lim f(x)
x—-a x-a~ x—at
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3.3.16 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

5
. lim — =4
1 x—2+ x-2 T

PISTAS DE APRENDIZAJE

TENGA EN CUENTA

si limf ( x ) =% 00 la recta x = a, se llama asintota vertical

X—a

Si limf(x)=L,larectay=L, se llama asintota horizontal

K—a
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3.4 TEMA 3 - LIMITE Y CONTINUIDAD

Continuidad de una Funcion: Enlace

3.41 CONTINUIDAD EN UN PUNTO:

Una funcion f es continua en x = a, si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. f(a) Existe

2. lim f(x)Existe
xX—a

3. lim f(x) = f(a)

Si f no es continua en g, se dice que existe una discontinuidad en x = a
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3.4.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Analicesi f(x) =5x+ 1escontinuaenx =2
ad. Sehalla f(a) en este caso es f(2):

f(2)=52)+1=10+1=11sedefineenx =2

b. Se calcula el limite de f(x), cuando x tiende a 2

lim,,(5x+1)=512)+1=11

c. lim, >f(x) = f(2)

Esta verificacion de la tres condiciones de continuidad en esta funcidon permite asegurar que esa funcion es
continua, en x = 2.

Mas aun, por ser una funcién polinémica es continua en todo su dominio.

x%+2x-2

2. Determinesi f(x) = — 5 escontinuaenx = 1
12+2(1)-2
afl)=———=-1
f(1) =25
2 2
. x“+2x-2 144+2(1)-2 1+2-2 1
b. lim,_,4 = (-2 _ =—=-1
x—2 1-2 1-2 -1
C. limx_>1f(x) = f(l) = —1 e puede observar claramente que se estan cumpliendo las tres
condiciones que son propuestas por la teoria de la continuidad en limites, por lo tanto, esta funcién es continua
enx=1
x2+2x—

3. (Porqué? f(x) =

demostracion.

2 . : :
S ©s discontinua en x = 2, realice el proceso de
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4. Determine si f(x) = Vx +4 escontinuaenx = —2
a. f(-2)=V-2+4=+2

b. tim,,_,Wx+4=V—2+4=12

C. lim,, »f(x)=f(-2) =2

Como se puede observar se estan dando las tres condiciones de continuidad, lo que asegura que su trazado es
continuo y no tiene saltos.

. . x2-4 .
5. Determinesi f(x) = ——; escontinuaen x = 2

22-4 0
a. f(‘l-) = 27 = ° f(x) nosedefineenx =2
x2-4
. 0
b. llmx_,z n== o€ factoriza para eliminar el indeterminado:
li x2-4 — i (x+2)*(x—2) S .
im,_;» E = uaum,._;» T se simplifica x — 2, se tiene:
. x> -4
llmx_,zx—2 =lim, ,x+2=2+2=4

c. lim, ,f(x)+ f(2)

Lo que quiere decir: que por no cumplir todas las condiciones de continuidad, la funcién es discontinua en x = 2,
por lo tanto su trazado tiene discontinuidad en dicho punto.

6. http://www.youtube.com/watch?v=0A327e8pJTk&feature=related

7. http://www.youtube.com/watch?v=VvILwgxWG8g&feature=related

3.4.3  CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Se dice que una funcion f(x) es continua en un intervalo abierto (a, b), si es continua en cada x del intervalo.
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Se dice que f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b], si:

1. f(x) es continua en el intervalo abierto (a, b)
2. si

lim £(x) = f(a)

3. si:
lim £(x) = f(b)

Nota: Las funciones vistas hasta el momento son continuas en todo su dominio, es decir: También se puede tener
en cuenta algunas propiedades de la continuidad, las cuales se cumplen para todo nimero x € R,.

1.

. ) .

.

.

.

©ONOU A WN

.

Todas las funciones polindmicas son continuas.

Todas las funciones racionales son continuas en su dominio.

Las funciones racionales son continuas en todo su dominio.

Las funciones algebraicas son continuas en todo se dominio

Las funciones exponenciales son continuas en todo su dominio.

Las funciones logaritmicas son continuas en todo su dominio.

Las funciones trigonométricas son continuas en todo su dominio.

Las funciones trigonométricas inversas son continuas en todo su dominio.

Las funciones hiperbdlicas son continuas en todo su dominio.

10. Toda funcion es continua en su dominio.

11. Todas las funciones racionales son continuas, excepto en aquellos puntos donde la

funcién no esta definida, es decir en aquellos puntos donde su denominador se hace cero.

12. La sumatoria f(x) £ g(x), es continua

13. f(x)#g(x) es continua

14. % es continua, siempre que g(x)# 0

15. "/f(x) es continua siempre y cuando "y/f(x) este definida.
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3.44 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

x+2

1. Analice la continuidad de la funcién f(.X') = —3, en el intervalo [-2, 3]
x—

Procedimiento

Esta funcion es racional, por lo tanto es continua en todos los reales excepto en x = 3 porque aca el denominador
se hace cero, por lo tanto x = 3 es una asintota vertical.

Se pude afirmar que f(x) es continua en el intervalo abierto (—2,3), pero no es continua en el intervalo cerrado
[-2,3], puesto que es discontinua en x = 3, que es uno de los extremos de dicho intervalo.

2. Determine si la funcién f(.X') = 3x2 — 9x + 5 escontinuaenx = 3.

Procedimiento

Por ser una funcién polindmica, esta funcién es continua en todo su dominio, por lo tanto también es continua en
x=3

2
x“+7x+5 X2 +7x+5
3. Determine i f(.X') = 2 f(x)= —_2 continua en x = 10. Determine donde es
x—

discontinua f (x).

Procedimiento

Se puede ver que f(X) es una funcion racional, por lo tanto sélo es discontinua en x = 2 y se puede afirmar que
f (x) es continuaen x = 10.

3.45 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO
A. ESTIME LOS SIGUIENTES LIMITES.

Recuerde que: un indeterminado no es solucion para el limite, por lo tanto, tiene que proceder a eliminarlo con
alguno de los procedimientos vistos.
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lim 5x?_-32x-21
X—>7 2x?>-9x-35

2 lim 5x°-6x-8
TX 2 4xE—Tx=2

3 lim  6x%®+11x+5
T x> -1 7x2+6x-1

4 lim  3x?+35x+22
" x— 11 5x? +54x-11

5 lim 10x?-61x+6
" X—>6 9x? —52x 12

6 lim 8x?-37x-15
" x5 x? - 25

v lim 5x° +5x
T x> -1 3x2—4x-7

MATEMATICASIl | 22
TRANSVERSAL

lim X2 +3x

" X— -3 6x%+23x+15

lim X2 + 4x

T X -4 7x*+26x-8

10.

11.

12.

13.

14.

15.

lim 6x®>-23x-35
X—>5 x? —5x

lim X2 —6X
X—>6 x2+2x-48

lim  (x-4)*-16
Xx—>0 8x

lim  (2x+5)*-25
Xx—>0 10x

lim (4x+1)2—1
Xx—=0 4x

lim (3x—8)2—64
Xx—>0 4x
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23 lim /x+3-2
"x—>1  x-1
li 3 _
16 Im xX° =27
. 5 1 1o
X—>3 bx- -11x-12
lim X—2
24, A
X—>2 Jx+2-2
17 lim  7x?+19x+10
X -2 x* +8
lim 5X
25. AN
X—>0 \/x+9-3
18 lim 8x?>-37x-15
. B Eve—
X—>5 x® =125
26 lim -/5x+4-3
"x—>1  x-1
19 lim  x*+125
"X — -5 x%45x
27 lim /2x-1-3
X5 x*-25
20 lim x*-64
"X—>8 x®-512
3 2
. x°—-3x“+4x—-3
28‘!}—?2 x2+5x+4
lim  x®+7x
21.

X — —7 x®-343
. Vv3x—4+5
29';[;22 x2-3x-14
lim 49-(2x+7)
22. (X+2)
X—>0 5x+4x
1-x—x3

dim——
30 X—00 x*-2x+1
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B. Para cada una de las siguientes funciones analice su continuidad indicando los intervalos en los cuales
cada una de ellas es continua, indique ademas los puntos de discontinuidad si los hay.

1. f(x)=5x*-3x-9
2. f(x)=7x-3
3' f(X) 4x +1

T 2x2 +3x—9
2
4. f(x)=— 10
AJTx? —14x
3
5. f(x)= ~F
(x) x2 +1

C. Evalle la continuidad de la funcion:

3x+1, para x<-3
f(X)z{ 2
X +1, para x> -3

Enelpuntox = -3

D. Evalle la continuidad de la funcién:

x?+4, para x<0
foo=1","""
X“—3, para x>0

En el puntox= 0

E. Evalle la continuidad de la funcién:

5x+2
x2 —

f(x)=<5x+1 para—-2<x<3

, para x< -2

2

, para x >3
X° -9 P

Enelpuntox = -3
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4. UNIDAD 3 - DERIVADAS

Ay f(x) - f(a)
Ax X - a

Derivadas: Enlace

Enlace 1:http://www.youtube.com/watch?v=A6Vpl8ctfWc&feature=related

Enlace 2:http://www.youtube.com/watch?v=yW-jtRgmrC8&feature=related

Enlace 3:http://www.youtube.com/watch?v=IA eVbQH4No&feature=related

4.1 TEMA'1- CONCEPTOS Y DEFINICIONES ASOCIADOS CON
LA DERIVADA

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO Y RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO

Dados dos puntos de coordenadas (xo, yo) y (x, y )

Se define el cambio en y como:

Ay =yo—Yy
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Se define el cambio en x como:

Ax = x9—x

Nota: se acostumbra cambiar Ax por h
Entonces el cambio en x se define como:
h=xy,—x

Se define la razén de cambio promedio como:

Y 5 »

Ax h

Adicionalmente se define la razén de cambio instantanea como:

. Ay
lim—
h-0 h
Como:
Ay =yo—Yy
Reemplazando se tiene que:
. Yo~y
lim ——
h—-0 h

rero Yo = f(xo) ¥ ¥ =F(x)

La expresion queda:

y f(xo) — f(x)
1m
h—-0 h

Pero:
h=xy,—x

Despejando xg , queda: Xo — X +h
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Reemplazando se tiene que la razén de cambio instantdnea es:

lim
h—0

fx+h)—f(x)
h

411 MAPA CONCEPTUAL

DERIVADAS

El

mw-il Notacién
La
o ox cauwo IR o
Sus

INTERPRETACION
Y APLICACION

La PROPIEDADES

Los puntos de Inflexion y
Concavidad

MAXIMA Y Las bl APLICACIONES

|
:

MINIMA

Costo Marginal

Ingreso
M Posicion Marginal

Velocidad

Aceleracion
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4.2 TEMA2 - DEFINICION DE DERIVADA:

La derivada de una funcion f(x) es otra funcidn que se obtiene o se deriva de la funcién anterior.
Para indicar que se esta derivando una funcion f(x) se utiliza cualquiera de las siguientes notaciones:

Si se tiene la funcion: y = f(x)

ORDEN FORMAS DE REPRESENTACION
DERIVADA

La primera derivada y = f'(x) dy d[f (x)] D,[f(x)]
dx dx

La segunda derivada y'=f"x) d*y d?[f (x)] Derivadas de  orden
dx? T dx? superior

La tercera derivada y'=f"(x) d3y d3[f(x)]
dx3 dx3

La cuarta derivada y* = f4(x) d*y d*[f(x)]
dx* dx*

La derivada de orden n y" = f*(x) ﬂ d"[f(x)]
dx" dx"

La derivada es la razdén de cambio instantaneo, es decir:

li fx+h) - f(x)
im

h—0 h

Desde esta expresion, se puede explicar el concepto de derivada como un cambio en la funcion f(x) cuando se
produce un pequefio cambio en la variable independiente (en este caso la variable independiente es x), por lo
tanto:
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Se entiende la derivada de una funcion como un cambio en dicha funcién.

1. piferenciacion: es el proceso mediante el cual obtenemos la derivada de una funcion.

42.1 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Para y = f(x) = 3x% + 5 determine la primera derivada de esta funcién con
respecto a la variable x.

Se pide determinar: f'(x)

Procedimiento

, L f(x+h)—f(x)_l_ 3(x+h)2+5—(3x2+5)
f () = lim h = lim -

Se resuelven las potencias indicadas:

. 3(x*+2xh+h>)+5-3x>*-5 _  3x*+6xh+3h*+5-3x*=5
lim =lim
h—0 h h—0 h

Reduciendo términos semejantes queda:

~ 6xh + 3h?
lim
h-0 h

Evaluando el limite en este punto, se tendria:

~ 6xh+3h* _ 6x(0)+3(0)> 0 _
lim = lim = —, Indeterminado
h—0 h h—0 0 0

Se utiliza la factorizacion para eliminar dicho indeterminado:
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Se tiene un factor comun:

] 3h(2x + h)
lim
h—0 h

Eliminando h en el numerador y en el denominador, se elimina la indeterminacion:

lim 3+ (2x+ h) =1lim 6x+ 3h
h—0 h—0

Evaluando el limite:

l’ilm0 6x +3h =6x+ 3(0) = 6x

Por lo tanto:

f'(x) =6x
Para f(x) =;—x2ha||e f'(x)

Procedimiento

f'(x)
3(x+ h) 3x

~ lim (x+h)+2 x+2
h—0 h

,se determina el minimo comun miultiplo:

m.c.m: [(x + h) + 2] * (x + 2), entonces:
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3(x+ h) 3x 3(x+ h)(x+2)—3x[(x+ h) + 2]

oy e (xthy+2 x¥2Z [(x + h) + 2] */(x + 2)

fe =t R h

3(x? + 2x + hx + 2h) — 3x[x + h + 2]
lim [(x+ h) + 2]« (x + 2) _
h—-0 h

3x%+ 6x#F3hX + 6h — 3x2=3xh — 6x
lim [((x+h)+2]*(x+2) _
h—-0 h
Reduciendo términos semejantes:

6h
. xFtht)r@x+2) . 6h
lim = lim
h—0 h h—-0 h(x + h + 2) *x (x + 2)
Simplificando h y evaluando el limite:
6h 6 6

Ii — 1j -
RO R(X+h+2)+(x+2) hd (x+h+2)+(x+2) (x+0+2)*(x+2)

- f@) =

(x+2)x(x+2) (x + 2)2

Los ejercicios de entrenamiento los encuentras en:

2. http://www.youtube.com/watch?v=A66wZng5PEO0&feature=related

. http://www.youtube.com/watch?v=ZmOTH6emM2E&feature=related

3
4, http://www.youtube.com/watch?v=5FqTmF5r]JQ4&feature=fvwrel
5

. http://www.youtube.com/watch?v=wQ8PoGXLyJ4&feature=relmfu
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4.3 TEMA 3 - LEYES PARA DERIVAR

Este tema también recibe el nombre de Leyes de Diferenciacién.

43.1 DERIVADA DE UNA CONSTANTE:

La derivada de una constante es igual a cero:

y = f(x) = c,donde c es una constante - f'(x) = 0

43.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. y=f(x) =25
y=fx=0

2. y=gkx)=-350
y=9'x)=0
e Derivada de una potencia de x
y=f(x)=x">y =f'(x) =nx""
43.3 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. sif(x) = x°, haller f' (%)

Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

f'(x) = 5x°>71 = 5x*
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7
2. Sih(x) = x3, hallar h'(x)

Procedimiento
Aplicando la propiedad, se tiene:

7—1

7 -3 7 4 7
h’(x)=§x3_ = T=§x§=§3«/x4

Wl
=

o Derivada de una constante por una funcién potencia:

y=f@x) =cx" >y =f'(x) = cxnx""?

Nota 1: para aplicar esta ley la variable debe estar en el numerador.

Nota 2: si hay radicales, para aplicar esta ley se deben llevar a potencia con exponente fraccionario, aplicar la ley
y luego volver a convertir a radical.

4.3.4 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. siy = h(x) = 5x73 hatiar A’ (x)

Procedimiento

Aplicando la propiedad, se tiene:

15

h(x)=5%(-3)x31=—-15x"%=— po

2. si y=f(x) = Va2, halar f'(x)

Procedimiento
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Para aplicar la propiedad el radical se expresa en forma de potencia:

2

5 £

y=f() = Va2 =x5
Aplicando la propiedad, se tiene:

2_, 2 25 2 -3

f’(x)=§x§_ =zX 5 =zX 5

Expresando con exponente positivo y en forma de raiz:
2 2
3 53
5x5 5Vx

3. Sly = f(.X') = 7 hallarf’(x)

x ’

Procedimiento

Para aplicar la propiedad se expresa x en forma de potencia negativa (se pasa al numerador de la fraccion):

y=fx)=1=7x"

Aplicando la propiedad, se tiene:

Y =f(x) =7+ (-Dx 1t = —7x72
Expresando con exponente positivo:

7
-2 _
XTETa

4, http://www.youtube.com/watch?v=4EQ LO8y rO&feature=related

5. http://www.youtube.com/watch?v=A-xrIDIHVII&feature=related

6. http://www.youtube.com/watch?v=HM1XCOXaQuA&feature=related
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Enlaces para las leyes anteriores

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=4EQ LO8y rO&feature=related
Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=RigwT xoDSw&feature=related
Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=dmilgk9RwME&feature=related

e Derivada de una suma (diferencia):

Siy = f(.X') + g(x) + k(.X') ..., entonces:

y=fx+tgx® kX ..,

“ Esta ley dice que la derivada de una suma
(diferencia) de funciones es igual a la suma
(diferencia) de las derivadas de cada funcidn; es
decir cuando hay una suma, se deriva cada
funcion por separado y luego se juntan los
resultados con el signo correspondiente.

7

43,5 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1.y=f(x)=3x*+5
Procedimiento

Se deriva cada uno de los sumandos:
fl(x)=3%2x*1+0

ff(x)=3+2x21+0- f'(x) = 6x
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2. y=g(x) = 4x3 — 5x% + 3x — 10, hallar g'"’ (x)

Procedimiento

Para hallar la tercera derivada hay que partir siempre de la primera derivada y luego de la segunda.

y = g 4x% —5x%> +3x—10
y' = g'(x) 4x3x3 1 _5x2x2 14 3x171 ¢ Primera
=12x%2-10x+3 derivada
y" =  g"(®) 12x*-10x+3= Segunda
derivada

2%12x2 1 - 10x1"14+0=24x—-10
y" = g"(x) 24x—-10=24x""1-0 Tercera
derivada

=24

3. y=f(x) = 6x*—9x3 +5x% + 3x + 2

Procedimiento

Se deriva cada uno de los sumandos:

(X)) =6%4x* 1 —9x3x3 1 +5x2x?"1+3x171 1+ 0
f(x) =24x3 —27x* + 10x + 3

4. http://www.youtube.com/watch?v=8XDLFQ5qLz08&feature=related

e Derivada de un producto:

Siy = f(x) = g(x) * h(x), entonces:
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Yy =f'(x)=g'(x)*h(x)+h'(x) * g(x)

e Derivada de un cociente:

y = f(X) = % con h(x) # 0, entonces:

g'(x) * h(x) — g(x) * h'(x)
[R(x)]?

y'(x)=f'(x)=

43.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Si

y=f(x)=05Bx—-7)*(2x+9), halar f'(x)

PROCEDIMIENTO

Se aplica la regla del producto:

FUNCION DERIVADA FUNCION DERIVADA
g(x) g'(x) f(x) f'(x)
5x—7 5 2x+9 2

Entonces:
y’(.X') =5 x (2x + 9) + 2 x (5x - 7), realizando los productos indicados, se tiene:
y'(x) =10x+ 45 + 10x — 14
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Reduciendo términos semejantes:

y'(x) =20x + 31

S|y f(.X') = haIIarf (.X')

Procedimiento
Se aplica la regla del cociente:

4x — 5
x2—3x+2

y=fx)=

e gX)=4x-5-9g'(x) =4
e h(x)=x*-3x+2-h'(x)=2x-3

Entonces:

vy ey Ax(x*=3x+2)—(2x=3)* (4x - 5)
y'(x)=f(x)= (X% — 3x + 2)2

Realizando los productos indicados:

4x% —12x +8 —8x% + 10x + 12x — 15
(x%2 — 3x + 2)?

! —
f'(x) =
Reduciendo términos semejantes en el numerador de la fraccién:

—4x% +10x -7
(x%2 — 3x + 2)?

hallarf (.X')

f(x) =

2. s|f(x)—

« gX)=5-g'x)=0
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Entonces:

e h(x)=2x-7-h'(x) =2

0+«(2x—7)—2+(5)
(2x — 7)? ’

f'(x) =
Realizando los productos indicados en el numerador:

—-10 10

z_’f'(x)=—m

f'(x)=m

PISTAS DE APRENDIZAJE

TENGA PRESENTE

No siempre es necesario utilizar la regla del cociente:

Si f(x)=c*g(x)>f(x)=c*g'(x)

43.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

4x?-5x+1
1. Yy = f(.X') = T' se puede expresar de la forma:

1
y = f(x) =§(4x2—5x+1)

Aplicando la propiedad:
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, 1 d , 1
f(x)zi*a(élx —5x+1)—>f(x)=§(8x—5)

2. f(.X') = 9(x2 — 6x + 15), derivando:
f’(x) =9« (2x — 6),sacando el 2 como factor comun:

ff(x) =92+ (x—3)=18x*(x — 3)

5x*-7x3+5
3. f(.X') = T' se puede expresar de la forma:

1
f(x) = 5" (5x* —7x3 + 5)
Aplicando la propiedad:
f'(x) = L i(5x4 —7x3+5) > f'(x) = 1(ZOx3 — 21x%)
8 dx 8

Factorizando el polinomio del paréntesis (Factor comun: x2):

xZZO 21
5 (20x - 21)

4, http://www.youtube.com/watch?v=f8RyNOKteAE&feature=related

e REGLA DE LA CADENA (O REGLA DE LA POTENCIA)

Siy = f(x) = u™, donde u es una funcion escrita en términos de x, entonces:

y =f(&)=nu"""xu

Otra forma de escribir lo mismo es:
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fx) =[g)]" - f'(x) =n[gx)]" 1 * g'(x)

Esta ley dice que, si se tiene una expresiéon elevada a cualquier exponente, la derivada es igual al exponente
multiplicado por la misma expresion elevada al exponente menos uno y multiplicada por la derivada de lo que esta
dentro del paréntesis.

4.3.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. siy = f(x) = (3x% — 5x + 4)7, haller f'(x

Procedimiento

Se hace u igual a todo lo que estd dentro del paréntesis:

u=3x2-5x+4

Derivando u:
ﬁ

En términos de u queda: u' =6x-5

setene: y=f(@) =) > y=f(x)=u’

Derivando en funcién de u:

y:f(x):u7—>f’(x)=7u7_1*u'=7u6*u’

Recuperando la variable inicial (reemplazando):

f/® =73x%—-5x+4)% « (6x — 5)

2. Si Yy = h(.X') = :{/6%'3 — 8Xx + 7, hallar la primera derivada.
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Procedimiento

1
y = h(x) = Y6x3 —8x +7 = (6x3 — 8x + 7)3
Sea:

u=6x3—-8x+7

Derivando u:

u' =18x%2—8
Reemplazando en funcién de u:
:u%—> ’:lu%_ x U - ’:lu_%*u’e I = 1 *u'
3us3

Reemplazando en funcién de x:

1
y = h'(x) = >+ 18x% — 8
3(6x3 —8x+7)3

Factorizando el numerador y expresando el denominador en forma de raiz:

* 2_
y’ =h' (x) = 3 = (9x 4) — Efectuando la diferencia de cuadrados
3 \/ (6x3-8x+7)"
. . 2*x(3x+2)*(3x—2)
y =h(x)=

33/(6x3 — 8x + 7)2

3. http://www.youtube.com/watch?v=P0Bg3CsvMkc&feature=related,

4, siy= (2x + 1)° * (23 — x + 1)*, hallar la primera derivada.
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Procedimiento
Sea:
u=2x+1-u" =2

v=x3—-x+1-w=3x2-1

e Reemplazando en funcion de u y v, se tiene:

y=u5*v4

e Derivando como un producto:

PISTAS DE APRENDIZAIJE @

TRAER A LA MEMORIA
Siy=U*V Y =U*+U*V
Uy V son funciones de X

y =5utsu «vt+ 43 v s ud

e Reemplazando en funcion de x:

y =5QRx+1D**2x(3 —x+1D*+4(x3—x+1)3«3x2 -1
« (2x +1)°

e Factorizando (factor comun):
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2x+ D« (3 —x+ 13«5+ (B3 —x+1)+2+Bx?2—1)* (2x + 1)]

e Efectuando las operaciones indicadas en el corchete:

2Q2x+D*« (a3 —x+1)3+[5x3 —5x+5+ 2 (6x3 +3x*> —2x—1)]

e Eliminando el paréntesis dentro del corchete:

22x+ D*x (3 —x+ 13+ [5x3 —5x + 5+ 12x3 + 6x% — 4x — 2]

e Reduciendo términos semejantes en el corchete:
22x+ D*« (3 —x+1)3 x (17x3 + 6x% — 9x + 3)

Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=iXbz7uvjc8|&feature=related,

Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=nBiVLxtzM5w&feature=related

Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=RigwT xoDSw&feature=related

Enlace 4: http://www.youtube.com/watch?v=FPUPE1D9G84&feature=related

© 0N,

Enlace 5: http://www.youtube.com/watch?v=777494gvxg4&feature=related

10. Enlace6: http://www.youtube.com/watch?v=8upWMuvw Sw&feature=related

439 DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES

ssau=fx), a>0ya+1

Entonces: Y = at - y’ = aq¥ * u’ *Ina

Esta ley dice que la derivada de una funcién exponencial es igual a la misma funcion exponencial multiplicada por
la derivada del exponente y multiplicada por el logaritmo natural de la base. El logaritmo natural del nimero e es
igual auno (Ine =1)
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43.10 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. si Yy = f(x) = 53x—10, Hallar la primera derivada
Procedimiento

y=f(x)=5%*10 5y = f(x) =514 3 xIn5
2. si Yy = f(.X') = e7x2‘5x‘4, hallary’

Procedimiento

y = e7¥-5x—4 _, y' = e7¥*—5x—4 (14x — 5) xIne

Perolne = 1, entonces

2 _Ea 2_ca_
y:e7x 5x 4_)yI:e7x 5x 4*(14—)6—5)
2_EN_
3. Siy = f(.X') = xz * e‘“‘ S5x 3, hallar la primera derivada

Procedimiento

e Se deriva como un producto:

d 2 d 2
r_ xz 4x“-5x-3 | 4x“-5x-3 2
Y dx( )xe dx (e ) * X

d
y' = 2x% e’ —5x-3 | o4x*-5x-3 a(43[2 — 5x — 3) * x2

y' = 2x * e’ =5x-3 | 4x*-5x-3 (8x + 5) * x>
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e Factorizando (factor comun):

y =xx e4x2‘5x‘3[2 + (8x + 5) * x]

4. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=SgETNp-GsXs

5. Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=k8w8P03VgNA&feature=related

4.3.11 DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA

ul

i y=f(x)=logybu—-y =f'(x) =

uxln b

43.12 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1.siy = f(x) =In(3x — 10), hallar ' ()
Procedimiento

D,(3x—10)
(3x—10)Ine

y=f(x)=InBx-10) > f'(x) =

Yy = 32—10" recuerde quelne =1
x_

2. Si y = ln(5x4 + 8x — 12), hallar y’
Procedimiento

. D,(5x*+8x—-12) , 20x3+8
Yy = 4 _ -y = 4 —
(5x*+8x—12) xlne 5x* +8x —12

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo



http://www.youtube.com/watch?v=SgETNp-GsXs
http://www.youtube.com/watch?v=k8w8P03VqNA&feature=related

UNIREMINGTON' MATEMATICAS Il | 25

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

RES 240 Wb L0 1 CE 1 TRANSVERSAL

3. Enlace 1: http://www.youtube.com/watch?v=N5BsXggbxxU

4. Enlace 2: http://www.youtube.com/watch?v=ijvgbTBA8jA&feature=related

5. Enlace 3: http://www.youtube.com/watch?v=6GBLkGLkRJY&feature=related

Nota: en algunos casos para derivar funciones logaritmicas es necesario aplicar previamente una o varias de las
propiedades de los logaritmos. Dichas propiedades se enuncian a continuacién:

4.3.13 LOGARITMO DE UNA POTENCIA:

log, a™ = n xlog, a

4.3.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Ejemplo 1: Obtenga la primera derivada de:
y =In(3x — 4)*
Procedimiento
e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:
y=InBx—-4)*=4In(3x - 4)
e Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo natural:

D,.(3x —4) 3 12
* -y =4 =
(3x—4)+Ine 3x—4) 3x—4

!

y =4

y

2. Obtenga la primera derivada de:

y = f(x) = log- i/5x3 +6x—9

e Se expresa la raiz en forma de potencia:
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1
y = f(x) = log;(5x3 + 6x — 9)5
e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:
1 1
y = f(x) =log,;(5x3 +6x—9)5 >y = f(x) = 5% log,(5x3 + 6x —9)
e Se procede a derivar aplicando la derivada de un logaritmo:

, 1 15x% + 6x 3x * (5x + 2)
= b3 =
Y T 5+In7 5x3+6x—9 5+In7+(5x3 + 6x—9)

43.15 LOGARITMO DE UN PRODUCTO:

log,(a * ¢) = log, a + log, ¢

43.16 LOGARITMO DE UN COCIENTE:

a
logb(;) = logpa —log, c

43.17 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Hallarla primera derivada de:

y = f(x) =In[(7x* + 4x — 1)3 * V5x — 3]

e Se aplica la propiedad del logaritmo de un producto:
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y = f(x) = In[(7x* + 4x — 1)3 xV5x — 3]
=In(7x%* + 4x — 1)3 + In(5x — 3)%

e Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia:

1
y=3In(7x*+4x—-1) + Eln(Sx - 3)

e Derivando, se obtiene:

14x+4 1 5 3(14x + 4) 5
k —_ 3k = *k
7x2+4x—-1 2 5x—3 7x2+4x—-1 2+x5x—3

!

y =3

2. Halle la derivada de:

10x+ 3

= h(x) = log, [————
y = h(x) = 1ogo[c——

e Aplicando la propiedad del logaritmo de un cociente:

—log, [T Xt 3 0e (10x 4 3) — log, (5x + 1
y = logzl g =] = logy(10x + 3) — logy(5x + 1)

e Derivando, se obtiene:

, 1 10 1 5
y = k _ *k
In2 10x+3 In2 5x+1

3. http://www.youtube.com/watch?v=lelcUxAZJBw&feature=related
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4.3.18 DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

y=fx y =f'(x)
sinu cosu *u'
cosu —sinu *u’
B
cotu —csc’u x cotu* u’'
secu secu *tanu * u’
cscu —cscu * cotu *u’

4.3.19 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Hallela primera derivada de:

y = f(x) = sin(3x% + 5x — 1)

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y = sinu y' =cosux*u'
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ssau=3x*+5x—1->u =6x+5

e Derivando se tiene:

y' =cos(3x?+5x—1)* 6x+5

e QOrdenando la derivada:

y' = (6x+5)*cos(3x%>+5x—1)*

2. Hallar Ia primera derivada de:

. <3x+1)
y = sin 7% — 3

Procedimiento

e Se aplica la propiedad para derivar la funcién seno:

y =sinu y =cosuxu
3x+1 , 3(2x-3)-2(3x+1) 6x—9—6x—2 11
Seall = - = = —_—
2x-3 (2x—3)2 (2x—3)2 (2x-3)2
) <3x + 1) 11
=CoS|\———|* ———m7mm—=
Y 2x—3)" " (2x-3)?
e Ordenando la derivada:
, 11 (3x + 1)
= *
Y =T 2x-32 “2x—3
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3. Hallarla primera derivada de:

y = f(x) = sen®(8x% + 3)

Procedimiento

e Setiene la siguiente igualdad:

y = f(x) = sen®(8x% + 3) = [sen(8x? + 3]°

e Para derivar esta expresion se debe aplicar primero la regla de la potencia o regla de la cadena (se deriva
la potencia primero, luego se deriva la funcién seno y por ultimo la derivada de u):

y' = 5[sen(8x? + 3]* « cos(8x* + 3) = 16x

y' = 80x[sen(8x? + 3]* x cos(8x% + 3)

y' = 80x » sen*(8x% + 3) * cos(8x* + 3)

4, Hallarla primera derivada de:

y=f(x) =tan(4x — 7)

Procedimiento

e Aplicando la propiedad:
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y =sec?*(4x—7) x4

e Ordenando la derivada:

y =4 x*sec’*(4x —7)

5. Hallarla primera derivada de:

y = csc3(5x%* — 8x + 3)

Procedimiento

e Para derivar esta expresion se debe aplicar primero la regla de la potencia o regla de la cadena (se deriva
la potencia primero, luego se deriva la funcion cosecante y por ultimo la derivada de u):

y' = 3csc?(5x% — 8x + 3) * [—cse(5x* — 8x + 3) * cot(5x%* — 8x + 3)
* (10x —8)]

e Realizando el producto indicado y ordenando la derivada:

y' = -3 (10x — 8)csc3(5x% — 8x + 3) * cot(5x* — 8x + 3)

6. Hallar la primera derivada de:

y=cos(2x+1)*x

Procedimiento

e Como es un producto se aplica la propiedad correspondiente:
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TENER EN CUENTA

Si-y=U*V-y'=U*V +U*V

Uy V son funciones de X

y=[-sen(2x+1)*2 xx]+ [1*xcos(2x + 1)]

e Ordenando la derivada:

y=-2x*sen(2x+ 1)+ cos(2x+ 1)

7. Obtenga la primera derivad de:

y = f(x) = sen[In(3x — 2)]

Procedimiento

e Sederiva la funcién seno y luego la derivada interna (la funcion logaritmo natural):

"= In(3x — 2
y' = cos[In(3x — 2)] » 3——

e QOrdenando la derivada:

, 3
y' = 3e—2" cos[In(3x — 2)]
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8. http://www.youtube.com/watch?v=IlulH |jGF44

9. http://www.youtube.com/watch?v= Fqg9vROMCnQ&feature=related

10 http://www.youtube.com/watch?v=DchcMA739MQ&feature=related

11 http://www.youtube.com/watch?v=eAIRGsCR nY&feature=related

Direcciones de applets para derivar.

http://www.cidse.itcr.ac.cr/webMathematica/NewScript/derivar.ijsp

http://math.uprag.edu/derivadas.html

4.3.20 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Obtenga la primera derivada de cada una de las siguientes funciones utilizando la férmula:

f(x+h)- f(x)

1. f(x)=6x>-7x+3

2. f(x)= 3x-1
4x+7

9x
3‘ fX =
(x) 2x% -3

4, f(x)=+/8x+3
f(x)=-/x*+4x+3

4.3.21 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

Halle la primera derivada para cada una de las siguientes funciones.
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1. f(x)=9x3——+4 3x—1+X
5x*
2. f(x)=(4x-3)-(7-3x?)
3. f(x)=(x-3)*(7-2x)
4. £(x)=(6x>-7x+4)
5‘ :7X—2
5X+3
4x+2
6. - (3-2x)

~
>
—
x
—
I
(9%}
o1
>
+
N

10. f(x) = sec(5x - 2%°)
11 h(x)= |n(““3j

7x% +2x-9
12 g(x): 32x _ex
13 f(x)=senx-Inx
14, f(x)= cos3x -1
8—3x
senx
15. f(x)= "~
(x) COS X
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5. UNIDAD 4 - APLICACION DE LAS DERIVADAS
5.1 TEMA 1: APLICACIONES EN GEOMETRIA:

La derivada como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto conocido.

http://www.geogebra.org/en/upload/files/inma gijon cardos/Derivadas/derivada.html

Recta tangente es una recta que toca una curva en un punto; como lo muestra la figura. 56

Recta tanente

f(x)

FIGURA. 56. Recta tangente.

(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 15 de 2011)

Es demostrable que la pendiente de la recta tangente en cualquier punto se obtiene derivando la curva: Y =
f(x)

Lo que se afirma es lo siguiente:

La pendiente en cualquier punto se obtiene derivando la funcién: f(X), esto es:

m = f'(x)
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5.1.1 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva:

Yy = 3x2 —5x—4 enel punto donde X = 2

Procedimiento

1. Se debe conocer la ordenada y del punto; para ello se reemplaza la x en la funcién dada, esto es:
Parax=2->y=f(2)=3(2)2-52)-4=12-10—-4 = -2

El punto tiene coordenadas: (2, —2)

2. Para hallar la pendiente se deriva la funcién y se reemplaza el valor de x en la derivada:

f/(x)=6x—5

Determinacién de la pendiente de la recta tangenteen X = 2

m=f@2) =62)-5

m=17

3. Conel punto(z, —2) y la pendiente Ml = 7 se encuentra la ecuacién de la recta tangente

utilizando la ecuacién punto pendiente de la linea recta:

Y — Yconocida = M (x - xconocida)

Reemplazando estos valores, se tiene:
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y—(-2)=7x—-2)->y+2=7x—14

Despejando Y:
y=7x—14-2->y=7x—-16

Esta es la ecuacion de la recta tangente alacurva, Y = 3x2 — 5x — 4-, en el punto donde X = 2.

Actividad: realizar las dos graficas sobre un mismo plano cartesiano.

2. Encuentre la ecuacion de las rectas tangente y normal a la curva :

Yy = f(x) =V25 — xz, en el punto donde X = —4

Procedimiento

1. Sehallalay del punto:

paraX = —4 > y = /25 — (—4)2 =25 - 16 = V9 = 3

Cuando: X = —4 — Yy = 3, corresponde al punto de coordenadas: (—4, 3)

2. Para hallar la pendiente m, se deriva la funcion y se reemplaza el valor de x en la derivada:
e Para derivar se expresa la raiz en forma de potencia:

y=f(x)=+25—-x2=(25 —xz)%

e Derivando la potencia:
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1 1, 1 _1
y':E*(zs_xz)z * (—2x) - y’=E*(25—x2) 2% (—2x) >

e Simplificando por 2 y expresando con exponente positivo:

1
y’ = (25 — .7(,'2)_E * (—x) - y’ = —;1 , expresando en forma de raiz:
(25-x2)2
, X
y =T
V25 — x?2
® Reemplazando X = —4' en la derivada para hallar M.:
(-4 "l =2
m = _ —_— — —_— [
J25—-(-4)2 V9 3

Wl

3. Laecuacién de la recta tangente: reemplazando el punto conocido y la pendiente:

4 4 16
y—3=§m(x—(—4))—>y=§x+?+3—>
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4 25
5 X + ? ecuacion de la recta tangente a la curva.

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA PRESENTE

y:

Para hallar la pendiente de la recta normal cuando
dos ecuaciones son normales o perpendiculares, el producto
de sus pendientes es igual a menos uno, es decir:
ml*m2=-1

4. Se puede decir que la pendiente de la recta normal es 1)1, la ecuacién queda:

4

—*my = —1
3 2

Despejando MMy que es la pendiente de la recta perpendicular:

3
m2=—1*Z—)m2=—

e Para hallar la ecuacién de la recta normal (o perpendicular) se tiene la siguiente informacion:

m=—%,x=—4, y =3

e Reemplazando estos valores en la ecuacién punto pendiente de la linea recta:
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3 3
y—3——1(x—(—4))—>y—3=—1x—3+3—>

y=—- Z X , ecuacion de la recta normal o perpendicular a la curva.

Entonces:
4 25
* Llaecuacion de larectatangentees: Y = 5 X + ?
3
e laecuaciondelarectanormales: Yy = — Z X

3. Encuentre la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva

y = xz — 2X — 6,enelpuntodonde X = 3.

Procedimiento

a. Primero se hallala Y del punto:
rraX =3 > y=(3)*-23)-6->y=9-6—-6=-3

Cuando X = 3,y = —3 seobtiene el punto de coordenadas:(3, —3)

® Se deriva para hallar la pendiente:

f(x)=2x—-2-m=f3)=23)-2=6-2=4

m=4
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b. Sehalla la ecuacion de la recta tangente:

y—(-3)=4x-3)>y=4x—-12 -3
y=4x-—15

C. Parahallar la ecuacion de la recta normal, primero se halla la pendiente de dicha recta. Cuando dos
rectas son normales o perpendiculares el producto de sus pendientes es iguala=1: 1 * m2 = -1

e Despejando, se tiene:

1
my; = ———
my
e Reemplazando:
1 1
my = ——— oMy = ——
m4 4
1
e (Con esta pendiente (mz = — Z) y el punto (3,- 3), se encuentra la ecuacioén de la recta normal:

1 1,3
e ¥y-(3)=—7@=-3)2y=—x+.-3->

19
Y=73%"%

e Laecuacion de larecta tangentees: Y = 4x — 15
1 9

® |3 ecuacién de la recta normal es: y =—=X—-

4 4

4. http://www.youtube.com/watch?v=sefnehelGY4

5. http://www.youtube.com/watch?v=81CGgmle-jE&feature=fvsr
6. http://www.youtube.com/watch?v=H3Ydr96kbUA&feature=related
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5.2 TEMA 2: APLICACIONES EN ECONOMIA (RAZON DE
CAMBIO)

En esta seccién analizaremos la derivada como el modelo matematico para el ingreso marginal y la derivada como
el modelo matematico para el costo marginal.

o Costo marginal: se define en economia como el incremento que se presenta en el costo cuando se fabrica
una unidad adicional del producto, es decir, el valor que cuesta producir una unidad adicional a las
unidades que se tenia planeado producir.

Si ¢(q) es la funcion para el costo total o simplemente la funcién de costo cuando se producen q unidades de
cierto articulo; la funcién para el costo marginal se obtiene derivando la funcién de costo.

Funcién de costo Marginal = c'(q)

Analizando un poco mds este concepto, desde la derivada, se puede decir que el costo marginal es el costo que
resulta de cambiar en una unidad el nimero de unidades a producir.

Muchas veces se conoce como la funcidn para el costo promedio denotado por €(q). En este caso la funcidn de
costo se obtiene como:

c(q) = q*"¢c(q).

e Ingreso marginal: si se tiene que r(q) es la funcién para el ingreso, en este caso cuando se venden q
unidades de cierto articulo; la funcion para el ingreso marginal se obtiene derivando la funcién de ingreso.

Funcion del Ingreso Marginal = r'(q)

El ingreso marginal, en economia, se define como el ingreso que se obtiene cuando se vende una unidad adicional.
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5.2.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Lafuncion para el costo promedio en la produccién de q unidades de un articulo estd dada por:

Z'((I) = 550q + 4000 + 175 en pesos (S) Determinar la funcion para el costo marginal.

Procedimiento

1. Para hallar la funcién de costo marginal primero se debe hallar la funcién de costo. La funcién de costo
promedio y la funcién de costo estan relacionadas por la siguiente formula:

e Despejando C(CI), queda:

C(Q) = (_,'(CI) * (, reemplazando por sus valores, se tiene:

15 15
c(@) =c(q@)* q= (550q +4000 +7) *q = 550q% + 4000q +7* q

e Simplificando:
c(q) = (550> + 4000q + 15) Funcién costo

e Se halla la funcién de costo marginal derivando la funcién de costo:
c(q) = (550¢> + 4000q + 15) -

c’ (q) = 10009 + 4000 Funcién de costo marginal
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2. Lafuncidn para la demanda o precio p(q) en la venta de q unidades de cierto articulo estd dado por:

p(q) = 5200 — 0.3q (en miles de pesos)

Determinar el ingreso marginal cuando se venden 100 unidades del producto.

Procedimiento
Para hallar el ingreso marginal se debe partir del ingreso que no se conoce.

e Elingresoy el precio se relacionan por la siguiente ecuacion:

r(q) =p(q) *q

e Determinacién de la funcién de ingreso:

T(Q) = ( 5200 — 0. 3q> *q = 5220q — 0. 3q2, en miles de pesos.

e Determinacién de la funcién de ingreso marginal:

r(q) = 52209 — 0.3g*> - r'(q) = 5200 — 0.6q

e Determinacién del ingreso marginal para la venta de 100 unidades

r'(100) = 5200 — 0.6(100) = 52000 — 60 = 5140

Nota: como es en miles de pesos: $5.140.000
Conclusién: cuando se vende una unidad adicional a las 100 se obtiene un ingreso de $5’140.000.

3. Elmodelo de costo en cierta fabrica estd dado por:

C(CI) = 920q2 + Zq + 700 (en pesos).

Determinar el costo marginal en la produccion de 20 unidades del producto.
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Procedimiento
El problema pide hallar c (20)

c(q) = 920g* +2q + 700 - c'(q) = 1.840q + 2

Entonces: C’(ZO) = 1. 840(20) + 2 =36.802

Conclusion: producir la unidad adicional nimero veintiuno le cuesta a la fabrica $ 36.802.

4. http://www.youtube.com/watch?v=oyRNxD7axuQ
5. http://www.youtube.com/watch?v=8nFOVbNqAE4&feature=related
6. http://www.youtube.com/watch?v=0sJ5IYICTe4

5.3 TEMA 3: APLICACION EN FISICA (RAZON DE CAMBIO)

http://www.youtube.com/watch?v=K2RTLTIUdFE

Para que un objeto cambie de posicidn debe estar en movimiento, implica esto tener una velocidad determinada.
Por esto se define la velocidad como un cambio en la posicién del objeto en un tiempo determinado. En célculo
siempre que se hable de cambio, se esta refiriendo o hablando de derivada. El cambio en la posicién (que es lo
gue se llama velocidad) se obtiene derivando la funcién de posicidn.

Si se conoce la funcidn de posicion s(t) de un objeto que se mueve a lo largo de un eje coordenado; la velocidad
se obtiene derivando esta funcién de posicién.

v(t) = s'(t) Funcion velocidad
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Asi mismo, cuando se cambia la velocidad se esta produciendo una aceleracion.

a(t) = v'(t) = s"(t) Funcion aceleracion

Donde t es el tiempo (segundos, horas, minutos). El tiempo se dard en segundos, a no ser que haya otra
indicacién al respecto.

S(t) Tiene unidades de distancia (metros, kilémetros, centimetros)

V(t) Tiene unidades de distancia dividido unidades de tiempo (segundos, minutos, horas).

a(t) Tiene unidades de distancia dividido unidades de tiempo al cuadrado.

5.3.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. La funcién de posicién de un objeto que se mueve a lo largo de un eje coordenado estd dada por:

S(t) = 6t3 + 3t2 + 5, En metros.

a. Determine la funcion de velocidad.

Procedimiento

Como: ‘U(t) = S’(t) Funcién velocidad, entonces:
_ o _ 2 _m
v(t) =s'(t) = 18t“ + 6t en seg
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b. Determine la funcidén de aceleracion.

Procedimiento

Como: a(t) = v’(t) = S”(t) funcion aceleracion, entonces:

t)=v'(t) =36t+6
a(t) = v'(t) en seg?

c. Determine posicién de reposo.

Procedimiento

Esta posicion de reposo se obtiene con S(O):

s(0) = 6(0)3 + 3(0)2 + 5 = 5 metros

d. Determine velocidad inicial.
Procedimiento
Esta se obtiene hallando ‘U(O):

Reemplazando en la funcién V(t)

v(t) = 18t* + 6t en ., v(0) = 18(0)% + 6(0) = 0
seg seg

2. Un objeto se mueve de acuerdo a la funcion:

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




e UNIREMINGTON' MATEMATICASIl | 57
O S Ve T g oo TRANSVERSAL

y = S(t) = 16t3 — 2t 4+ 1 en metros

Calcule: Posicion, velocidad y aceleracion después de 1 segundo.

Procedimiento

Sereemplaza £ = 1 en cada una de las funciones:

s)=16t3-2t+1-s(1)=16(1)*-21)+1=15m

m
v(t) =s'(t) =48t> — 2 - v(1) =48(1)? — 2 =46 seg

a(t) =v'(t) =96t - a(1) =96(1) =96 SoiF

3. Un camién recorre una distancia en kilémetros en € horas dada por la funcion:

w(t) = 3t*> + 5t + 20

Calcule: Posicion, velocidad y aceleracion después de 3 horas.

Procedimiento

e Posicién para £ = 3

w(3) =33)2+53)+20=27+15+20 =62 km

e Velocidad parat = 3

km
‘U(t) = u’(t) =6t+5 T
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km
v(3)=6(3)+5=18+5=ZST

e Aceleracién parat = 3
. km
a(t)=v(t)=6ﬁ

4. Un objeto se mueve de acuerdo a la funcion:

y =s(t) = —2t3 — 3t*> + 36t + 120 m.
a. Determine en que tiempo la velocidad es igual a cero.

Procedimiento

e Se determina la funcién velocidad:

v(t) = s'(t) = —6t* — 6t + 36

o sehaceV(t) =0 > —6t2 —6t+36=0

® Se divide la ecuacion por —6:

—-6t> 6t L36_0 o e
—_— — e d —_— —_— =
-6 -6 -6 —6
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e Se factorizay se iguala cada factor a cero:
t?+t—-6=0->(t+3)«({E=2)=0
t+3=0—-t=-3 (se descarta, no hay tiempos negativos).

t—2=0-t=2

La velocidad se hace ceroen t = 2 segundos

()

b. ¢Qué distancia ha recorrido el objeto desde que se empezd a mover hasta que se detiene?

Procedimiento

Para calcular esta distancia se debe conocer S(Z) y S(O), estableciendo la diferencia entre los dos (en fisica
se conoce como posicién final menos la posicidn inicial), entonces:

e Secalcula: S(Z) — S(O):
Parat=2->y=s(t) =-2(2)2-3(2)>+36(2) +120 =164 m
Parat=0-y=s(0) = —2(0)3 - 3(0)2 +36(0) + 120 = 120 m

Por lo tanto, la distancia recorrida es : S(Z) — S(O) =164dm—120m =44m

c. ¢Cudl es la posicidn del objeto en el momento en que se detiene?
Procedimiento

Del numeral @ se sabe que el objeto se detieneen t = 2s.

s(2)=164m

5. http://www.youtube.com/watch?v=LqvXvnyYiYg
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5.4 TEMA 4 MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS

Tosnate  Demsmicstss  Oxuds

=1 =1l

r[fi:t‘iwm:. T ﬁfmmu)

N/

.
:

Ttere [ Eotmin | ovem: |
LFr @ n-8

http://www.youtube.com/watch?v=0HEgk9mgp40&feature=related

Eﬂc‘aﬂ’!‘ra‘r‘ Puni-as. fn_ff(os =2 \!z

Meouy

e

2 NZ0 > Puntos ¢ri+icos

(rescolver)

S Analizar PQ“J"E"‘"*'ES

T, NS Y A N—

http://www.youtube.com/watch?v=B1mJbvTwhm4
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Nota: para la explicacién de este tema tenga en cuenta la gréafica de la figura 57.

Inflex 2

Inflex 1 P2

P1

m1

Figura 57. Puntos criticos de una funcién

(Autor. Elkin Ceballos Gémez)

La figura 57 muestra la grafica de una funcion y = f(x) cualquiera.

Los puntos M1 y MZ son los méximos relativos de la funcion Y = f(x) Posiblemente no sean los Unicos
valores maximos de la funcion.

El punto M1 es el minimo relativo de la funcion. No necesariamente es el Unico.
Los puntos er Mz, mq,P1,P2 -.- Sellaman los puntos criticos de la funcion Y = f(.X')

Se puede ver que en los puntos criticos Ml, Mz, M4 |a recta tangente es horizontal; lo que es lo mismo en

algunos puntos criticos la pendiente tiene como valor cero (m = O)

NOTA: los puntos er Mz, M4 ... También reciben el nombre de extremos locales.

PUNTO CRITICO:

Es un punto donde sucede algo en una funcion, como, por ejemplo:
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e |aderivada no existe, o
e laderivada es igual a cero.

Hay puntos donde también existe un corte en la grafica de la funcién, hay un cambio de concavidad.
Donde hay cambio de concavidad son los puntos Inflex1 e Inflex2 o puntos de inflexién, puede haber mas.

Interesan los puntos criticos donde |la derivada vale cero, ya que en estos puntos se determina si hay puntos
maximos o minimos.

También interesan los puntos donde hay cambio de concavidad, es decir los puntos de inflexién.

Ademds se puede ver de la gréfica de la figura 57 que en un maximo la funcién abre hacia abajo, es decir, es
cdncava hacia abajo.

Nota: la concavidad tiene que ver con el signo de la segunda derivada, es decir la segunda derivada evaluada en un
maximo es negativa.

Los puntos criticos M1, My, m4, son los puntos que interesa determinar.

Asi mismo en un minimo la funcién abre hacia arriba, la funcién en un minimo es céncavo hacia arriba. La segunda
derivada evaluada en un minimo tiene como resultado signo positivo.

En la figura 57, también se puede observar que:

A la izquierda de un maximo la funcion es A la derecha del maximo la funcién es
creciente. decreciente.

A la izquierda de un minimo la funcion es Ala la funcion es
decreciente

También que:
Entre un maximo y un minimo la funcion es decreciente, y

Entre un minimo y un maximo la funcion es creciente.
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e Procedimiento para determinar los maximos y minimos de una funcion.

1. Se determina la primera derivada de la funcion Yy = f(.X')
. 1 ! — L
2. Selgualaladerivadaacero(y = f (x) = 0) y resuelva la ecuacion resultante. Los valores

obtenidos son los puntos criticos de la funcién.

Nota: si la ecuacidn resultante no tiene solucidn o se llega a una afirmacién falsa quiere decir que no
tiene puntos criticos.

3. Seobtiene lasegunda derivada de la funcién Y = f(.X') o sea y” = f”(x).
4. Sereemplaza cada punto critico en la segunda derivada. Se pueden presentar cuatro opciones:

a. " (Xeritico) < 0 = Xcritico €S Maximo relativo

La segunda derivada evaluada en el punto critico sea negativa; en este caso el punto critico corresponde
a un maximo relativo.

b. " (Xcritico) > 0 = Xcritico €S Minimo relativo

La segunda derivada evaluada en un punto critico sea positiva; en este caso el punto critico corresponde
a un minimo relativo.

C. f”(xcritico) =0

La segunda derivada evaluada en el punto critico sea igual a cero; en este caso no se puede afirmar
nada.

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy
wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | >8

CORPORACICH UNIVERSITARA JEMNGTON TRANSVERSAL

5. Sise desea obtener maximos y minimos absolutos, se debe indicar un intervalo; para determinar
cual es el maximo absoluto y el minimo absoluto en dicho intervalo, se debe evaluar en la funcién
los puntos criticos y los extremos del intervalo. El mayor valor sera el maximo absoluto, el menor

valor sera el minimo absoluto.

54.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Paralafuncion:y = h(x) = 2x3 — 24x* + 72x — 15

a. Hallar los maximos y minimos relativos.
b. Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto en el intervalo [—3,5]

Procedimiento

a. Se determina la primera derivada:

h'(x) = 6x* —48x + 72

e Seigualala primera derivada a cero:

h'(x) =0

6x2 —48x + 72 = O, dividiendo toda la ecuacién por 6, S€ tiene:
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6x° 48x 72 0 5, o 400
- = - — =
6 6 6 6

e Se factorizay se iguala cada factor a cero:

x*—8x+12=0->(x—-6)*(x—-2)=0
x—6=0->x=6
x—2=0-x=2

b. Se determina la segunda derivada y se reemplazan los puntos criticos en la misma:
h'"(x) =12x — 48
h''(6) =12(6) —48 =72 — 48 = +24 Es un minimo relativo.
h''(2) =12(2) — 48 = 24 — 48 =|—24 Es un maximo relativo.

C. Para determinar el maximo y el minimo absoluto en el intervalo [—3, 5]

Se debe determinar el valor de la funcidn en los puntos extremos del intervalo y en los puntos criticos que estdn
dentro del intervalo, es decir, en:

e x=-3
e x=25
o x=2

e xX=6 (no se evalta porque no pertenece al intervalo [—3, 5])

Reemplazando en h(x), se tiene:

h(-3) = 2(-3)3 — 24(-2)? + 72(-2) — 15 = -501
h(5) = 2(5)3 - 24(5)* +72(5) —15=-5

h(2) =2(2)3 —24(2)2+72(2)—15=49
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Después de reemplazar se concluye que:

® El mayor valor de todos es 49 que corresponde a X = 2
e t| menor valor de todos es— 501 que corresponde a X = -3

Por lo tanto:

Madximo absoluto en elintervalo [—3, 5]) es en x

elminimo absoluto en elintervalo [—3, 5] es en x

2. Paralafuncién: Y = g(X) = x4 - 72x2 + 1000 nhallar los méaximos y minimos
relativos.

Procedimiento

a. Se halla la primera derivada:

g (x) = 4x3 — 144x
b.

Se iguala la primera derivada a cero

4x3 —144x =0

C. Se factorizay se iguala cada factor a cero:

4x3 —144x=0->4x+(x*-36)=0

4x =0 S =0
X DX=oox

x2-36=0->(x+6)*x(x—6)=0->x=—-6Yyx=6

d. Se reemplazan estos valores en la segunda derivada:

g'(x) = 4x3 — 144x - g" (x) = 12x% — 144
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Reemplazando los valores, se tiene:
g''(0) = 12x(0)?> — 144 = —144 > x = 0 Maximo

g'(6) =12(6)* — 144 = 432 — 144 = +288 - x = 6 Minimo
g'(—6) = 12(—6)* — 144 = 432 — 144 = +288 > x = —6 Minimo

4.9 Intervalos de crecimiento y de decrecimiento e intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.

A LA IZQUIERDA DE... A LA DERECHA DE...

Un maximo y hasta el MAaximo una Un maximo una funcidn es
funcién es creciente. decreciente.

un mMinimo y hasta el MIinimo una Un MINIMO una funcién es creciente.
funcion es decreciente.

ENTRE

Entre un MAXimo y un MiNimo una funcién es decreciente.

Entre un MINIMO y un MAXiMO una funcién es creciente.

CONCAVIDAD

En un MAXiMO una funcién es cONcava hacia abajo y cambia de concavidad en los
puntos de inflexion.
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En un MINIMO una funcién es cOncava hacia arriba y cambia de concavidad en los
puntos de inflexion.

5.4.2 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

x3  x?
1. Paralafuncion: Y = f(x) = —?+ > + 6x + 8

Determine intervalos de crecimiento, intervalos de decrecimiento, intervalos donde la funcién es céncava hacia
arriba e intervalos donde la funcién es céncava hacia abajo.

Procedimiento

a. Se deben encontrar primero los maximos y los minimos de la funcién:

3x2 2
f’ (x) = — % + 7x + 6 , simplificando:

ff(x)=—x*+x—6
o Sehacef’(.X')=0—>—xz+x+6:O
e Se factoriza, se iguala cada factor a cero y se obtienen los puntos criticos:

—xz +x+6=0 al multiplicar por — 1, se tiene:
x*—-x-6=0->(x—-3)x(x+2)=0

x—3=0-x=3
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xX+2=0->x=-2
Los puntos criticos son: X = 3 Yy X = -2

e Se determina la segunda derivada y se reemplazan los puntos criticos:
Siff(x)=—x*+x—-6->f"(x)=-2x+1
Reemplazando los puntos criticos en f” (x), se tiene que:
ff3)=-23)+1=-6+1=-5-enx =3 hay un maximo

f'(-2)=-2(-2)+1=4+1=5->enx =—-2 hay un minimo

Escribiéndolos en orden quedarian:
x = —2 minimo relativo.

x = 3 maximo relativo.

e Sesabe que entre minimo y un MAxXimo una funcién es creciente.

La funcion es creciente en el intervalo: X€ [—2, 3]

e También se sabe que a la izquierda de un Minimo la funcién es decreciente.

La funcién es decreciente en el intervalo: X€ [—00, —2]

e Por ultimo, a la derecha de un maximo la funcion es decreciente.

La funcidn es decreciente en el intervalo: X€ [3, +00]

e Determinacion de los puntos de inflexion:

Para determinar donde hay cambio de concavidad, se deben conocer los puntos de inflexidn.

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | >8

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

PISTAS DE APRENDIZAIJE

TRAER A LA MEMORIA

Los puntos de inflexion se obtienen solucionando
la ecuacion: f” (x) =0

Se tiene que:

1
fll(x)=—2.X'-|—1—)—2x-|—1=0—)_2x=_1_)x=E

N =

El punto de inflexion corresponde a: X =
Se sabe que:

e Enun minimoy en todos los puntos vecinos al minimo la funcidn es cdncava hacia arriba y cambia de
concavidad en el punto de inflexién, por lo tanto:

. . : 1
Concava hacia arriba en el intervalo: X € (—0, E]

e En un maximo y en todos los puntos vecinos al maximo la funcién es con

. . . 1
Concavidad hacia abajo en el intervalo: X € [E’ +00)

5
2. Paralafuncién: Yy = f(x) = 2x3 - Exz +x—2

Determine intervalos de crecimiento, intervalos de decrecimiento, intervalos donde la funcién es céncava hacia
arriba e intervalos donde la funcién es céncava hacia abajo.
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Procedimiento

a. Se encuentran los maximos y los minimos de la funcién:
2+5x
2

® Se obtiene la primera derivada f’(x) = 6.762 - + 1, simplificandos

fl(x) =6x*—-5x+1

e Seiguala la primera derivada a cero: 6x2 —5x+1=0

e Se soluciona la ecuacion: factorizando,

36x* —5(6x) +6 0 (6x —3) * (6x — 2)
= e d =

6625+10
— — = () —»
g (6% —5x 6 6

0

(6x—3);(6x—2)=0_)3(2x—1;:2(3x—1)=0_)(2x_1)*(3x_1)=0

e Seiguala cada factor a cero para obtener los puntos criticos:

1
2x—1=0—>2x=1—>x=§
1
3x—-1=0-3x=1->x=—=

e Reemplazando cada punto critico en la segunda derivada:

Sif'(x) =6x*—-5x+1-f"(x) =12x -5

1 1 1
f”(§>:12(§>_5=6_5=1_) x=Eesunminimo

1 1 1 .
f”(—>:12(§>—5=4—5=—1—) x=§ ées un maximo

Escribiéndolos en orden quedarian:
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1 7 L -
X = § es un maximo relativo
1 7 L] -
X = E es un minimo relativo

e Sesabeque: a la izquierda de un maximo la funcidn es creciente:

La funcién es creciente en el intervalo: X € (—00, 5]

® También se sabe que: @ntre un MAaximo y un minimo la funcién es decreciente.

1
La funcidn es decreciente en el intervalo: X € [5 , E]

o Aladerecha de un minimo ia funcién @s creciente.

1
La funcidn es creciente en el intervalo: X € [5 , +00)
b. Determinacién de los puntos de inflexién.

e Para determinar donde hay cambio de concavidad, se deben conocer los puntos de inflexidn y,

. . ., " _
recuerde, que estos se obtienen solucionando la ecuacion: f (x) =0

Se tiene que:

5
f') =12x-5- 12x-5=0->x=—

5

El punto de inflexion corresponde a: X = 12

e Se sabe que en un minimo y en todos los puntos vecinos al minimo la funcién es céncava hacia arriba 'y
cambia de concavidad en el punto de inflexidn, por lo tanto:

. . . 5
Cdéncava hacia arriba en el intervalo: X € [ﬁ’ +00)
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e Enun maximoy en todos los puntos vecinos al maximo la funcion es concava hacia abajo

. : . 5
Concavidad hacia abajo en elintervalo: X € [—0, o

e La grafica de las funciones anteriores, puede ser realizada con el applet de la siguiente pagina.

http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/index.htm

3. http://www.youtube.com/watch?v=00KdIZkDGQk&feature=related

4. http://www.youtube.com/watch?v=ykIL 7e41kU&feature=fvwrel
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5.5 TEMA 5: OPTIMIZACION

Consiste en problemas de aplicacién, donde el objetivo es encontrar los maximos o los minimos de una funcién o
un modelo matematico.

En este tema, se parte de una funcion y posteriormente, por medio de las técnicas de la primera y de la segunda
derivada, se deben encontrar los valores maximos o los valores minimos de dicha funcién.

Se sugiere el siguiente procedimiento:

1. Identifique cual es la funcién objetivo. (Funcién que se desea maximizar o minimizar).

Por lo general la funcidon no es conocida, constriyala de acuerdo a las condiciones del
problema.

3. Obtenga los maximos o los minimos de dicha funcién. Cuando el enunciado del problema
incluya un intervalo, para hallar los maximos o los minimos, se deben tener en cuenta los
extremos del intervalo.

4, Conteste las preguntas del problema.

5.5.1 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Problema planteado por los autores (Haeussler & Richard, 1997):

La funcién de costo total de un fabricante esta dada por:

2

c(q)=qz+3q+400enUS$

¢Para qué nivel de produccion el costo promedio por unidad serd minimo? ¢ Cual es el costo promedio minimo?
Procedimiento

a. Lafuncién objetivo es el de COStO promedio y se desea minimizar. se debe encontrar dicha

funcién, ya que no es dada.
e Determinacion de la funcién de costo promedio:
2
c(q) CIT +3q+400 g4 400
= =—+3+—
q q 4 q

c(q) =
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e Para determinar los minimos de la funcidn de costo promedio, se debe derivar la funcion:

Nota: para derivar la funcion de costo promedio, una posibilidad es escribir dicha funcién de la siguiente manera:

1
c(q) = 24 +3+400q° 1

Derivando la expresién anterior:

1 1 400
c'(q) = 2 +0+400(-1)g 11 >¢(q = i

e Seigualaaceroy sesoluciona la ecuacion resultante, se iguala cada factor a cero:

c(q)=0

(q+40)*x(q—40)=0
q+40 =0 - q = —40 (No sirve)
q —40 = 0 - q = 40 (Punto critico)

El valor negativo (q - 4-0) no sirve porque no podemos hablar de produccién negativa.

e Se obtiene la segunda derivada:
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_, 1 400 ., _3 ., 800
c'(q) Y (@) =0—-400(-2)q™" - c"(q) =

e Sereemplaza el punto critico en la segunda derivada:

800
(@) =—
P
800
c'(q) = 20° — 64000 +0.0125 —» q = 40 es un minimo

Por lo tanto, con una produccién de 40 unidades se garantiza que el COStO promedio es
minimo.

e Para hallar el costo promedio minimo se reemplaza 40 en la funcién de costo promedio:

_ 40 400
C(40)=T+3+E=10+3+10=23US$

2. Un monopolista vende un articulo por un precio de $ 30.000 y le ofrece a uno de sus clientes un
descuento de diez pesos por cada unidad comprada.

Determine:

1. Lafuncidon deingreso.
2. Elingreso maximo.

Procedimiento

a. Seaq el nimero de unidades vendidas, entonces el precio de cada unidad sera: $ 30.000 menos 10
pesos por cada unidad vendida, esto es:

p(q) = 30.000 — 10q $
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Nota: se debe tener en cuenta que el precio no puede ser negativo, entonces la condicion para el precio es:

30.000 — 10q > 0

Resolviendo la inecuacién:

1
—10q > —-30.000 Multiplicando por — 1—01 en ambos lados de la inecuacidn se tiene:

1 1
— —— > -30. N
10"*( 10)— 30 000*( 10)

g < 3.000

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA EN CUENTA

Al multiplicar ambos miembros de una desigualdad
por un numero real negativo, la desigualdad cambia
de sentido.

Nota: g es menor-igual que 3000, pero tiene que ser mayor-igual que cero, por lo tanto el
intervalo solucién es:

qe€[0,3.000]
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b. Ingreso:r(q) = Precio: p(q)por nimero de unidades vendidas: (q)
r(q) = p(q) q = (30.000 — 10q) * q

La funcién de ingreso queda:
r(q) = 30.000g — 10q*% $
Con (q € [0,3.000]

e Se deben encontrar los maximos de la funcién de ingreso, por lo tanto, se deriva la funcién ingreso:

r(q) = 30.000q — 10g> - r'(q) = 30.000 — 20q

e Sehace?’ (@) = 0 ,se halla el valor de q:
30.000

30.000—-20q =0—- —-20q = —-30.000 —» g = 20

-q=1.500

e Secalcula la segunda derivada y se reemplaza el valor de q:

si 7'(q) =30.000—-20q - 1'""(q) =-20

r'"(1.500) = —20 - g = 1.500 Maximo

Pero para encontrar el maximo absoluto en el intervalo:

qce€ [0, 3. OOO], se debe hallar: T(O), T(S OOO), 1'(1 500)
en(q) = 30.000g — 10g*

r(0) = 30.000(0) —10(0)2 =0
(3.000) = 30.000(3.000) — 10(3.000)% = 90.000.000 — 90.000.000 = 0

r(1.500) = 30.000(1.500) — 10(1.500)% = $ 22.500.000

El maximo absoluto enelintervalo g € [0,3.000] es g = 1.500
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e Elingreso maximo se obtiene con la venta de 1.500 unidades

El ingreso maximo es:

r(g1.500) = 30.000 * (1.500) — 10(1.500)% = $ 22.500.000

Elmaximo ingreso que puede obtener es de $ 22’500.000
3. Un mayorista tiene la siguiente promocion del dia:

Vende pifias a 2000 pesos la unidad y ofrece un descuento de 10 pesos por pifia comprada.

a. Encuentre una funcién que represente el ingreso del mayorista.
Procedimiento

Para construir la funcién de ingreso en la venta de las { pifias, tenga en cuenta que:

Ingreso = precio de venta multiplicado por la cantidad vendida.
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Como Y = T(CI) es el ingreso obtenido al vender { pifias:

T(CI) = (2 000 — 10([) *q — T(CI) = 2. OOO(I - 10q2(funcién representativa del

ingreso del mayorista).

b. ¢Bajo qué condiciones el mayorista obtendra el maximo ingreso?

Procedimiento

e Se halla la primera derivada:

CANTIDAD DE PINAS |  PRECIO DE VENTA INGRESO
VENDIDAS
1 2000 — 10(1) [2000 - 10(1)]*1
2 2000 — 10(2) [2000 - 10(2)]*2
3 2000 — 10(3) [2000 - 10(3)]*3
4 2000 — 10(4) [2000 — 10(4)]*4

sir(q) = 2.000q — 10g* > r'(q) = 2.000 — 20q
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e sehace:7'(q) = 0y se despeja el valor de q:

—-2.000
2.000—-20q=0- —-20q=-2.000-g¢g =_—20—> q=100
e Se halla la segunda derivada:
sir'(q) = 2.000—-20qg - r"(q) = -20 -
r'"(q100) = —20 —» q = 100 es un maximo relativo

Por lo tanto, con la venta de 100 pifias se obtiene €l ingreso maximo.

e Elingreso maximo es:

r(q) = 2.000q — 10g? - r(100) = 2.000 * (100) — 10 * (100)? = $100.000
4. Ejemplo propuesto como ejercicio por los autores (Haeussler & Richard, 1997)
Una empresa dispone de USS 3000 para cercar una porcidn rectangular de terreno adyacente a un rio usando
este como un lado del drea cercada. El costo de la cerca paralela al rio es de USS 5 por metro instalado y el de la

cerca para los otros dos lados es de USS 6 por metro instalado. Encuentre las dimensiones del drea méaxima
cercada. Véase la figura 58.

."E'JEEI a Cercar

Figura 58. Area a cercar.

(Autor. Elkin Ceballos Gomez. Mayo 18 de 2011)
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Procedimiento

De acuerdo con la figura 58:

a. Sea X lalongitud de la cerca paralela al rio, sea Y la longitud de cada uno de los lados del terreno

adyacente al rio.

e Sedebe encontrar una relacién entre X'y Y por los datos que dan, se sabe que el costo total del area

es de US$ 3.000, por tanto:

5x + 6y = 3. 000, se despeja Y.

3.000 — 5x
6

6y=3.000—6x—->y=

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TRAER A LA MEMORIA

El area de un rectangulo es igual al producto de
la base por la altura
A rectangulo = base * altura

Al reemplazar en esta ecuacion en funcion de X y Y, se tiene:

Arecténgulo = X * Y, reemplazando .

_ 3.000-5x ) o )
a(x) = X * (T), realizando el producto indicado y separando denominadores:
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3.000x 5x?
a(x) = - , simplificando:
6 6
5x?
a(x) =500x — o

e Determinacién del dominio de esta funcion:

5x? .
a(x) = 500x — ——, como el 4rea no puede ser N@gativa, entonces:
6

5x2
500x — o > (), factorizando:

5x
X (500 — ?) > O, igualando a cero cada factor:

x=0 o 500—5—6x=0,queda:

5x
500 — ? = 0, multiplicando toda la ecuacién por 6

—-3.000
3.000—5x=O—>—5x:—3.000—>x:_—5—>x=600

Por lo tanto, el dominio de la funcién es.
D =x¢€(0,600)
b. Se obtiene la primera derivada de la funcién:

10x

2
Sia(x) = 500x —5% - a'(x) = 500 -—
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Se hace a’(x) = 0 — 500—%=0—>3.000—10x=0—>

—3.000
—10x = —-3.000 —>x=_—10—>x= 300

a. Se obtiene la segunda derivada de la funcién:

' (x) = 1 )= 0= 3
sia'(x) =500 ———>a"(x) =-——=—3

e Reemplazando en la segunda derivada, se tiene:

5
a”(300) = — 3 esto implica que:

x = 300 es un maximo relativo

3.000-5x
6

~3.000-5(300) 3.000-1.500 1.500
6 B 6 B

e Sereemplazaelvalorde Xeny = y se encuentra el valor de la otra dimensién Y.

-y =250

Por lo tanto, las dimensiones son:

x = 300 metros

y = 250 metros

http://www.youtube.com/watch?v=TSVK1vFifQO&feature=relmfu
http://www.youtube.com/watch?v=x90Q0z95kyA&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=1QckQJcpcKo&feature=related

http://www.youtube.com/watch?v=LulyYqlfdoQ&feature=related

oo N WU

http://www.youtube.com/watch?v=pcrdikpQlLo&feature=related
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5.5.2 EJERCICIO DE ENTRENAMIENTO

1. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva:

7x-1
— f(x)= AT
y = f(x) a2

Enel puntox=1

2. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva:
y =+/5x-1
En el punto x = 2

3. Lafuncién de costo en la fabricacidn de q unidades de cierto articulo es:
¢(q)=0,03q° +50q + 3$

e Determine el costo marginal y el costo promedio en la produccién de 25 unidades del producto.

4. Lafuncién de demanda en la venta de q unidades de cierto articulo es:
p(gq) =7000-0,2q $

e Determine el ingreso marginal en la venta de 10 unidades del producto.

5. Lafuncion de posicion de un objeto esta dada por:
s(t)=4t°* —5t> +3t+50 m

e Determine la velocidad y la aceleracién para un tiempo de 10 segundos.

6. Lafuncion de posicion de un objeto esta dada por:

sa)zgt?—&2+8t+20km
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e Determine la velocidad y la aceleracién para un tiempo de 3 horas.

e Determine el instante en el cual el objeto se detiene.

7. Paralafuncion
f(x) = x*> —80x + 20
Determine:
e Maximos y minimos relativos.
e Puntos de inflexidn.

e [ntervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

e Intervalos de concavidad arriba e intervalos de concavidad abajo.

8. Parala funcion
f(x) =x° +121x2 —4x+10

Determine:
e Maximos y minimos relativos.
e Puntos de inflexidn.
e Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

e Intervalos de concavidad arriba e intervalos de concavidad abajo.

9. Un monopolista ofrece a uno de sus clientes vender un producto de la siguiente manera:

Un precio de $8000 y un descuento de 0,02 pesos por cada unidad comprada. Determine el maximo ingreso que
puede obtener el monopolista bajo estas condiciones.
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10. Se desea construir una caja rectangular sin tapa con una ldmina de cartén de 80 cm por 35 cm, para ello se
quita en cada esquina un cuadrado de x cm de longitud.

e Determine las dimensiones de la caja de tal manera que permita almacenar el maximo volumen.

e Determine el volumen maximo.
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6. UNIDAD 5 INTEGRALES
6.1 TEMA 1 INTEGRAL INDEFINIDA E INTEGRACION
6.1.1 OBJETIVO GENERAL.

Definir la anti derivada y la integral indefinida, explicando y aplicando las formulas basicas de integracion.

6.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Utilizar las leyes basicas de integracidon para encontrar un conjunto de funciones primitivas.
e Integracién de funciones por el método de sustitucién o cambio de variable.
e Efectuar integrales realizando divisidn previa a la integral.

FUNCIONES PRIMERA SEGUNDA TERCERA

DERIVADA

Y@ =)y x)=f"® |y'x=f"x

DERIVADA DERIVADA

f(x)=8x3—9x%> —5x+7

f(x) = (3 —5x%) * (4x
_'15)
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f(x) — eSx3—6x+4
f(x) =In(5x3 — 2x% + 7)

f&x) =

1. Encuentre la funcion de costo marginal y la funcion de costo promedio para cada funcion de costo dada:

e c(q) =3.5g*+2q—4en$
e ¢c(q) =6qg®+8.5¢>—-3q+7en$US

2. Dada la funcién para la posicion instantdnea de cierto objeto, donde t es el tiempo en segundos,
encuentre la funcién para la velocidad instantanea vy la funcion para la aceleracion instantanea:

e s(t) =8t*+5t—60enkm.
e s(t) =50t+ 3 enm.
o s(t) =17t3 +28t* — 9t + 5 en cm.

3. Dada la funcién para la demanda de un producto:

e p(q) = 15q + 9 en $. Determine la funcidn para el ingreso marginal.

INTEGRACION
e Resefia historica.

Los cimientos del Calculo Infinitesimal fueron colocados por matematicos como: Cavalieri, Torricelli, Fermat,
Pascal y Barrow, entre otros. Y luego el célculo fue desarrollado en forma independiente por Isaac Newton en
Inglaterra y por Gottfried Leibniz en Alemania hacia el final de los afios 1600 y comienzos de los afios 1700 (entre
1660y 1720). Y fue George Friedich Bernhard Riemann (1826-1866) quien proporciond la definicién moderna de
la Integral definida.
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Uno de los problemas que originé el desarrollo del Calculo fue el problema del drea. El concepto de drea se tuvo
desde muy temprano, practicamente desde el desarrollo de la agricultura y la propiedad privada que hizo
necesario idear métodos para medir los terrenos. Antes de los griegos se conocian féormulas para calcular con
bastante precision el drea de superficies poligonales de cualguier forma. Lo que no existia era una féormula o un
método para encontrar el drea de una superficie cuyo borde exterior fuera una curva, la de un circulo, por ejemplo.

Arquimedes (287-212 AC) resolvio el problema parcialmente, deduciendo la férmula para hallar el area del circulo.
El método de Arquimedes fue un avance importante, pero no satisfacia totalmente la necesidad de encontrar el
area de una curva, problema que si resolvio el Calculo.

Esta fue un de las necesidades por las cuales surgid el Calculo. Hoy en dia el Célculo no solo se aplica para
determinar areas, sino también para el disefio de puentes, caminos, velocidad exacta que debe alcanzarse para
colocar un satélite en una orbita alrededor de la tierra, para determinar modelos matematicos bajo ciertas

condiciones, entre otras aplicaciones. Tiene aplicaciéon en todas las ramas del conocimiento, en Economia,
Administracion, Fisica y demas ciencias.

6.1.3  DEFINICION DE INTEGRAL O ANTI DERIVADA.

La integral es una operacién contraria a la derivada.

DEFINICION: LA INTEGRAL DE UNA FUNCION f(X), Es OTRA FUNCION QuUE F (X), SIEMPRE
QUE SE CUMPLA QUE:

F(x) = f(x)

PARA INDICAR QUE F'(X) ES UNA INTEGRAL DE f(X) UTILIZAMOS EL SIGUIENTE SIMBOLO:

F(x) = f f(x)dx: se llama Integral indefinida

DEMOSTRACION:

e Para hacer la demostracién se parte de la condicién:
F'(x) = f(x) Ecuacién (1)

e Otra notacién para F'(x) puede ser:
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d[F(x)]
dx

F'(x) = Ecuacion (2)

e Reemplazando 2 en 1 se tiene:

e Multiplicando a ambos lados por @& queda:

* . = f(x) * ., Simplificando dxenel primer miembro de la igualdad:
d[F(x)] = f(x) « d%

e Para quitar el diferencial d[F(x)], se integra en ambos lados:

d[F(x)]
dx

| aiFeon = [ foox

F(X) = ff(x)dx, lo que se queria demostrar.

6.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. siF(x) = 4x3 + 5x% + 6x

e Derivando se tiene que:

F'(x) =12x* +10x + 6 = f(x)

e Aplicando la férmula:

F(x) = jf(x)dx
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e Setiene que:

F(x) = j(le2 + 10x + 6)dx =4x3 + 5x% + 6x

e Esdecir, unaintegral delzxz + 10x + 6, es:

F(x) = 4x3 + 5x% + 6x

2. siF(x) = 5x*

e Derivando se tiene que:

F'(x) = 20x3 = f(x)

e  Aplicando la formula:

F(x) = jf(x)dx

e Setiene que:

F(x) = j20x3dx = 5x*

e Esdecir, unaintegral de 20x3 , es:

F(x) = 5x*
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NOTA:

Siempre que se integre debe sumarse al resultado una constante de integracion C que representa las cantidades
gue no tienen variable.

Revisando la nota anterior se tiene:

2. x*+10 4x3 Deberia ser x* + 10 *

3.x¥-5 4x3 Deberia ser x* — 5**

Revisando el cuadro:
Si
1. F(x) = x*, su derivada
F’(.X') = 4x3 , esto es:
F'(x) = 4x3

Entonces, se tiene que una integral de 4x3 es F(x) = x4 . Representando esta situacién
matematicamente:

j 4x3dx = x*
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2. Pero que pasa si F(.X') = x4 + 10 , derivando podemos ver que:

F'(x) = 4x3

Se obtiene la misma derivada del ejercicio 1, por lo tanto:
f4x3dx, también debe ser igual a F(.X') = x4 + 10

3. Lo mismo sucede si F(.X') = x4 -5

Su derivada es igual a:
F'(x) = 4x3

Entonces, f 4x3dx debe serigual a F(.X') = x4 -5

Tenemos entonces que: | 4X3 dX, debe ser igual a:
1. F(x) = x*

2.F(x) =x* + 10 *~

3.F(x) =x* —5*

Como conclusién tenemos que estas tres funciones solo difieren en una constante, como no sabemos cudl nimero
escribir, siempre que se integre, al resultado le escribimos una constante C.

e LEYES BASICAS DE INTEGRACION.
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6.1.5 INTEGRAL DE UNA POTENCIA

xn+1

[x"dx = + €,conn # —1

n+1

6.1.6 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

3+1 4

3 X X
1. = ==
[X¥Pdx=—+c=T+c
2 5+ 5 5
5 st X X 5

2. [Vx?dx = [x5dx =5 1+c=T+c=;*\/x7+c=
_+ —
5 5

5
S X* Vx? + ¢

p 3
3. fx—:=fx‘3dx=i +c=x—+c=—7+c

o fidxzfx‘ldlenx+c

e [dx=x+c

6.1.7 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [dz=2z+c

2. [dy=y+c
3. [e*dx=e*+c
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e [a*dx=—a*+c,aeR, ya+0

Ina

6.1.8 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1 [5*dx=—5"+c
2, f7xdx=%7x+c

e [kxf(x)dx=k|[f(x)dx=kF(x)+c

Donde k €s una constante.

Podemos ver que se efectla la integral de la funcion, el resultado se multiplica por la constante k y al final sélo se
escribe una sola constante de integracion.

6.1.9 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. [10dx=10[dx=10x+c

N

: f%dx: 11lnx +c
—4
3, f7dy= —4lny+c

8 1
. Jodx=8[_-dx=8Inx+c

=Y

s. [V3dx=+V3[dx=vV3x+c
13 _ 13 _ 9x1.3+1 _ 9x2.3
6. JOxPdx=9[xdx="—"—+c="F+c

2+1

~N

3
. [6x%dx =6 [ x2dx == +c=%+c=2x3+c

2+1
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8 _ 1 _ _5 4.  8x75*1 _ 8x7* _
s [Zdx=8[dx=8[xdx="FF+c=—"F1+c=
2
—F‘FC

o. [11e*dx =11 [e*dx =11e*+ ¢
3e*dx =3 [ e*dx = 3 e*

. [cefdx=<[e'dx=ce" +c

1. [ —8e’dz = —8 [ e*’dz = —8e” + ¢

12. fedx =ex+c (Recuerde que € es una constante)

xe+1

e+1

13. [ xdx = +c

6.1.10 INTEGRAL DE UNA SUMA (DIFERENCIA)

La integral de una suma (diferencia) es igual a la suma (diferencia) de las integrales, esto es:

f[f(x) +tgx)thx)+-]= jf(x)dxifg(x)dxifh(x)dxi

Nota: Para aplicar la ley, se efectla cada integral independientemente y al final escribimos una sola constante
de integracion C.

6.1.11 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. [(5x%+ 6x —10)dx = [5x%dx + [ 6xdx — [ 10dx =

2+1 x1+1

2+1+61+1—10x+c

Sfxzdx+6fxdx—10fdx=5

Realizando las operaciones indicadas y simplificando:
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5xs+6x2 10x + 5x?’+32 10x +
- 4 _ X cC = — xXc — X c
3 2 3
2. [(7x*—3x*+8x—9)dx = [7x*dx — [3x*>dx + [ 8xdx —
[9dx =
x4-+1 x2+1 x1+1

4.9, 2 _ _ _ _
7fxdx 3fxdx+8fxdx 9fdx 74_|_1 32_|_1+81_|_1 9x + ¢
Realizando las operaciones indicadas y simplificando:
7x° 3x3_|_8x2 o + 7x° 5 4 4y Ox 4

— —I9XTC=—]—X X“—9X T C

5 3 2 5

4x5—6x3+8x
f T dx Separando denominadores y aplicando la propiedad correspondiente, se tiene:

j4x5d j6x3d +j8xd
2Xx x 2Xx x 2Xx x

Simplificando, se tiene:

fo‘*dx—j3x3dx+j4dx=2fx4dx—3fx3dx+4fdx=

2x4+1 3x3+1 2x5 3x4-
- Ax+c="-T"14
211 3+1+ X+ cC 5 2 +4x +cC

a. [523dx =52° [dx =5z3x + ¢
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Nota: Se debe esto a que se esta integrando X y no Z, por lo tanto Z es una constante.

5.f(3q2 —§q+5)dq

2 _ 2 2 2
j(Bq —§q+5)dq=]3q dq—qudq+j5dq=

2 3q2+1 2 q1+1
3 | q°d ——Jd+5]d= — = +5q +
Jq 1=3) 9% 152717 3"1+17°97°¢
Realizando las operaciones indicadas y simplificando, se tiene:
3g3 2 q* 1
= s+l 45 =g —-q*+5
3 3 * 2 + q + c q 3 q + q +c

s.fyz(y+;)dy

3
fyz (y + E) dy, Se realiza el producto indicado:

3
f (y3 + E yz) dy, se aplica la propiedad correspondiente:

3+1 3 2+1
*

3
Jy3dy+f§y2dy= AR

3+1 2 2+1°°€

Realizando las operaciones indicadas y simplificando, se tiene:
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Q UNIREMINGTON' MATEMATICAS II

4 3 3
y y y 1, 1.
4 3 *3+C—4y +2y +C

N| W

3 y
Fos =2+
2" =%

Zx
X — X —
7.[3%2%dx=3[2"dx =3+ —+c

5% 1
s.f7dx=;f5xdx=; E+

6.1.12 INTEGRACION CON CONDICIONES INICIALES

Las condiciones iniciales nos permiten determinar el valor de la constante C Es decir, entre muchas funciones,
nos permite determinar una Unica funcién.

6.1.13 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Si f’(x) =5x y f(l) =4, Determine:f(.X)

El procedimiento a seguir para resolver este tipo de integrales es el siguiente:

a. Se escribe una notacién para la derivada que permita visualizar las dos variables.

f (.X') f(x) o %Estoes

f (.X') — f(x) dy'

dx dx

dy

Se utilizara la notacion: —
dx
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e Laecuacidon que nos dan se llama una ecuacion diferencial (porque es una ecuacién que incluye
derivadas).

dy
dx

= 5x De acuerdo a las condiciones dadas inicialmente

e Debemos independizar las dos variables. Todo la que tenga x a un lado (incluyendo el dx) y todo lo que
tenga Y = f(.X') al lado contrario.

Separando variables queda: dy =5xdx

e Integrando en ambos lados (no es necesario colocar dos constantes de integracion)

[dy = [5xdx.

Se resuelve la integral:

5x2+
= *
y 2 c

Recuerde que: Y es lo mismo f(.X') yy= f(x)
e |uego utilizamos la condicidn inicial o valor en la frontera para hallar C.

Para este caso la condicién inicial es f(l) = 4. Esta condicion quiere decir:

Parax=1,y=4

Se reemplazan estos valores en la ecuacion:

5x2+
= — C *
y¥=72
5x2
y = T + cC (Se reemplazan X, Y enel modelo):
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A 5(1)? N A 5 8-5 3
= C > C= —— D> C=—->C=—
2 2 2
5x2
Por lo tanto, la funcién Yy = T + C queda:
5x? N 3
Y="2 72
b. Con la funcién obtenida podemos encontrar valores de x o de y segln se necesite.
0 5x? N 3
X) = = — _—
Y="2 72
Por ejemplo, hallar:
5(- 3)2 3 5 3 48
- f(=3) = tT T T T4
5(2) 20 3 E
- f2) = +3 _z+z_z

éQué valor tlene X cuando y =
Se reemplaza en la ecuacién:

5x2+3 ; 5x2+3
= —-—— —_— e —_
Y= 77 2 "2

e Se multiplica toda la ecuacién por 2, para eliminar los denominadores:

x2+2 3
*_
2

5

2%x7 =2 %
e Simplificando:
5x2+3 =14

® Resolviendo para X

5x2=14-3-55x2=11->x*=—->x=+

11 11
5 5
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2. Siyesunafuncion de X tal que y’ =8x—4 y y(Z) = 5, encontrar el valordey ,
encontrar, también y(4)

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENER EN CUENTA

Cuando se dice y (2) = 5 significa que
y=5cuando x=2

Procedimiento

° y(Z) = 5 Esla condicién inicial.
) y’ =8x—4

. y Es una antiderivada de 8x — 4

Entonces:
x2
y=j(8x—4)dx=8fxdx—4jdx=8*?—4.x+c

e Simplificando:
y = 4x* — 4x + c*
® Podemos determinar el valor de C por medio de la condicién inicial:

y=5cuando x =2
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e Reemplazando en *:
y=4x*—4x+c->5=4(2)* -42)+c
e Despejando C:

c=5-16+8->c=-3

Reemplazando ¢ por —3 en la ecuacion (*) se obtiene la funcién que buscamos:

Yy =4x% —4x+ Cpero €= -3 (3)

e Entonces la ecuacién queda:
y=4x*—-4x-3
Para encontrar y(4)’ hacemos x = 4 en la ecuacion (3):
y(4) = (4)*—-4(4)-3=64—-16—-3 =45
3. sif'(x) = 3x% +4x + 3con f'(3) = 8, hallar f(x)

Procedimiento

e Se deben independizar las dos variables. Todo la que tenga X a un lado (incluyendo el dx) y todo lo
quetenga ¥ = f(x) allado contrario.

dy _

dx—3x2+4x+3—>dy=(3x2+4x+3)dx

e Integrando a ambos lados:

dezj3x2+4x+3—>y=3]xzdx+4jxdx+3jdx—>
3

x2t+1 4111

Yy = 211 + 11 + 3x + C, Efectuando las operaciones indicadas y simplificando:
3x3  4x? 3 5
)’=—3 +—2 +3x+c->y=x>+2x“+3x+cC*
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e lacondicidn inicial es: x=3,y=8
e Reemplazando en * tenemos:

y=x3+2x*+3x+c
8=013)3+23)?%+3@3)+c
e Despejando C:
c=8-27-18-9>c=—-46
e Lafuncién o modelo queda:
y=x3+2x*>+3x—46

e Aplicaciones de la integral indefinida.

APLICACIONES EN ECONOMIA: Costo marginal, ingreso marginal y otras aplicaciones seran analizadas a través de
ejemplos.

Costo marginal: Tenemos los siguientes tres modelos matematicos (o funciones):

e ¢(q): Modelo o funcién para los costos.

¢ ¢'(q): Modelo o funcidn de costo marginal. El costo marginal resulta al derivar la funcion o modelo de
costo. El costo marginal es lo que cuesta producir una unidad adicional a las unidades que se tenia
planeado producir inicialmente.

o ¢(q) = %; Es el modelo o funcién de costo promedio. Es lo que cuesta en promedio producir una sola

unidad.
e g: Numero de unidades producidas.

Como se estd integrando el dato, en este tipo de problemas, serd el modelo de costo marginal; adicionalmente la

condicién inicial serd casi siempre la misma, nos daran un valor para los costos fijos, los costos fijos quieren
decir g = 0 (Produccion igual a cero).

6.1.14 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Enla manufactura de un producto se tiene: Costos fijos mensuales de $ 27000000

(S 2000 miles) y el modelo o funcidon para el costo marginal es:
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C’(Q) = 10q + 8 Enmilesdes.

Donde { es el nimero de unidades producidas mensualmente.

Determinar:

a. Funcién o modelo para el costo.

Procedimiento

.« dle(@)] d[c(q)]
c'(q) = dq >

=10q + 8

e Se deben independizar las dos variables:

dlc(q)] = (10q + 8)dq

e Seintegra a ambos lados:

jd[c(q)] =j(10q +8)dq - 10[ qdq +8f dq

1+1 2

+8q+c— c(q)=10q7+8q+c

_..q
c(q) =103

e Simplificando:
c(q) =5q* +8q +cx

b. La condicién inicial dice que los costos fijos son de SZOOO miles, esto quiere decir que para =

0-¢=2000
e Reemplazando estos valores en: c(q) = 5q% + 8q + c, se tiene:
2000 = 5(0)% + 8(0) + ¢
e Despejando c:
c=2000

e Elmodelo de costos queda: ¢(q) = 5q% + 8q + 2000 en miles de $.
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C. Funcién o modelo para el costo promedio.

Procedimiento

_c(q) 5q°+8q+2000
q q

e Separando denominadores y simplificando:

c(q) =5q+8+ % En miles de S.

d. Hallar el costo, costo promedio y costo marginal cuando se producen 50 unidades en el mes; interprete
los resultados obtenidos.

Procedimiento

Se pide determinar: C(SO), E(SO), C’(SO)

Se reemplaza en:

e ¢c(q) =5q%+8q+2000

c(50) = 5(50)% + 8(50) + 2000 = 14900 en miles de .

Se concluye que producir 50 unidades en un mes le cuesta a la empresa

$14’900.000.

14900
50

5(50) = - E'(q) = 298 Enmiles de $.
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Cuando se producen 50 unidades en un mes cada unidad le cuesta a la empresa 5298.000.
e ¢'(q) =10q+ 8

C’(SO) = 10(50) +8 - C’(Q) = 500 4+ 8 = 508 enmilesde $
Cuando se producen 50 unidades, producir una unidad adicional a las 50 le cuesta a la empresa

$ 508.000 (esa sola unidad adicional cuesta $ 508.000).

2. Lafuncién o modelo para el costo marginal es:

¢ =4q+7 EnS

Determinar el costo promedio cuando la produccion es de 200 unidades. Se sabe que los costos fijos son
de $350.000

Procedimiento

e ¢(q) =[c'(q)dq=[(49+7)dq en$

1+1 2

+7q+c—>c(q)=4q7+7q+c

_ . q
c(q)—4fqdq+7qu—>c(q)—41+1

simplificando: €(q) = 2q* + 7q + ¢

e La condicién inicial dice que: Costos fijos son de $350. 000
cuandoq = 0 — ¢(q) = 350.000
Reemplazando en €(q) = 2q* + 7q + ¢
350.000 = 2(0)?> + 7(0) + ¢
Despejando C:

¢ =350.000

La funcion de costo total queda:
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c(q) =2q*+7q+350.000

e Lafuncion de costo promedio se obtiene como:

_ _2q*+7q+350.000 . o
C(CI) = p Separando denominadores y simplificando:

c(q) =2q+7+ —350"1000 en $.

e Se pide hallar el costo promedio para una produccién de 200 unidades, es decir para

q =200

= 350.000
Se reemplaza en: C(CI) = Zq + 7+ T

350.000

c(q) =2(200) + 7+ ————=$2.157
200
3. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro Fundamentos de Calculo del autor Francisco Soler Fajardo 'y
otros.

Una compafiia actualmente produce 150 unidades por semana de un producto. Por experiencia, saben que

producir la unidad nimeroX en una semana (costo marginal) esta dado por:

c'(x) =25-0.02xen$

Determinar el costo extra por semana que deberia considerar al elevar la produccién de 150 a 200 unidades por
semana.

Procedimiento

a. Se debe hallar la funcion de costo:

1 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a ciencias Econémicas
y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 370.
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c(x) = fc’(x)dx= f(25—0.02x)dx= 25jdx—0.02fxdx—>

2
X
c(x) = 25x—0.02?+c—>c(x) =25x—0.01x>+c en$

b. No se tienen la informacidn suficiente para determinar la constante de integracion C, pero no es
necesario saberlo, ya que se desea calcular el incremento en el costo que resulta al elevar x de 150 a
200 unidades por semana, es decir, se desea hallar:

c(200) — c(150): se reemplaza cada uno en la ecuacion c¢(x) = 25x — 0.01x% + ¢
c(200) = 25(200) — 0.01(200)* + ¢

c(150) = 25(150) — 0.01(150)* + ¢

® Se efectUa la diferencia:

c(200) — c(150) = 25(200) — 0.01(200)* + ¢ — [ 25(150) — 0.01(150)? + ]

c(200) — c(150) = 5.000 — 400+ c — 3750 + 225 — ¢
® Efectuando las operaciones indicadas:

c(200) — c(150) = 1.075

° Por lo tanto: El incremento en el costo semanal seria de $ 1075.

c. INGRESO MARGINAL: Tenemos las siguientes tres funciones:

e r(q): Funcion para los ingresos.

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASIl | 32

s e iraa T oo TRANSVERSAL

e 1'(q): Funcién de ingreso marginal. Elingreso marginal resulta al derivar la funcion o modelo de
ingreso. El ingreso marginal es el ingreso que resulta cuando se vende una unidad adicional a las
presupuestadas.

e r(q) =pl@+q

e p(q): Funcion de precio o demanda.

q: Nimero de unidades vendidas.

Como se estd integrando, el dato en este tipo de problemas sera el modelo de ingreso marginal; adicionalmente
la condicidn inicial sera casi siempre la misma, si no hay ventas no habra ingresos, esto es:

Para = 0, r=20

6.1.15 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

a. Silafuncidn para el ingreso marginal es:
r'(q) =1.000 —12q — 6g* en $
Encontrar la funcidn para la demanda o precio

Procedimiento

d|r dr
r'(q) = [d(qq)] - g 1.000 — 12q — 64>

dr = (1.000 — 12q — 6g%)dq

Integrando a ambos lados:
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f dr = f( 1.000 — 12q — 6q%)dq

r=1000qu—12jqdq—6jq2dq—>

1+1 2+1

2 3
T 6«1 1c-—1000-12L — 6L ;¢

r=1000 12+ 7= 2+ 1 2 3

Simplificando:
y =1(q) = 1000q — 6q* — 2q3 + ¢ Funcién Ingreso
Cuando nosevende ( = 0o hay ingreso 1" = 0.

Reemplazando estos valores en:T(Q) = 1000q - 6q2 - 2q3 +cC

0 =1000(0) — 6(0)% — 2(0)3 + ¢ por lo tanto:
c=0

b. Silafuncion de ingreso es:

y =1(q) = 1000q — 6q* — 2q3en $

Entonces la funcion demanda se obtiene dividiendo la funcién de ingreso entre (] :

__1(q) _ 1000q-6q*-243
q q

Separando denominadores.

p

r(q) 1000q 6q%* 243
= = - — Simplificando:
q q q

p
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r
p=—==1000—-6q—2q*en$

1. La funcién o modelo para el ingreso marginal es:

T’(Q) = 5q + 3000 en $ petermine el modelo para el ingreso.

Procedimiento

r(q) = fr’(q)dq = j(Sq +3000)dq -

1+1
q

1+1

r(q)=5fqdq+3000qu=5 +3000q + ¢

5
r(q) = qu +3000q + ¢

.q=0r=0

Ahora, la condicién inicial e

5
Reemplazando en:T(Q) = qu + 3000q + C, se tiene que:

5
O=E(0)2+3000(0)+c—>c:0

La funcién de ingreso es:
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5
r(q) = qu +3000g en $

APLICACIONES EN FSICA:
La aplicacién se da en el movimiento en un eje coordenado y Caida libre.

e Para un objeto que se mueve a lo largo de un eje, tenemos las siguientes funciones:

e s(t): Funcién o modelo de posicién. Esta dado en unidades de espacio (metros, kilometros,
centimetros).

e v(t): Funcidn o modelo de velocidad instantanea. Estd dada en unidades de espacio divididas entre
unidades de tiempo. Las unidades mas utilizadas son: m/s (Se lee metro por segundo; cm/s (centimetro
por segundo); km./h (kildbmetro por hora); Km./s (kildbmetro por segundo); entre otras.

e a(t): Funcidn o modelo de aceleracién. Esta dado en unidades de espacio divididas entre unidades de
tiempo al cuadrado. Las mds utilizadas son: m/s?, Km./s?.

e t: Tiempo.

Ademas, se tienen las siguientes relaciones entre ellas:

e s(t) = [v(t)dt
e v(t) = [a(t)dt

NOTA:

e Las condiciones iniciales, por lo general, se dan para un tiempo t = 0, a no ser que sé de una condicién
diferente.

e E| dato en este caso es la aceleracion.

6.1.16 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Laaceleracién de un cuerpo que se mueve a lo largo de un eje coordenado esta dada por: a(t) = 2t +
3en % El objeto parte con una velocidad de 12 m/s desde una posicién de 10 m. Determine: La

funcién de velocidad instantanea.
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PROCEDIMIENTO

a. Funcidn velocidad: Se sabe que:
v(t) =Ja(t)dt= j(2t+3)dt= 2]tdt+3.[ dt -
L an e o
v(t) = Zm +3t+c= 2? + 3t + c simplificando:
v(t) =t>*+3t+c

Se determina el valor de la constante C. Se sabe que el objeto parte con una velocidad de 12 m/s. Esta condicion
inicial quiere decir que:

t = 0,v = 12 Reemplazando en ’U(t) = tz + 3t + C setiene:
12 = (0)2 + 3(0) + ¢ = ¢ = 12 porlo tanto:
La funcion de velocidad es: v(t) = t2 + 3t + 12

b. Funcién de posicién: Se sabe que:

s(t) = jv(t)dt = j(t2 +3t+12)dt >

s(t)=jt2dt+3ftdt+12jdt—>

t2+1 t1+1
s(t)=2+1+31+1+12t+c—>
s(t) :§+T+ 12t + c en metros —

Para hallar C tenemos que el objeto parte de una posicion de 10 M, quiere decir esta condicién:
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3 2
Para t(O), S(lO), reemplazando estos valores en S(t) = % + % + 12t + C,

3 2
_© 30

10 3 T+12(0)+C—>C:10

3 3¢2
La funcién de posicion es: S(t) = 3 + B + 12t + c en metros

Actividad: Realice el mismo ejemplo cuando el objeto parte desde el reposo,

es decir, cuando UV = 0.

2. Un cuerpo se mueve a lo largo de un eje coordenado con aceleracidn dada por la funcién:
2 m
a(t) =3t* +6 —
S

Si el movil parte del reposo a 20 metros del origen, determine funcién de velocidad instantanea y funcién de
posicién instantanea.

Procedimiento

a. Setiene que:
v(t) = ]a(t)dtz j(Btz +6)dt = 3Jt2 dt+6j dt —

2+1 3
v(t) =3 ';? +6t+c—ov(t) = 3% + 6t + € simplificando:

v(t) =3 +6t+c

Como el cuerpo parte del reposo, quiere decir que: £ = 0,17 =0
— 43 .
Reemplazando en ’U(t) = t> + 6t + C setiene:

0=(03+6(0)+c—>c=0
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m
La funcion de velocidad es:‘U(t) = t3 + 6t "

b. Para hallar la funcién de posicién sabemos que:

s(t) = jv(t)dt —s(t) = j(t3 + 6t) dt —

t3+1 t1+1

— 3 - -
s@=[t?dt+6[tdt=5—+6x—+c—

¢ t2 ¢
S(t) = 7 + 6 * > +cC SimpIificando:S(t) = T + 3t2 +c

e A 20 metros del origen quiere decir que: £ = 0, s =20

(0)*

T+3(0)2+c—>c=20

Reemplazando se tiene: 20 =

4
La funcién de posicion es: S(t) = t: + 3t2 +20m

e Caida libre. En caida libre la aceleracién es la gravedad y se asume como negativa.
e Siel objeto va cayendo la velocidad se asume negativa (por lo general).
o Siel objeto va subiendo la velocidad se asume positiva (Por lo general).

PISTAS DE APRENDIZAJE m

i "/ )
TENGA PRESENTE

La gravedad es de 9,8 m/s2. Quiere decir a(t)=-9.8 m/s2.

\ J/

6.1.17 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Searroja un objeto desde una altura inicial de 310 m, con una velocidad de 15 m/s. Determine la
funcion de velocidad instantanea:
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Procedimiento

a. Funcién para la velocidad instantanea: Se sabe que: @(t) = —9. 8 m/s2

Entonces:
v(t) = j —9.8dt=-9.8t+c¢

® Para determinar el valor de C se utiliza la condicidn inicial:

t=0,v=15

Por lo tanto:
15=-9.8(0)+c—>c=15

La funcion de velocidad queda: v(t) = —-9.8t+ 15 ?

b. Funcién para la posicion:

Procedimiento

Se tiene que:

s(t) = j(—9.8t+ 15)dt - s(t) = —9.8jtdt+ 15jdt—>

1+1 2

t
s(t)=—9.8*1+1+15t+c—>s(t):—9.8*E+15t+c—>

s(t) = —4.9t*> + 15t + ¢

® La condiciéniniciales:t =0,s = 310

Reemplazando en:
s(t) = —4.9t% + 15t + c Se tiene:

310 = —4.9(0) + 15(0) + ¢ » ¢ = 310
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® Lafuncidn de posicion es: S(t) = —4, 9t2 + 15t + 310

C. Altura maxima que alcanza el cuerpo:

Procedimiento
La altura maxima se da en el momento en que la velocidad es cero UV = 0.

Por lo tanto se hace la velocidad igual a cero y se despeja t:

—15
—
—-9.8

Este es el tiempo que se demora el objeto para alcanzar la altura maxima. Para determinar la altura maxima se
reemplaza este valor en el modelo de posicién.

Smax = 5(1.53) = —4.9(1.53)% + 15(1.53) + 310

v(t)=0->-9.8t+15=0->t = t=1.53s

Smax = 321,479 m

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TRAER A LA MEMORIA
Otra forma de determinar la altura maxima seria

determinando los maximos y minimos de la funcion
s(t)=-4.9t"2+15t+310 utilizando los conceptos de primera
y segunda derivada.

d. La méxima velocidad gue alcanza el cuerpo.

o Velocidad Maxima: La maxima velocidad se da un momento antes de que el objeto toque el piso, es
decir, para s =0 .
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s(t) = 0 - —4.9t* + 15t + 310 = 0, multiplicando por — 1
- 4.9t -8t -310=0

PISTAS DE APRENDIZAJE @

TENGA EN CUENTA

Para solucionar la ecuacion de la forma ax + bx+c=0,
se utiliza la formula general:

_ -b+\b’- 4ac

2a

X

® Solucionando esta ecuacion por férmula general:

_ (8 + /@5’ - 4(3.9)(=310) _

t
2(4.9)
154 V225 + 6076 154 V6301 ,_15£79.38
= -t = =1 =
9.8 9.8 9.8
¢ 15+ 79.38 t =963
= - = .
! 9.8 !
¢ 15-79.38 ¢ 6.57
= - = —6.
2 9.8 2
El valor negativo: £y = —6.57 se descarta.

® La maxima velocidad se presentaen: t; =9.63

Vmix = —9.8(9.63) + 15 = —79. 37?
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€. Determine si después de 2,5 segundos el objeto sube o baja.

Una forma de determinar esta situacion es reemplazando este tiempo en el modelo de velocidad y dependiendo
del signo del resultado sabemos si sube o si baja.

m
v(2.5) =-9.8(2.5)+15=-9.5 "
Como la velocidad es negativa, el objeto cae en ese momento.

2. Un objeto se deja caer desde una altura de 500 m. Determine: Funcién de velocidad instantanea.

Procedimiento
a. Funcion velocidad: El valor de la gravedad g = 9.8 22
s

Nota: La velocidad estd dada por la integracién de la aceleracién, en este caso la aceleracion de la gravedad,
como el objeto cae, ésta se considera negativa.

m
v(t)=J—9.8dt—>v(t)=—9.8t+C 5

® Como el objeto se deja caer, quiere decir que para:
t=0v=0

® Reemplazando esta condicién inicial en la funcion de velocidad, tenemos:

v(t)=—9.84+C—->—-9.80)+C=0->c=0

Por lo tanto la funcion velocidad es: ‘U(t) = -9, Bt%

f. Funcisn de posicion o altura instantanea.

Procedimiento
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a. La posicidn estd dada por la integracion de velocidad:

t1+1

1+1

2
s(t) = —-9. 8% + C Simplificando: _ €M M (posicién o altura instantanea).

+C-

s(t)=fv(t)dt=f—9.8tdt= —9.8ftdt= -9.8

® Como el objeto cae de una altura de 500 m, esto quiere decir, que:
t=0,s(t) =500

® Reemplazando en la funcién de posicion:

s(t) = —4.9t* + C - 500 = —4.9(0)* + C - € = 500

Reemplazando, se tiene que: S(t) = —4, 9t2 + 500 m

b. Velocidad maxima que alcanza el cuerpo:

Procedimiento

® |avelocidad maxima se alcanza cuando: s(t) =0

s(t) =0 —4.9t> + 500 = 0 - —4.9t*> = —500

2 =220 - ¢ /@—»t=10.1s
9 49

Se descarta el nimero negativo.

® Para obtener la velocidad maxima, reemplazamos este valor en la funcién de velocidad:

vméx(lo- 1) =— —9.8 * (10. 1) =
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m
V. = 98.98 —
S
C. Velocidad, posicion y aceleracién después de 5 segundos.
Procedimiento

Se pide hallar:

a. s(t)= —4.9t* +500m - s(t) = —4.9(5)% + 500 = 377.5m.
b. v(t) = —9.8t > v(5) = —9.8(5) =/—49 ?

m
c. a(t) =-9.8 2 Corresponde a la aceleracion de la gravedad.

3. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro Calculo con geometria analitica de los autores Purcell y
Varberg 2

Cerca de la superficie de la tierra, la aceleracion debida a la gravedad es de 32 pies por segundo cuadrado. Si se

arroja un objeto hacia arriba desde una altura inicial de 1000 pies, con una velocidad de 50 pies por segundo,
encuentre su velocidad y su altura 4 segundos mas tarde.

Procedimiento

a. Setiene que:
v(t) = J —32dt=-32t+C

® Cuandol = 0,17 =50
50 =-32(0)+c—>c=50
® |a funcidon de velocidad queda:

piés
v(t) = —32t + 50 T

b. Setiene que:

2 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 228.
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1+1

1+1

s(t) = f(—32t+50)dt= —32Jtdt+50fdt= —-32 +50t+C —

tZ
s(t) = —325 +50t+ C - s(t) = —16t* + 50t + C

e pPara € = O,S == 1000

Se reemplaza en: S(t) = —16t% + 50t +

s(t) = —16t* + 50t + ¢ > 1000 = —16(0)? + 50(0) + ¢ -

c = 1000
Por lo tanto la funcién de posicién es:
s(t) = —16t? + 50t + 1000
e Cuando T = 4:
v(t) = —32t + 50 p—,s = v(4) = —32(4) + 50 'P_'S _ _78piés

s(t) = —16t2 + 50t + 1000 > s(4) = —16(4)? + 50(4) + 1000
s(t) = 944 piés

TECNICAS DE INTEGRACION

o Integracion por sustitucion o integracion por cambio de variable.
Esta técnica es la mas general y la mas utilizada.

Antes de explicar en qué consiste la técnica, veamos necesidad de utilizarla:
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Determinar:f(x + Z)de

Procedimiento

Para poderla realizar por los métodos o propiedades conocidas, se debe expandir primero el binomio:

j(x+2)2dx=j(x2+4x+4)dx=fx2dx+4jxdx+j4dx=

2+1 1+1

X X

4
21 ¥ T

3 2
+4x+ C = x? + 4% + 4x + C Simplificando, se tiene:

3
X
(x+2)2dx=?+2x2+4x+6

Para este ejemplo fue facil y practico expandir el binomio, ya que se encontraba elevado a la potencia 2, pero que
sucede si la potencia es 100, o 1'235.400, o es un fraccionario como 5/3 se harfa tedioso expandir el binomio o
seria imposible en el caso del exponente fraccionario.

Es por esto que es necesario utilizar una integracién que nos permita realizar todo este tipo de ejercicios en una
forma mas simple y menos tediosa: integrar por sustitucion o cambio de variable.

® Lafdormula de integracion por cambio se variable es la siguiente:

un+1

[um = + ¢, paran # —1,donde u = f(x)

n+1

e Sjsetiene:

1
fadu=fu_1du=lnu+C
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6.1.18 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

Nota: A través de un ejemplo se explicard, paso a paso, la manera de aplicar la técnica de integracién por
sustitucion.

1. Resolver por sustituciéon o cambio de variable la siguiente integral:

[(x=10)3%dx

Procedimiento

a. Se asigna, a la expresion principal, una variable que puede ser:u, v, w ... o cualquier otra variable
diferente a la variable inicial. (Esto es lo que se denomina cambio de variable).

Para el ejemplo se hace:[l = X — 10|

Nota: Lo importante al asignar la nueva variable es que, la expresidén que quede, debe contener la
derivada de la variable asignada.

b. Se deriva la expresidn asignada a la nueva variable con respecto a la variable inicial, esto es:

du_d(x—lO)_1 du

dx dx _)Ezl

c. Se despeja el diferencial de la variable inicial, esto es: dx
—_— -
dx

d. Seremplaza en la integral inicial la variable asignada y el diferencial despejado y luego simplifique.

[(x=10)3%dx = [u3°dil

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 34

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

RES 240 Wb L0 1 CE 1 TRANSVERSAL

Nota: Si al hacer los reemplazos correspondientes y simplificar, aparece la variable inicial, es porque:

e laintegral no se puede efectuar por este método, o
e Porque hay que hacer un cambio de variable diferente.
e. Seresuelve laintegral.

u30+1 31

30 — 30 — _uw
[(x=10)3%dx = [u3°dill = +C="-+C

30+1

f. Sereemplaza la variable original: X — 10

1030 dx — (3O = L L = o =107
Jx=10)dx = [vll = —+C=—-+C="—"""—+C

2. Elsiguiente ejemplo fue propuesto por el autor Haeussler en uno de sus libros.

Resolver la siguiente integral:
f 3x%(x3 + 7)3dx

Procedimiento

a. Sehace:v=x3+7

b. se halla la derivada de v en funcién de x:

dv

= —>—— - =
siv=x3+7 ™ 3x% > dx = 3z

f3x (x3 + 7) dx=[3x US:Z, simplificando 3x?:

3+1

20,3 3dx — (13d1y — 2
J3x*(x* + 7)’dx = [vidv =

c. Reemplazando D por x3 +7

3+ 7’

C
7 +

j 3x2(x3 + 7)3dx =

3. Integrar: f 4x2 (2x3 + 20)8dx

a. Sehaceu = 2x3+20
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b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du 6x? - d du
—_— e —
dx x & 6x2

c. Reemplazando dx en [ 4x?(2x3 + 20)3dx se tiene:

du
2(9 3 8 1. — 2218
j4x (2x° + 20) dx—f4x (u) ox2

d. Simplificando:

j4x2(u)8ﬂ—zfu8du—z* +C==*x—+C
6x2 3 3 8+1 3 9

e. Recuperando la variable inicial:

2(2x3 + 20)°
f4x2(2x3+20)8dx= ( 57 ) +C

4. El siguiente ejemplo fue tomado del autor Haeussler?, propuesto en uno de sus libros.

Resolver la siguiente integral: f XV x2 + 5dx

Procedimiento

a. Sehacew=x%*+5
b. Se hallala derivada de w en funcion de x

dw 9 d dw
_— e d = -
dx x . 2x

3 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr.; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:

Prentice Hall, 1997. p. 735.
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c. Reemplazando dx en [ xv/x2 + 5dx se tiene:

1 1 1
J-x x2+5dx=fxﬁ*—dw=—fw7dw=
2x 2

Il
N =
*
wied §
+
o
v,
3
=2
=
o
o3}
=}
Q.
o
©
o
=
N
<
¢l
x
©
=
(0]
n
Q
>
o
(e}
(]
=}
—
o
=
3
QO
o
(0]
=
]
I~

d. Recuperando la variable inicial:

1
J-x x2+5dx=§*\/(x2+5)3+6

2
e. Sacando raiz: 222 x[x2 + 5+ C

4. Resolver la siguiente integral:fsz 4-x2 +1 dx

Procedimiento

a. SehaceSehaceu=4x%+1
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du 8 d du
i e = —
dx x x 8x

c. Reemplazando dx en [ xv/4x% + 1 dx se tiene:

du 1 du
jx 4x% 4+ 1 dx=j2x\/ﬂ—=j2xui—_>
8x 8x
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d. Simplificando, integrando y recuperando la variable inicial :

3

1 wuz
fo\/4x2+1 dx = — juzdu—Z*T+C
2

f2xv4x2 +1 dx = %\/(4x2 + 1)3, Sacando raiz:

4x% +1
ij 4x% +1 dsz* 4x% +1

6. Integrar: f 16x (sz — 31)5dx

Procedimiento

2
a. Sehace u=2Xx" —31
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

u du
dx 4x

u

c. Sereemplazaen: [ 16x (2x? — 31)%dx = [16x u5 4

d. Integrando:

5+1 6
j16x(2x2—31)5dx=j4u5du=4*u be=4xt ¢
5+1 6
e. Reemplazando u = 2x% —31:
) . u® 2(2x* — 31)°
j16x(2x -31) dx=4*?+C= 3 +C

f 8
7. Y (6x+5)5
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Procedimiento:

d. Sehace u=6x+5
b. Se halla la derivada de u en funcién de x:

. du du
Siu=6x+5-> —=6->dx=—
dx 6
C. Sereemplazaen:
j 8 dx = 8 du_4- ~5g4
6x+55 " Jws 6 3+ ™

d. Integrando:

8 4 y~5+1 4 ut
dx =- c=-—+v¢
f(6x+5)5 3 —5+1 + 3 -4 +

€. Simplificando y remplazando ‘' =6x+5:

4yt 1 1

8
_° dx=-——tC=—n—tC=me————— 4 (
f(6x+5)5 i N N G T

6x+5
8. Integrar: f—6x2+10x+100

a. Sehace U = 6x%+ 10x + 100

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Si u=6x*+10x+100 - ﬂ=12x+10—>dx=L
dx 12x+ 10
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c. Sereemplazaen:

j 6x+5 J‘6x+5 du

dx =
6x2 + 10x + 100 w  12x+10

d. Factorizando y simplificando:

f6x+5 du f6x+5 du

u  12x+10 ) u  2(6x%5)
j 6x+5 d _1 du_ll N
6x2 +10x+100° "2 3 2 ruTe

e. Reemplazando U = 6x% + 10x + 100

f 6x+5 v = Lincex? + 10x + 100) +
6x% 7 10x + 100 X = z!n(6% . )+

Actividad: Teniendo como modelo el ejemplo anterior realice la siguiente integral:

5x
x2-23

dXx Larespuesta es:glll(x2 —-23)+C

Realizar el procedimiento en hoja aparte y socializar con el tutor.

9. Integrar: f 53x-2dx

Procedimiento:

a. Sehace u=3x—2
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

. du du
Siu=3x—2 - —=3->dx=—
dx 3
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c. Sereemplazaen:

3x—2 du 1
ij dx=f5“*?=§f5"du

d. Integrando:

j53x‘2dx=1j5“du=l* - +C
3 3 In5
u=3x-—2:
e. Reemplazando
1 su 53x—2
3x-2 e —
js = ms = 3ms * €

3
10. Integrar: f 10x2 e6x +20dx

Procedimiento

a. Sehace u=6x3+20
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

Si u=6x3+20 —>Q=18x2—>dx= 2
dx 18x2

c. Sereemplazaen:

du

10x2 e6%°+204 =j10 2 ,u
j x“e X xe*18x2

d. Simplificando:

5udu Sj“d
K —= —
€ 9 9 eau

e. Integrando:
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5 5
f 10x2 e6%°+20 gy = af eldu = ae“ +c

f. Recuperando la variable inicial Ul = 6x3 + 20
3 5 3
10x2 e6x +2°dx — _e6x +20 +c
9

e INTEGRALES QUE SE RESUELVEN CON DIVISION PREVIA A LA INTEGRAL

Se desea encontrar la integral de una expresion racional, que es una expresion de la forma:

_ ey = PO
y=f(x) =0

La idea es obtener la siguiente integral:

P(x)
f mdx

Cuando se efectla una integral de este tipo, se pueden presentar tres casos:

A. Que laintegral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucion o cambio de variable
(esta forma ya se ha realizado anteriormente):

6.1.19 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

2x+1
x2+x-7

dx

1. Integrar: f

Procedimiento

a. Se hace u=x2 +x—-7
b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

du du
Siu=x2+x—7 - —=2x+1->dx =—
dx 2x+ 1
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c. Sereemplazaen:
2x+1 _f2x+1 du

x2 +x—7 2x+1

, Simplificando 2x + 1:

2x+1 du
j—dx=j—=ln|u|+C=ln|x2+x—7|+C
x24+x—-17 u

Recuerde que: |x| indica el valor absoluto de x.

2x
2. Integrar: fmdx

Procedimiento

a. Sehace U = x2 + 10

b. Se halla la derivada de u en funcion de x:

d d
Siu=x2+10—)—u=2x_)dx=_u
dx 2x
c. Sereemplazaen:
2x du
f (x 2+10)5 dx = f )5 o — simplificando 2x:
j 2x d du f sy u-5+1 N
—_—dx = - = u U=——H0© c
(x* +10)° (w)® —5+1

u—4

fmdx: i

d. Expresando con exponente positivo y reemplazando U = x2 + 10
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f 2x dx = u‘4+ 1 oo 1 N
*Z+105 7T AT T T T T T ag2 100t | ©

B. Puede suceder también que haya que efectuar primero la division. % .

Nota: Esta divisidn es posible si la fraccion es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que el
grado del polinomio Q(x).

6.1.20 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

f2x3+3x2+1
2x+1

Procedimiento
a. Para efectuar esta integral se debe realizar primero la division:
2x3 +3x% +1
2x +1

Nota: Esta division se puede efectuar utilizando la divisidon polinémica o la division sintética.

En este ejemplo, se utilizara division polindmica:

2x3 +3x2+1 2x+1
1
—2x3—x2 x2+x__
2
+2x2+0x+1
—2x% —x
—-x+ 1
1
X+ 5
3
2
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Se tiene que:

o C(x) =x*+x-— % Cociente
e R(x) = ; Residuo
e Q(x) = 2x + 1 Divisor

Por lo tanto:
3
2x3+3x2+41 5 1 2
2x+1 - +x_z+2x+1
b. Integrando:
f2x3+3x2+1d _f 2, 1+ 2
TRl RC I e P Pl
f2x3+3x2+1d f 2, 1.3 1
= —— 4+ — %
eIl CERE I R Ry
j2x3+3x2+1d _f 24 +f p 1fd +3f 1
2x+1 T e )Xy )T ) ax v
® Resolviendo cada una de las cuatro integrales individualmente:
2+1 3
2 X X
x“dx dx —+C
f j 2+1 3
1+1 2
X X
x dx dx —+C
j j 1+1 2
1 j d 1 N 1 N
- = X ——X c ——X c
2 2 2
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® Para efectuar la cuarta integral se debe hacer cambio de variable, esto es:

3 1 du du
—f dx >u=2x+1->—=2->dx=—

2) 2x+1 dx 2
3J 1 3f1du 31J1d 3lII
—_ = — _——_—= — K —- —_ = -

2) 2x+1 T2 ) u2 T2%2) gt Ty

® Reemplazando U = 2x+1

Bf D ge=3lpxs1l+c
2| 2x 71 %x = gni2x + 1]

c. Reuniendo las 4 integrales se tiene:

j2x3+3x2+1d _x3_|_x2 1 +31 2%+ 1]+ C
2x+1 XT3tz 2 Tg X
2. |Integrar
f3x2—5x+3
dx
x—3

Procedimiento

a. Se realiza la division indicada:

3x2—-5x+3
x—3
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3x? —5x +3 x—3
—3x? +9x 3x+4=C(x)
0 +4x +3
—4x +12
0 15 = R(x)

Se tiene:

e C(x)=3x+4

e R(x)=15
e Q(x)=x-3
Por lo tanto:
3x2 —-5x+3 15
=3x+4+——
x—3 x—3

b. Integrando:

3x2—-5x+3 15
[ [ (e 255
x—3 x—3

3x2—-5x+3 15
f =f3xdx+f4¢n+j dx
x—3 x—3

® Resolviendo cada una de las tres integrales individualmente:
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j3x dx . x1+1 c 3 x2 c
111 =2t
.[4dx 4x 4x

® Para efectuar la tercera integral se debe hacer cambio de variable, esto es:

1 du
15f dx -u=x—-3,->-—=1->dx=du
x—3 dx

1
ISfEdu =15In|u| + C

u=x-3

® Reemplazando

1 1
j dxzf—duz151n|u|+C=15ln|x—3|+C=
x—3 u

c. Reuniendo las 4 integrales se tiene:

dx=—+ 4x+15In|x - 3|+ C

j3x2—5x+3 3x2
x—3 2

. , P . . .
C. Laotra posibilidad seria descomponer, % En una suma de fracciones simples llamada fracciones

parciales. Esto es posible cuando la fraccién es propia, es decir, el grado del polinomio P(x) es menor que
el grado del polinomio Q(x).

Este método se evaluard mas adelante en la UNIDAD 3.
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SUSTITUCIONES PARA RACIONALIZACION

Integrales que contienen Vax + b y ’i/(ax + b)™m

n
1. Siaparece Vax + b en una integral, la sustitucién de:

u = Vax + b Eliminars el radical.

Para resolver este tipo de integrales tenga en cuenta que:

e La x tiene como exponente 1 (si, fuera exponente 2 o superior, no se puede utilizar el método que

vamos a describir).
Tanto a como b son nimeros cualesquiera, pero a no puede ser cero; porque si a fuera cero, entonces

todo lo del radical seria constante y se utilizaria otro método mas sencillo para su solucidn.

Nota: Para analizar esta forma de integrar, los ejercicios se realizardn paso a paso indicando el debido

procedimiento en cada uno de ellos.

6.1.21 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE
1. Resolver laintegral: f 6x 3\/ 3x + 8dx

a. Para eliminar el radical: se hace u igual al radical, esto es:

u=3\/3x+8

Nota: Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de la raiz,
en este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz es cubica.

u=33x+8—>u3=(3\/3x+8)3—>

ud=3x+8

du
b. Se deriva la igualdad anterior con respecto a U (d_) y se despeja dx:
X
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Nota: Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive U, se escriba, luego

de la derivada, du y cuando se derive X, se escribe, luego de la derivada, dx.

® Derivando a ambos lados se tiene:

) 3u?du )
3u du=3dx—>dx=T—> dx = u“du

c. SereemplazaUy dxenla integral original. Si hay que realizar otro reemplazo se hace; la idea es que

en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con la variable inicial o sea con la X. Se

tiene entonces:
f6x3\/3x+8dx= f6x*u*u2 du

® Como todavia existe x en la integral, se debe encontrar una expresion, en funcion de u para reemplazarla,
se sabe que:

u3 -8

=3x+8-ut-8=3x->x= =

® Reemplazando en la integral:

f 6x * U * u du = f 6( ) * U * u du Simplificando y realizando los productos indicados

j6( e )*u*u du = Zf(u — 8u?) du

2f(u6—8u3)du= 2Uu6du—8fu3du] -

ub+1 3+l
Zf(u6—8u3)du=2[ -8 ]+C—>

6+1 3+1
> Multiplicando por 2 y simplificando:
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) u6+1 2 u3+1 c ) u7 16u4- c 2u7 A .
6+1 341 Ty ol Ao

3
d. Serecupera la variable inicia: U = V 3x + 8, se reemplaza en **

u 4
6xV3x+8dx=——4ut+c= +4(¥3x+8) +¢C

2u 2(33x+8)
J 7 ;

3
2. Resolver la integral: f XVX — 4 dx

Nota: El ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell .

Procedimiento
u
a. Sehace U igual al radical:

3
u=vx—4

Nota: Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de la
raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente tres, ya que la raiz es cubica.

3
u=3\/x—4—>u3=(3\/x—4) -
ud=x-14

b. Se deriva la igualdad anterior con respecto au (%) y se despeja dx:

Nota: Para realizar esta derivada, se recomienda que siempre que se derive U, se escriba, luego

de la derivada, du y cuando se derive X, se escribe, luego de la derivada, dx.

4 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 396.
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® Derivando a ambos lados se tiene:
3u?du = dx - dx = 3u®du

o Siud =x—4 - M=REEY

c. Sereemplazau,xy dx en laintegral original. Si hay que realizar otro reemplazo se hace; la idea es
que en la integral resultante no aparezca nada que tenga que ver con la variable inicial o sea con la x.
Se tiene entonces:

fxB\/x — 4 dx = f_* u * 3u’du = f(Su6 + 12u®)du -

u6+1 3+

fxsx/x—éldx=f3u6du+f12u3du=36+1+123+1+C—>
3u’  12u? 3u’

jx3\/x—4dx= = + 2 +C=T+3u4+C

d. Se recupera la variable inicial:

7 3(Vx—4) 4
¥+3(3 x—4) +C

3u
jx3\/x—4 dx = j(3u6 + 12u3)du ==+ 3u*+C =

3. Resolver:

j V2x — 103 dx

Procedimiento

a. Sehace U igual al radical:

u=12x—-103

Nota: Para eliminar la raiz elevamos ambos lados de la igualdad a un exponente equivalente al indice de la
raiz, en este caso elevamos a ambos lados a un exponente siete, ya que la raiz es séptima.

® Elevando a la séptima ambos lados de la ecuacidn:

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 36
B -t TRANSVERSAL

u’ = (V2x - 103)7 - il =2x =103

b. Derivando a ambos lados se tiene:

7uldu
2

u’ =2x—-103 - 7ubdu=2dx - dx =

c. Reemplazando en la integral e integrando:

7u® 7 (u’
7\/2x—103dxfu>ls > du=—j—du—>

2) 2
; 7Ju7 7 u’tl 7 ub
2x — 1 = — PR = — = — % —
f\/x 03dx = | —-du Sta gt C=5 g +C

d. Se recupera la variable inicial:

7
j V2x — 103 dx =2 J(2x—103)8+C

NOTA:

Esta integral también se puede resolver por sustitucion.

4. Resolver:f 1 (5x +3)%2dx

Procedimiento

a. Se hace uigual al radical:

Recuerde que: f 7\/ (5x +3)2dx = f(7\/ 5x +3)%dx

Entonces: U = 7\/ 5 +3 ->u’=5x+3

b. Derivando a ambos lados se tiene:
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c. Reemplazando en la integral e integrando:

el for e
f( x+3) _f(u)* _Ef" Y=5"8+1

9

J(V5x+3 2dx=§*u—+(.'Perou=(/?—I—?»a

9

J(7\/5x +3)2dx = éj(’x/sx +3)+cC

e INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS
e FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION

FUNCION INTEGRAL VALOR INTEGRAL
TRIGONOMETRICA

Secutanu
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CscuCotu szcuCotudu
Tanu fTanudu
Cotu fCotudu
Secu fSecudu
Cscu szcudu

NOTA: Para realizar la integracidén con expresiones trigonométricas, se presenta a continuacién un cuadro con
algunas identidades trigonométricas:

IDENTIDADES FUNDAMENTALES IDENTIDADES ANGULOS DOBLES

2 2. _ 1+ cos(2x
sen“x + cos*x =1 Cos®x 2( )
1+ cot’x = csc?x Cos(2x) = cos*x — sen®’x

2 _ 2 1— cos(2x
tan“x + 1 = sec*x Sen?x = 2( )

sen x Sen(2x) = 2sen xcos x

Tan x =

COos x
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COS X IDENTIDADES PRODUCTO
Cotx =
sen x
1 Sen(mx) * Cos(nx) =
Tan x =
cotx 1
2 [sen(m + n)x + sen(m — n)x]|
1 Sen(mx) x Sen(nx) =
Cotx =
tan x 1
2 [cos(m + n)x — cos(m — n)x]
1 Cos(mx) x Cos(nx) =
Cscx =
sen x 1
2 [cos(m + n)x + cos(m — n)x]
IDENTIDADES SUMA (DIFERENCIA) DE ANGULOS
Sen X =
CSCX
1 Sen(A + B) = senAcosB + cosAsenB
Secx =
COosS X
1 Sen(A — B) = senAcosB — cosAsenB
Cosx =
secx
IDENTIDADES ANGULOS NEGATIVOS Cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB
Sen(—x) = —Sen x Cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB

el ) = 1 — tanA * tanB
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tanA — TanB
1 + tanA *« tanB

Tan(A - B) =

PASOS PARA LA INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Para la integracidn de expresiones trigonométricas, se deben tener en cuenta los siguientes aspectos.

Nota: No necesariamente este es el orden a seguir:

1.

Determine, inicialmente, sila integral presenta la forma de alguna de las fdrmulas basicas; Si es asi efectue
la integral.

Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo que estd
dentro de la expresion trigonométrica, es decir el dngulo.

Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de variable se hace
tomando una de las expresiones trigonométricas.

Lleve las expresiones trigonométricas a expresiones equivalentes en términos del seno y del coseno (a
veces facilita el trabajo, pero no es indispensable).

Si es necesario utilice una o varias de las identidades trigonométricas.

6.1.22 EJERCICIOS DE APRENDIZAJE

1. Resolverf 3x2 COosS x3 dx
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Procedimiento

a. Sehace: U = x3

PISTAS DE APRENDIZAIJE @

TENGA PRESENTE

Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para
hacer el cambio de variable se toma lo que esta
dentro de la expresion trigonométrica, es decir el angulo.

b. Se encuentra la derivada:

u=2x3>du=3x*dx->dx=—;
Si 3x

c. Reemplazando en la integral:

du
J 3x*icosx®dx = [ 3x*cos U_ simplificando 3x%:

[3x%*cos x3dx = [ cosudu = Senu+C

d. Reemplazando: U = x3

[3x%*cos x3dx = Senx® +C

X

—————dx
sen?(3x%2+2)

2. Resolver f
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Procedimiento

a. Se hace: U = 3x% + 2

du

Siu=3x2+2—>du=6xdx—>dx=a

b. Reemplazando en la integral:

| - dx = [ —=— + 2 simpificando X:
- 5 .- 5 - —_ - SiImpliricanao .
sen?(3x%2+2) senu  6x "

j x d _lj 1 d
sen?(3x2+2) " " 6) sentu™

® Utilizando la identidad: (Ver cuadro de identidades)

2 1
- Csc“u= 5
senu sen‘u

Cscu =

c. Laintegral queda:

j X d 1] 1 d IJ‘ 200 4
= — = — -
sen?(3x% + 2) *=6) senzu®" ") MM

X 1 1
= —\— = —— 2
fsenz(3xz+2)dx g (—cotw) + €= —Zcot(3x* +2) + €

3. Resolver:

sen X
5 dx
CcoS® X
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Procedimiento

a. El cambio de variable se debe hacer por una de las dos funciones trigonométricas, en este caso se
realizard por coseno.

PISTA DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria: Cuando hay dos o mds expresiones trigonométricas en la misma integral, el
cambio de variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas.

du
senx

Entonces,si U = COSX —du=-senxdx-dx=—

b. Reemplazando en la integral:

senx senx du senx 1
— B e L N —
fcos5xdx f o5 . Simplificando S€M X, se tlene.f cos5xdx fu5 du
—5d 5+1 c
JuPdu=——7+
f sen x u* i i
X=—— =—
cos® x —4 4ut

c. ReemplazandoU = COS X

1
X =———+ C rero:Sec x = -

cos® x 4costx oS X

f senx
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x=—"71—+C==sectx+C

f senx 1 1
cos’x ~  4cos*x 4

4. Resolver: f tan(5x — 7) dx

Procedimiento

a. Seau=5x—7—>du=5dx—>dx=d—5u

b. Reemplazando en la integral:

du
jtan(Sx—7)dx= ]tanu*?ﬂ

1

z In|sec (u)| + C

j tan(5x — 7)dx =

c. ReemplazandoU = 5x—17
1
5

1

In|sec (u)| + C = =

j tan(5x — 7)dx = In|sec (5x—7)|+C

5. Elsiguiente ejemplo fue tomado del libro de

Purcell®, resolver:

dx

jsenx— Cos x
sen x
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Procedimiento

a. Separando denominadores:

Sen x — cosx senx Ccosx senx COS X
dx = ( — ) dx = dx — -
senx senx senx senx senx

PISTA DE APRENDIZAJE

Cos X

Tener en cuenta: = cotx

sen x

Entonces:

senx — cosXx
j dxzfdx—jcotxdx
senx

PISTA DE APRENDIZAJE

Traer a la memoria

fCotu du =In|senu| + C

Por lo tanto:

senx — cosx
dx=|dx— | cotxdx =x—In|sen x|+ c
senx
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6.1.23 EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Resuelva las siguientes integrales indefinidas, utilizando las leyes bdasicas de integracion.

a) j?xsdx
4
b) dex
o) j(5x—3)3dx
d) I(W—Se4x—8+ﬁjdx
X

6x* +3x® —9x2 +18x — 300
e) I

a3 dx

2. Resuelva los siguientes problemas.

a) Desde un edificio de 32 metros se tira hacia arriba una piedra con una velocidad de 30m/s

. Determine la funcidon de velocidad instantanea y la funcién de altura 6 posicion
instantanea. Determine la altura maxima y la velocidad maxima que alcanza el objeto.

b) Lafuncién de costo marginal para cierto producto de una empresa es:
' 2
. C'(a)=597+7q+800$
c) Los costos fijos son de 400.000 $

d) Encuentre la funcion de costo promedio del producto.

e) Lafuncidn de ingreso marginal en la venta de g unidades de un producto es:

r'(q) = 50000 - 6 $

a.
Encuentre la funcién de demanda 6 precio.
3. Resuelva las siguientes integrales utilizando las técnicas de integracion vistas.

5x* —6x® +8x% +9x+10
a) j
X+ 2

dx

b) Ix2«4/3x +1 dx
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c) j7xsen(x2 +35ix
d) J‘tan3 x cot? dx

o I 3x+1 dx

2/3x% +2x +3

4. Lafuncidén de ingreso marginal para cierto producto es:

300
(1000 -2q)’

r'(q) =

Halle la funcion de precio o demanda del producto

5. Unobjeto se mueve a lo largo del eje coordenado: Encuentre la funcion o modelo de posicion
y la funcién o modelo de velocidad bajo las condiciones indicadas.

a. Laaceleracién esta dada por la funcién. a(t)=t cm/s?. El objeto parte del origen

con una velocidad de 50 cm/s.
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b. a(t)=2t+1 cm/s?. Parte desde el reposo a una distancia de 250 cm del origen.

c. a(t) = -3t +8t+50 m/s” . Parte desde el origen con una velocidad de 6 m/s.

d. a(t)=6 m/s®. Elobjeto parte del reposo a 100 m del origen. Determine ademés la

posicion después de un minuto.
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6. En los siguientes problemas encuentre la integral indefinida:

a) ° X

3 5 2
b) I(X+3X6+3jdx

d) 3x°
e) [(Bx-1)3x+4)dx

f) j 3% dx

g) eﬁx

h) Ix 7 dx
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i) _WXT (3x+5) dx

7. Resuelva las siguientes integrales por sustitucién

J'(Qx +5)%dx

a)

J.L dx
8/4x +11

o J.6x2(2x3 = e)10 dx

d) j 8x-5
4x% —5x +13

. _[(x+1)«/x2 +2x—39 dx

4x%-100
; j 8xe dx
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; Im dx

h) IelOO dx

50x-99

8. Integrales que se resuelven utilizando division previa

X+ 2

4x2-9x—7
d) [ —"Zx_’; dx
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4 3 2
x*—=3x°—-8x“—1x+4
e) [ — dx

25x%420x+4
h) f 5x+4

dx

. x3-125
I) fx2+5x+25
i) f8x3+27 dx
J 2x+3

9. Integral indefinida aplicaciones en economia

El ejercicio nimero 31 ha sido tomado de uno de los libros de matematicas del autor Haeussler®

a. Un fabricante ha determinado que la funcion de costo marginal es:

c'(q)=0.003q> —0.4q + 40 $

6 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracidén, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 734.
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Donde q es el nimero de unidades producidas. Si el costo marginal es de $ 27.50 cuando q = 50,
y los costos fijos son de $ 5 000, ¢ Cudl es el costo promedio de producir 100 unidades?

b. El costo marginal de un articulo cuando se producen q unidades es:
¢'(q)=—-3q? +60q + 4000 $
El costo de producir 10 unidades es 90000 S. ¢ Cuél es el costo de producir 50 unidades?

c. Lafuncion de ingreso marginal para cierto producto es:

350
r(q)_(<1+3)2$

Encuentre la funcion de demanda.

d. Lafuncién de ingreso marginal para cierto producto es:

., . 405
r@= (5q+7) s

Encuentre la funcion de demanda.
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El ejercicio nimero 35 fue tomado de uno de los libros del autor STEWART’

e. El costo marginal para fabricar x unidades de un producto es:

C'(x) = 0.006x? —1.5x +8 dolares

El costo fijo es de 1 500 000 délares, encuentre el costo de producir 2000 unidades.

f. Lafuncién de costo marginal para cierto articulo es:

35

q+10$

C '(a)=

Encuentre la funcidn de costo, si los costos fijos son de 300000 S.

g. Lafuncion de costo marginal para cierto articulo es:

Cl(q) — 3e0.004q $

Si los costos fijos son de $ 3 000, determine la funcidn de costo.

7 STEWART, James. Célculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 488.
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10. Integral indefinida aplicaciones en fisica

a) Una bola es lanzada desde la superficie de la tierra con una velocidad de 43.5 m/s. ¢Cual
es la maxima altura que alcanza? Recomendacion. Encuentre primero las funciones de

velocidad y de posicidn.

b) La funcidn de aceleracion de un objeto esta dada por:

a(t) =3.5t* —4t+30 m/s?

El objeto parte desde una posicién de -153 m con una velocidad de 3.5 m/s. Determine: Posicion,
velocidad y aceleracion del objeto, cuando han transcurrido 12.5 segundos.

c) Lafuncion de aceleracidn de cierto objeto es:

a(t)=

(4t +5)°

El objeto parte desde el origen con una velocidad de 8 m/s. Determine:

e Funcién de velocidad instantanea.
e Funcién de posicién instantanea.

d. Un objeto se mueve desde el origen con una velocidad dada por la funcién:
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3t
vit) = ———m/s
® 3t? +10

Encuentre:

e Funcién de aceleracion instantanea.
e Funcién de posicidn instantanea.
e Posicidn, velocidad y aceleracion cuando han transcurrido 20 segundos.

e. Un objeto se deja caer desde una altura de 253 m. Determine la funcién o modelo de
posicion para cualquier instante t. Determine ademas la velocidad del objeto en el
momento en que toca el suelo.

f. Un objeto se lanza hacia arriba desde una altura de 250 m, con una velocidad de 100
m/s. Determine si el objeto va subiendo o va cayendo después de 5s. Justifique su
respuesta. ¢El objeto ird cayendo o subiendo después de 15 s?

g. Unobjeto se lanza hacia arriba desde la azotea de un edificio de 245 m con una velocidad
de 83 m/s. determine:

e Laaltura maxima que alcanza el objeto.
e Lavelocidad maxima del objeto.

11. Integrales que contienen Yax+b A 1”/(aX + b)m

a) .[Zx«/?x— 2 dx
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/X +100

d) jx4«/7x+8 dx
e) Ix«/x+3dx
f) _[4x«3/x2+6x+9 dx

g) I?x%/Gx—lS dx

12. Integracion de funciones trigonométricas

a) jsen6x dx

b) j § cos(g xjdx

c) I5x3senx4dx
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d) j‘;’xsen(4x—3)jx
e) jsecz(7x)dx

f) [csc?(8x+5)dx

g) jsenx(3—cosx)6dx

I( 5cos xdx dx

10 + senx)’

.[ cot 3x
sSen3x

dx

i) IS“’SX senxdx

COS X
k jiz
1-cos” x

1) J'e“sen(e”)dx
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1
———d
™ J‘xsen(ln X) X

n) jcos3xdx
0) jsen(4x)cos(8x)dx

p) [ cos(10x)cos(12x)dx

1 4
q) j' sen(3 xjsen(5 xjdx

13. Demuestre las siguientes formulas de integracion

a) _[tanu du = Insecu| +c
b) _[cotu du = Injsenu| +c

c) Isecu du = In\secu +tanu|+c
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d) jcscu du = Injcscu —cotu| +¢

6.2 TEMA 2: INTEGRAL DEFINIDA

Definicion de integral definida. La integral definida es una expresion de la forma:

" £ (X)dx

Dénde: Las letras ay b se llaman limites de integracion.
a : Limite inferior.
b : Limite superior.

La integral definida es un nimero, para calcular este nimero, lo hacemos utilizando el teorema fundamental del
célculo.

El teorema fundamental del calculo.

El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque establece una
conexién entre las dos ramas del cdlculo: el calculo diferencial y el calculo integral. El primero surgié
del problema de la tangente, el calculo integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado,
el problema del area. El profesor de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630 — 1667), descubrid
gue estos dos problemas en realidad estaban intimamente relacionados. De hecho, se dio cuenta
que la derivacion y la integracion son procesos inversos. El teorema fundamental del calculo da la
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relacién inversa precisa entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz explotaron esta relacién y
la usaron para desarrollar el calculo en un método matematico sistematico.®

Teorema fundamental del calculo.

[ f(dx=F(x)] = F ()~ F(a)

En la integral definida no es necesario colocar la constante de integracién.

El teorema fundamental del calculo se puede demostrar a partir del area bajo una curva.

Ejemplol

" (6—3x2)dx
)

Calcule:

SOLUCION
2 x| 2 3 3
J6-3x")dx=6x-3"" =6x-x' =6(2)~(2) ~[40)- (0 ]=12-8=4
0
Ejemplo2

Cateule fl (6x* — 2x + 6)dx

SOLUCION

3 2 3
Ifl(6x2 —2x+6)dx=6;(—2)2(+6x =2x° = x? +6x?_’1

-1
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= 2(8)" - (3 +6(3) - [2-1 - (-1 +6(-1)
54-9+18—(-2-1-6)=72

Ejemplo3

dx

Calcule: I m

SOLUCION

j dx
1+ X3
Utilizando el método sustitucion tenemos:
du du
u=1+x’= "~ =3x"= "~ =dx
dx 3X

Reemplazando en la integral tenemos:

3x2 du ) ut/?
—J' — u:Iu Y2qu =
u

3x?
e e 12
3 2 =21+0) - 2/1+(0) =222

2:u =

1+x
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6.2.1 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

jb f (x)dx = [ £ (x)dx

Esto es, al intercambiar los limites de integracidn, se cambia el signo de la integral.

UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 38
B -t TRANSVERSAL

1.

[ (ax+3)dx = - f (4x + 3)dx

j:‘ f (x)dx =0

Si los limites de integracidn son iguales, el resultado de la integral es igual a cero.

10
50x*dx =0
10

[ foax =] f(gax =] f(dx; a<b<c

3. a a

[ @x-3)dx= [ (2x-3)dx+ [ (2x - 3)dx

1. Lavariable de integracién es una “variable muda” en el sentido de que cualquier otra variable produce
el mismo resultado, es decir, el mismo nimero.

[0 foodx = [ f(dt = [ f(z)dz
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_[10 C’)xdx:_[%10 3zdz

5

AREA BAJO UNA CURVA Y AREA ENTRE CURVAS.

Area bajo una curva. Para describir un método para determinar el rea bajo una curva, partamos de un ejemplo
particular.

Ejemplo
Encuentre el 4rea de la regién R limitada por la curva Y = f(X) = Jx yelejex, entrex=0yx=09.

Lo primero que debemos hacer es efectuar la grafica del modelo.

Los valores para la gréfica se muestran en la siguiente tabla:

1 1,41 1,73 |2 2,23 2,44 2,64 2,82 |3

La grafica de la funcién la podemos ver en la figura 1

¥

Figura 1. Grafica de la funcion Y = f (X) =/
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Vamos a obtener el drea total como una suma de dreas, dividiendo la figura en rectangulos de igual base y alturas
determinadas por la funcién.

Por facilidad tomemos la base para cada rectangulo igual a 1. Sillamamos la base AX, tenemos que AX =1.

Esto lo podemos observar en la figura 2

il —

10 15

Figura 2

Tenemos ademas que el drea de un rectangulo es igual a base por altura.

De tal manera que el drea total serd igual a la suma de cada area:

A-=A+A +A +A +.. + A

Tenemos lo siguiente:

A =Ax*f(1)=1*41=1 A, = Ax* f(2) =1*+/2 =141
A, = Ax* f(3) =1*+/3 =173 A, = Ax* f(4) =1*/4 =2

A, = Ax* f(5)=1%+/5 = 2.23 A, = Ax* (6)=1*/6 = 2.44
A, = Ax* £(7)=1*/7 = 2.64 A, = Ax* f(8)=1*/8 =2.82

A, =Ax*£(9)=1*49 =3

El drea total se obtiene sumando las areas anteriores:

A, ~19,306
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Una manera facil para determinar AX seria de la siguiente manera:

_ extremo mayor — extremo menor

AX
NUmero de rectangulos

Mientras mas pequefia sea la base de cada rectdngulo, mas precisa serd el area obtenida, Esto quiere decir que
mientras mas rectangulos, mds exacto sera el valor obtenido.

Vamos a hacer el estudio para una funcién cualquiera:

Sea la funcién y = f(X), determinemos el drea de la regién R en el primer cuadrante, entre x=a y x=b.

Para ello utilicemos el mayor nimero de rectangulos posible, esto quiere decir que la base de cada rectangulo
serd lo mas pequefia posible, esto se puede observar en la figura 3

PR d.x:ﬁ.x PR B m:mmm
X=d w=h

FIGURA3

Podemos ver de la figura que:
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A = AX* F (X)) +AX* F(X,)+AX* (X)) +AX* f(X,)+...+ AX* f(X,)
A sz(Xi)AX
i=1
Si n—>ow, AX—0

Esto es,

Z F(X, )AX = j:f(x)dx

Ax—>0
A= [ f(x)dx

Ejemplo

Determine el drea exacta del ejemplo anterior.

SOLUCION

3/2 |9

f 2@ Zf (27)—3(0):18

9 9
_ (o2 _xX
A_lx/x dx_‘([x dx 3/2

Cuando se determina el drea bajo una curva se pueden presentar tres alternativas.

2. Si, laregion estd por encima del eje x como lo muestra la figura4 :
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T3
T2
Tl
2 1 1 2
»=d
_ x=h
r—2
Figura 4

Entonces:
A= f(x)dx

3. Si, Laregién estd por debajo del eje x como lo muestra la figura 5:
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A= x=h

Figura 5

A:-j: f (x)dx

Ejemplol

El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.®
X2
Encuentre el drea de la regién R limitada por: Yy = f(X) = 3 —4 y eleje x, entre x=-2vy x=3.
SOLUCION
La grafica de la figura se puede hacer dandole valores a x entre - 2 y 3, reemplazando cada valor en la funcién

2
X
y=f(x)= 3 — 4 . Efectuando este proceso, obtenemos los valores mostrados en la tabla:

9 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 282.
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La grafica de la funcién y el area que se pide hallar la podemos observar en la figura 6.

Figura 6

Como la regidn estd por debajo del eje x, se debe plantear la integral:

SOLUCION DE LA INTEGRAL
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A= % Unidades cuadradas

1. Si, region tiene parte por encima y parte por debajo del eje x, entonces el drea se debe calcular
utilizando varias integrales.

Ejemplo2
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El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell

Encuentre el 4rea de la regién limitada por Yy = f(X) = x* —=3x” —x+3 yelejex, entrex=-1yx=2.

SOLUCION

Para determinar la region cuya drea deseamos hallar, podemos dar valores a x entre x =- 1y x = 3, reemplazar
en la funcién para obtener los respectivos valores de y.

Realizando este proceso, obtenemos los valores de la siguiente tabla.

La grafica de la funcién y la regién cuya drea queremos obtener, la podemos ver en la figura 7

2

¥

Figura 7
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En la figura podemos ver que la gréfica corta el eje x en los puntos:

Xx=-1 X=1Ax=3
Si estos puntos no se pueden leer en la gréfica, se debe proceder como sigue:

Debemos hallar los puntos donde la funcién corta el eje X, para ello se soluciona la ecuacién f(x) =0.
La soluciénde x> =3x> —=x+3=0es: x=3, x=-1, x=1

Planteamiento de la integral a calcular.

Entre — 1y 1 la funcidn esta por encima del eje x, por lo tanto se debe plantear la integral:
L3 2
Il(x —3X° — X+ 3)dx
Entre 1y 2 la funcidn estd por debajo del eje x, se debe plantear la integral:
2.3 2
—_[1 (x* —=3x° —x+3)dx
Para determinar el 4rea se deba plantear:
o3 2 2,3 2
A:J.l(x —3x —x+3)dx—.|.1 (x* =3x° —x+3)dx
SOLUCION DE LA INTEGRAL

A:J‘_ll(x3 - 3x° —x+3)dx—J.12(x3—3x2 — X+ 3)dx

1

Azxj—xe’ —7+3x1—(——x3 —X?Jr.?x}l
A=W gy —%+3(1)—{(_i)4 LY +3(_1):
N & -t (W - T o]
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A= ? Unidades cuadradas

Ejemplo 3
Encuentre el rea de la region limitada por Yy = 3X> + 7X—6y el eje X entre X=—4AX=2.

SOLUCION

La grafica de la funcién y de la region cuya area se desea hallar la podemos ver en la figura 8.

115

110
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Figura 8

Como los puntos donde la funcién corta el eje x no se pueden leer con exactitud en la grafica, para determinarlos
se debe solucionar la ecuacidn:

X2 +7x-6=0

SOLUCION DE LA ECUACION

§(3X2 +7X—6)=0= Ox* +7(3x)-18 _ _ (3x+9)3x-2) _,
3 3 3
3(“3)3(3’(_2)=o:»(x+3)(3x—2):o
3x-2=0
X+3=0
v 3x=2
X=-3
2
X = —
3
Para hallar el area de la region, se debe plantear:
-3 2/3 2
A= [(3x2 +7x-6Hx— [(3x* +7x~Bx+ [(3x® +7x~6}ix
4 -3 2/3

Se deja como ejercicio resolver estas integrales, se debe obtener la respuesta:

E@x2+7x—6bx:%§
2/3 33
_[33x2+7x—6)1x=—%

f 328

X2 +7x—6Hx ="

J} X2 +7x bx >

13 1331) 328 13 1331 328
A=——| - — |+ —="+—+—
2 27 2 54 27
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M Area entre curvas. Para determinar el drea entre curvas se debe tener en cuenta cual de las curva estd
por encima y cual esta por debajo (o cual curva esta mas alejada del eje x y cual curva esta mas cerca del
eje).

B El area se calcula como:

A=[TH(0 - g (0P

Donde f(x) estd por encima de g(x).
Procedimiento para hallar el drea entre curvas:

1. Determine los puntos de corte de ambas curvas, si los hay, para ello resuelva la ecuacién: f(x) = g(x)

2. Bosqueje la grafica de ambas funciones.

RECOMENDACION:
Grafique solo el tramo necesario, de valores entre el drea a obtener o entre los puntos de corte.

3. Planteé el area como una integral o como varias integrales, segln sea el caso, y resuelva.
Ejemplol
Encuentre el drea de la region R limitada por las curvas:
y=g(x)=8-x*Ay=f(X)=x, entrex=0yx=3.
SOLUCION

Lo primero que hay que determinar son los puntos donde se cortan estas curvas. Para ello igualamos ambas
funciones y despejamos la variable:

x2:8—x2—>2x:8:>x2=%:>x2=4:>x:4_r\/Z:>x=J_rZ:>x:2,x=—2

Los puntos para hacer ambas graficas se observan en la siguiente tabla:
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y=f(x)=x? 0

y=g(x)=8-x° 8

La grafica de la regidn se observa en la figura 9

¥

L L y=fw=d

10

De acuerdo a la figura 9 tenemos que:

Figura 9

Entre x =0y x =2 g(X) estd por encima de f (X), para este tramo se debe plantear la integral:

IOZ(S— - xz)jx

Entrex=2yx=3 f(X)estd por encima de g(X) , para este tramo se debe plantear la integral:

El drea de la regidn se obtiene como:

A=

Jj [x2 -~ (8 —x? )}jx

joz (8- 2x2 bix + '[23 [2x2 —8lix
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SOLUCION DE CADA INTEGRAL

I2(8—2x2)jx:

Solucién de ¥°

3 3

2(0)3} 16 _ 32

_C [Zx2 —8}1x:

Solucion de

j [2x —8}jx———8

3

:ﬁ—se){%)s—s(z)} =18-24 - {%—16}

2
_6_[_3_3?j:_6+¥:E

A= 32 —+ E = 4—6 Unidades cuadradas

3
Ejemplo2
Determine el area de la region R limitada por las curvas:

y=f(X)=x*-6x+8Ay=9g(X)=x+2

, entrex=0yx=7.

SOLUCION

La regién cuya area se desea hallar la podemos ver en la figura 10
\ ¥

fixy=x*—6x

gix)=x+2

Figura 10
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Los puntos donde se cortan estas dos funciones se obtienen solucionando la ecuacién:
f(x)=9(x)
f(X)=g(x) = x> —6X+8=Xx+2
= X?—6X+8-x-2=0=>x*-7x+6=0=(x-6)x-1)=0=x-6=0vx-1=0
Xx=6vx=1
De acuerdo a la figura 10, para hallar el area de la regién sombreada, se debe plantear:

A:'[Ol[x2 —6x+8—(x+2)]dx+f[x+2—(x2 —6x+8)]dx+'[67[x2 —6x+8—(x+2)]dx

Ejemplo3
Encuentre el drea de la regidn limitada por la curva:
y = f(x)=3x*+10x-8
Entre: X=-3AX=2
SOLUCION

La grafica de esta funcion es una parabola que abre hacia arriba como lo muestra la figura 11.

¥

130
120

110

1-20
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Figura 11.

Debemos encontrar los puntos donde la gréfica corta el eje x las integrales a plantear:
f(x)=0=3x*+10x-8=0=>x=-4vx=2/3

Para hallar el area se debe plantear y solucionar:

A= —2./[3<3x2 +10x - 8)dx + i(3x2 +10x - 8dx
-3 2/3

Queda como ejercicio solucionar estas integrales definidas, se debe obtener:

_ 1610
27 Unidades cuadradas.

A

Ejemplo4d
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor STEWART™Y
Encuentre el drea de la region encerrada por las parabolas y = X2 A y =2x-— x2.

SOLUCION

La grafica de ambas funciones se puede ver en la figura 12

10 STEWART, James. Célculo conceptos y contexto. 1 ed. México: International Thomson Editores, 1999. p. 449.
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w=2u—x"2

Figura 12.

Debemos encontrar los puntos de corte, para ello se debe solucionar la ecuacion:
X*=2x-x*=>x*+x*-2x=0
2x? —2x=0=2x(x-1)=0

2X=0vx-1=0

2x:0:>x:2:0vx—1:0:>x:1

.z 2 ; . . 2 , .z
Como la funcién y = 2X — X° esta por encima de la funcién y = X°, para calcular el drea de la regién se debe
plantear:

A:j‘(Zx—x2 —x?) dx=j(2x—2x2)dx
0 0

Solucién de la integral
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6.2.1.1 SOLIDOS DE REVOLUCION

Un sélido de revolucidn es un figura en el espacio (quiere decir que tiene volumen) que se forma al hacer girar
una figura plana alrededor de una linea recta fija (esta recta es el eje del sélido de revolucidn).

Nos interesa determinar el volumen del sélido de revolucién.

Sabemos que volumen es igual a base por ancho por alto.
El volumen de un cilindro es: V= 7z r?h

En este caso el radio esta determinado por la funcion.

Existen varios métodos para determinar el volumen de un sélido de revolucién. Sélo vamos a estudiar dos de
ello.

I Método del disco para determinar el volumen de un sélido de revolucién. Este método se utiliza cuando
se hace girar el area bajo una curva alrededor de un eje.

En este caso se obtiene un cilindro, el volumen de un cilindro es:
2
V=rxrh
1. Cuando el eje del sélido es el eje x:

Dada una funcién Y = f(X)' cuya grafica se puede observar en la en la figura 13

A .
fx=ag tx=h

_-y=fix) i

Figura 13 graficas de la funcion y = f (X)
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Si hacemos girar la region plana R comprendida entre la funcién y=f (X) y el eje x entre x =a y x=b se obtiene
el sélido de revolucidon mostrado en la figura 14.

Figura 14.

Sélido de revolucion formado al hacer girar la regién R alrededor del eje x.

Dividiendo el sélido en n sdlidos iguales de altura AX’como lo muestra la figura 15

Figura 15

Luego calculando el volumen de cada sélido y obteniendo el volumen del sélido como la suma de los n
voliumenes, se llega a la expresion:
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Volumen del sélido:

o= 3l 0] o,

i=1

Si hacemos que el nimero de sélidos mas pequefios tienda a infinito se obtiene el volumen exacto del sélido,
esto es:

V= ! i”[f(xi)]zAXi_ i Zb:”[f(xi)]AXi

n— o037 AX — 045

La expresion anterior se convierte en

v=r[[f (0] dx

1. Cuando el eje del sélido es el eje y:

v=r[Tf ()] dy

Ejemplol

Halle el volumen del sélido generado al hacer girar alrededor del eje x la regién R formada por la funcién y =
x?yeleje X entrex =0Ax = 1.

SOLUCION
La figura 16 muestra la region plana y el sélido generado

Nota: Para hacer la gréfica de la region basta con graficar la funcidon y = x’entrex=0Ax=1

¥
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Figura 16

Para hallar el volumen se debe plantear:

v=z[[f (] dx

A

5 5

V= ﬁjol[xz]zdx = 7T-L1X4dX = 7r§

0

V= % Unidades cubicas

Ejemplo2

Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor del eje y la regidn R limitada por la funcién x = \/; y

elejeyentrey =0Ay =4
SOLUCION

La figura 17 muestra la grafica de la regidon R y la grafica del sélido generado

-7
=)
=

-

Figura 17

Como la regidn gira en torno al eje y, para hallar el volumen se debe plantear:

v=r[Tt ()] dy

4:7[{%_@}&[

2 2

2

V= ﬂj: [\/ﬂzdy = 72"[04 ydy = ”y7

0
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v =87 Unidades Cubicas| X = 4/ ¥

Ejemplo3
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell

Encuentre el volumen del sélido de revolucién obtenido mediante la rotacion alrededor del eje x de la region

limitada por lacurva Y = \/; A elejexentrex=0y x=4.

Queda como ejercicio, se debe llegar a:
4 2
V=7rj («/;) dx =8r
0

Ejemplo4
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.

Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se genera por la rotacidn alrededor del eje y de la region
limitada por lacurva y = X3 A el ejeyentrey=0 Ay=3

Se deja como ejercicio, la respuesta es:

2 5/3
v=z[(y"*) dy= 3”2 ~11,7625969...

# Método de la arandela para determinar el volumen de un sélido de revolucidn. Este método se utiliza
cuando se hace girar el area entre dos curvas alrededor de un eje.

Si la regidn gira alrededor del eje x, se tiene que:

V=z jb [0 dx— 7 j" [g()] dx
v =a[ {100F - [ Jox

Donde la funcion f(X) estd por encima de la funcion g(X)

Si la regidn gira alrededor del eje y
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v ="t dy [ To)] oy
V=z[ [t ] ~[a)F jay

Donde la funcién f(y) esta mas alejada del eje y que la funcion g(y)
Ejemplol

Encuentre el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje x la regién R formada por las curvas
x=y2ANy=x?

SOLUCION
Es conveniente que escribamos la funcidon x = y2 despejando lay, esto es:
x=y? >y =x=>y=t/x=>y=f(x)=+/x

La otra funcién la podemos llamar como:

Para determinar los limites de la regidn R, es necesario que encontremos los puntos de corte de ambas
funciones, para ello se debe plantear y solucionar la ecuacion:

f(x)=9(x)
f(x)=g(x)= +/x = x°
Para eliminar la raiz elevamos en ambos lados al cuadrado, esto es:
(iﬁ)z :(xz)2 =>x=x'=x'-x=0= x(x3 —1)=0

x3-1=0
x3 =1
x =41

x=1

La regidn y el sélido generado se pueden observar en la figura 18 donde solamente se debe graficar la parte
positiva de la funcion f (x), es decir:

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 41

s e iraa T oo TRANSVERSAL

Figura 18

Podemos ver que la funcidn f (x) esta por encima de la funcidon g (x), por lo tanto para hallar el volumen se debe

plantear y solucionar:

v =a[ {10 ~[a00] fox

1

v BT by = oot of %

0

e P P

V= %ﬂ' Unidades cubicas

Ejemplo2
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Determine el volumen del sélido de revolucidn que se genera al girar alrededor del eje x, la regidn limitada por
la parabola y = X?+1 ylarectay=X+3

SOLUCION

Primero debemos determinar los puntos de corte de estas figuras.

Para ello igualamos ambas funciones.

X +1=x+3=>x*+1-x-3=0= x> - x-2=0= (x-2)(x+1)==>x-2=0vXx+1=0
Xx=-1 v x=2

La regién y el sélido generado los podemos ver en la figura 19

Figura 19

y=x+3
Podemos ver que la linea recta, cuya funcién es
y=x*+1

esta mds alejada del eje x (o estd por encima) y que

la paradbola, cuya funcién es , estd mds cerca del eje x (o esta por debajo).

Para hallar el volumen se debe plantear:
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V= ﬁfl [(x +3)° = (x? +1) ]dx
Es practico resolver aparte la expresion: (X + 3)2 - (X2 +l)2

(x+3)2 —(x? +1) = x? +6x+9—(x* +2x2 +1)=
X +6x+9—x*—2x* —1=-x"—x" +6x+8

V= 7Z'Jj[(X+3)2 ~(x? +1)2]dx = ;rfl(— x* = x? + 6x +8)dx

5 3
;zr (— x4 —x? +6x+8)dx:>;r XX 3k 18x
-1 5 3

V=rx (—§—§+12+16]—(1+1+3—8j
5 3 5 3

V = %n Unidades cUbicas

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 41

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

Ejemplo3
El siguiente ejemplo fue tomado de uno de los libros del autor Purcell.!!

Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se genera por la rotacién alrededor del eje x de la regidn
. . 2 2
limitada por las pardbolas: y =X A Yy° =8X

SOLUCION
Encontramos los puntos donde se cortan ambas funciones.
y? =8x = y = ++/8x

Puntos de corte:

x2:1J87x—>x4:(iJ87x)2—>x4—8x:0
Xx=0 v x=2

Queda como ejercicio efectuar la grafica de la regidn y el sélido de revolucidn.

Para hallar el volumen se debe plantear:

11 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 291.

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 41

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

V= ﬂjoz[(i@)z —(xz)z} dx

Se deja como ejercicio solucionar la integral.

La respuesta es:

V =~ 30,16... Unidades cubicas
Eejmplo4
Realice el ejemplo3, pero la regidn gira alrededor del eje y.

2

2
RV =7 j; £y f —(y?] dy = 4,87 ~15,07964474...

6.2.1.2 INTEGRACION POR PARTES

El método de integracion por partes nos permite utilizar la siguiente formula:

La siguiente idea de la definicidon de integracidn por partes fue tomada del autor LEITHOLD*?

12 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 689.
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Iudv = uv—Ivdu

o“on oa.n

Donde tanto “u” como “v” son expresiones en “x

Para demostrar esta formula partimos de la derivada de un producto:

D, (uv) = (uv)'= dlw) _du  dv, d(uv) = dx*(d—uv+ﬂuj — d(uv) = vdu + udv
dx dx dx  dx

Si integramos a ambos lados queda:
Id(uv) = Ivdu +'[udv
uv = '[vdu +'[udv - judv = uv—'[vdu
La férmula de integracion por partes es:

judv =uv-— jvdu

En la utilizacidon de esta formula, se busca:

Que U sea un factor simple, que nos permita una derivada “sencilla”.

Y que dV sea un factor que permita una integral “sencilla”.

Pasos para aplicar la formula de integracion por partes

41
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1. Aunade las expresiones le asignamos la letra U .

du
2. Obtenemos. & derivando; despejamos dX

3. Alaexpresién restante le asignamos el dV_
4. Obtenemos V integrando la expresidn anterior.

5. Reemplazamos en la férmula de integracion por partesa: UV y a Ivdu

6. Efectuamos: Ivdu.

7. Llaconstante de integracidn se coloca después de realizar todas las integrales.

NOTAS:

1. Este método se utiliza principalmente para integrar expresiones que contengan e', In|u| 0 expresiones

trigonométricas todas combinadas entre si o con expresiones polindmicas.

X
2. €7 porlogeneral nuncaes U.
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3. |n|X| por lo general esU

Ejemplol
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO.?

Resuelva:
Iln\x\dx
SOLUCION

Sea: U =Inx| > du :%dx
Sea: dv=dx—>v:fdx:>v=x
J'ln|x|dx: xln|x|—fxldx

X

Iln\x\dx = xIn|x —Idx =xInx| - X+ ¢

13SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a ciencias Econdmicas
y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.
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Ejemplo 2
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD

Encuentre:

.[xln\x\dx
SOLUCION

Sea: U =Inx| - du :%dx

2
Sea: dv:xdx—>v:_|.xdx:>v:x?

2 2
_[xln\x\dx = X—ln\x\ —jx—ldx
2 2 X

2
len\x\dx = X—ln\x\ —jidx
2 2

14 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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2 2
len\x\dx = X—ln\x\ X e
2 4

Ejemplo3
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor SOLER FAJARDO?®

Resuelva:

Jxexdx
SOLUCION

Sea: U=X—du=dx

X

Sea; dv=e*dx > v= _[e*dx =V=
Ixexdx = xe* —jexdx

jxexdx —xe* —e*+¢

15 SOLER FAJARDO, Francisco; NUNEZ, Reinaldo; ARANDA SILVA, Moisés. Fundamentos de Calculo con aplicaciones a ciencias Econdmicas
y Administrativas. 2 ed. Bogota: Ecoe ediciones, 2002. p. 335.

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASII | 42

s e iraa T oo TRANSVERSAL

Ejemplo4d
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLD?®

Resuelva:

'[X‘"exz dx
SOLUCION
Sea: U= x? — du = 2xdx

2 2
Sea: dv = xe* dX—)V=J.X6X dx

2
V= j xe* dx _ o
Esta integral se debe resolver por sustitucion

2
V=J'xeX dx

16 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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Sea Z = X? :>£=2X:>£=dx
dx 2X

La integral queda:
1
v = | xe’ PV .[e dz_ t==g"
2 2

2

1.«
Tenemos que: V = Ee
Reemplazando en la férmula de integracidon por partes:

.[xse dx_—x e~ I;eXZZde

Ix3exzdx:1x2exz —jxexzdx=1x2eXz —ieXz +cC
2 2 2

Ejemplo 5

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor LEITHOLDY’

7 LEITHOLD, Louis. El Calculo con Geometria Analitica. 6 ed. México: Harla, 1992. p. 691
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Resuelva:

Ixzexdx

SOLUCION

u=x>— du = 2xdx

dv =e*dx > v =¢*

Ixzexdx = x%e* —Ierde

IZXGXdX Hay que efectuarla por partes:
u=2x— du = 2dx
dv=e*dx >v=e"

_[erxdx = 2xe* —jex 2dx

I2xexdx =2xe* —2e*
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Ixzexdx = x%e* —2xe* +2e* +¢
Ejemplo6
El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL®®
Resuelva:
_[xz sen xdx
SOLUCION
u=x>— du=2xdx

dv = senxdx — v = —C0S X

szsenxdx = Xx?(—Cos X) — I (—cos x)2xdx

J.x2 sen xdx = —x2 cos X + ijcos dx

18 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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jXCOS xdx Hay que efectuarla por partes:

U=X—du=dx
dv =cos X — vV = senx

jxcos xdXx = xsen x—jsen xdx

I X COS XX = XSenx — COS X = XSenx + Cos X

_[x"’senxdx = —X? COS X + 2(XSeNX + COS X) + C = —X” COS X + 2XSenX + 2C0S X + C

El resultado final es:

Ixz sen xdx = —x? cos X + 2Xsenx + 2¢cos X + ¢

Ejemplo7

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER®®

19 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matemdticas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 798.
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Resuelva:

dx

1nx]
I

SOLUCION

u= In|x| —du= %dx

dv = — dx = x 2dx > v = 2%

Jx
jln dx =1nx|2x* — I “2 dx

J-lnx dx = 2x*"21n/x - 2] xH2dx

J.lnx dx = 2x"?1In[x| - 4x*'% + ¢

J-lnx dx = 24/xIn/X| = 4-/x +¢
Ejemplo8
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El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL%
Resuelva:

jex sen xdx
SOLUCION
u = senx — du = cos xdx

dv =e*dx > v =¢*

Iexsenxdx = senxe* — I cos xdx

Iex cos XdX. Hay que efectuarla por partes:
U = cos X — du = senxdx
dv=e*dx > v=¢g"

Iex cos xdx = cos xe* —jex(—sen x)dx

20 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Calculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 404.
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_[ex cos xdx = e* cos X + Iex sen xdx

Iex sen xdx = sen xe* — [ex COS X + Iex sen xde

Iexsenxdx =e’senx —e”* cos x —jexsenxdx

Para solucionar este ejercicio, hay que despejar la integral jex sen xdx
jexsenxdx + jexsenxdx =e”senx —e”* cos x

zjexsenxdx =e”senx —e”* cos X

1 1 1
'[exsenxdx = E(exsenx —e’cosXx) = Eexsenx —Eex COS X

X _1 X 1 X
e Senxdx—Ee senx—Ee COSX+C

Ejemplo9
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El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HAEUSSLER#

Resuelva:

J’X2e2x+1dx
SOLUCION
u=x%— du=2xdx

1
dv=e*dx »>v= Eez”l

J‘X2e2x+1 ;e2x+l —J.;eszrlZXdX

1
J'Xzezx+1dx _ E x2@2x+ _J’e2x+1xdx

jezx*lxdx . Hay que hacerla por partes.

U=XxX—du=dx

21 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matematicas para Administracion, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 800.
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1
dV — e2x+ldx V= _e2x+1

J'e2x+1xdx _ ;e2x+lx _ J‘;e2x+ldx

2x+1 _1 2x+1

J‘ezx+1xdx _ EXEZXH _EEeZXJrl _ 1
2 272 2

Xe e

J‘X292x+1dx _ 1 x2e2H _ EXGZXH _Eezxu +c
2 2 4

1 1
Ixzezx+1dx — x2g2x1 _Exezxu +Zezx+1 ic

Ejemplo10

Resuelva

J x? cos(2x )dx

SOLUCION

u=x?, du = 2xdx
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®

dv =cos(2x) = v = %sen(Zx)

J'x2 cos(2x)dx = x %sen(Zx)— j%sen(Zx)Zxdx = %XZSGH(ZX)— '[ xsen(2x )dx

Ixsen(2x)dx Se debe efectuar por partes
U=x= du=dx

dv = sen(2x), v = —%cos(Zx)

1 1 1 1
I xsen(2x )dx = -3 cos(2x)— J.— Ecos(Zx) ==X cos(2x)+ " sen(2x)
2 1., 1 1
I x? cos(2x)dx = > sen(2x)— (— X cos(2x)+ " sen(2x)j +C

j x? cos(2x)dx = %XZSEH(ZX) - (— %cos(Zx) + %sen(Zx)j +C

Ejemplol1l

Resuelva:

'|.x3 In x2dx
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SOLUCION

Ix3 In x2dx = Zj x2 In xdx

-

u=Inx, du==dx

dv=x3v=

&%

4 4 4
2J‘x3lnxdx:2 Inxx——jx—*idx =2 X—Inx—ljxsdx
4 4 X 4 4

4 4
Ix3lnx2dx:2 X—Inx—ix“ +C:X—Inx—1x4 +cC
4 16 2 8

Ejemplo12

Dada la region limitada por la curva: y=1(x)=Inx yelejexentrex=1 yx=e€. Determine:

a. Elareade laregion.
b. Elvolumen del sélido generado al rotar la regidn alrededor del eje “x”.

SOLUCION

Los puntos para la gréafica son los mostrados en la tabla.
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Y 0 0.4 0.7 0.91 1

La grafica de la regién se muestra en la siguiente figura:

+ X-e
x=1

Graficade Y= f(X) =Inx

Azflnxdx

u:lnx—>du:ldx
X

dv=dx > v=x
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A= Inxdx= xlnx—jx*ldx: xInx—x =e-e-1*Inl+1=1unidades cuadradas
X 1
v:ﬂf(lnx)zdx

u=(nx)> > du=2In x* L gix
X

dv=dx > v=x

V= nje(ln x)2dx = z[x(In x)? —_[x*2|n x* L dx ]
1 X

V= n[x(ln x)? = 2xInx + 2x] . = z(e — 2)unididades ctibicas

Integracidn por fracciones parciales. Una expresidn racional es una expresion de la forma:

La idea es obtener la siguiente integral:

dex
Q(x)

Cuando deseamos efectuar una integral de este tipo, pueden suceder tres casos:

1. Que laintegral se pueda efectuar directamente por el método de sustitucién o cambio de variable (esta
forma ya la hemos realizado en clase)

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASIl | 43

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

L P Wl RS 31 OF T TRANSVERSAL

Ejemplol

Resuelva:

_[ 22x +1 dx

X +X-7
SOLUCION
) dw dw
W=X"+Xx-7 — =2X+1—>dx=
dx 2x+1

woo2x+1

j2X+l dw IdWW:In|W|+c:In‘x2 +x—7‘+c

Ejemplo2

Resuelva:

J‘%dx

X2 +10)°
SOLUCION
v=x"+10 %:ZX—)dX:g—V
X X
2X dv - vt v 1 1
—5—=Iv dv = FC=—FC=———FC=—————+C
v 2x -5+1 -4 4y 4(x? +10)

P(X)
Q(x)

fraccion es impropia, es decir, el grado del polinomio P(x) es mayor que le grado del polinomio Q(x). Este

2. Puede suceder también que haya que efectuar primero la division.

. Esta division es posible si la

tipo de integral ya tuvimos la oportunidad de desarrollar.

Este método ya explicado en la UNIDAD 2.
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PO

3. La otra posibilidad seria descomponer, Q(x) En una suma de fracciones simples llamada fracciones
parciales. Esto es posible cuando la fraccién es propia, es decir, el grado del polinomio P(x) es menor
que el grado del polinomio Q(x). Puede suceder que para efectuar una integral de este tipo, sea
necesario combinar con el método anterior, es decir, hacer primero la division y luego descomponer en
fracciones parciales.

Nos interesa desarrollar una metodologia para este ultimo caso. Antes de desarrollar el método, veamos un
ejemplo de suma de fracciones; que es un proceso contrario al método que tenemos que desarrollar.

Efectuemos la siguiente suma.

3

2
x—=1 x+1
El minimo comun multiplo entre (x-1) y (x+1) es (x-1)*(x+1)

2 N 3 2(x+1)+3(x-1) 2x+2+3x-3 5x-1
x-1 x+1 (x-D(x+1) X +x-x-1 x*-1

Supongamos que nos pide determinar la integral del resultado anterior, es decir hay que obtener.

dx

ISX -1
x> -1
Esta integral no se puede efectuar par ninguno de los métodos conocidos hasta el momento, por lo tanto

debemos descomponer la fraccion en una suma de fracciones mas simples y asi poder determinar la integral de
una expresiéon equivalente.
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JSf_ldXZJ{Z } —[ 2 ace [ 2 dk=2inx-1+3Inx+Lee

X -1 x-1 x+1

Acad lo hicimos directamente porque conociamos el resultado de las fracciones parciales, a continuacion
vamos a explicar el método para descomponer una fraccion en fracciones parciales.

e METODO PARA DESCOMPONER UNA FRACCION EN FRACCIONES PARCIALES

P(x)
Q(x)
polinomio Q(x). Y se debe cumplir ademas que el grado del polinomio P(x) debe ser menor que el grado del
polinomio Q(x), se presentan cuatro casos.

, en fracciones parciales, dicho cambio depende de la naturaleza del

Para descomponer una expresidn

CASO1: Cuando el polinomio Q(x) se puede factorizar como un producto de factores lineales distintos.

Q(x) = (x—a)(x —b)(x—c)...

Entonces la fraccion se puede escribir como:

POO_ A B _C

Q(X) x-a x-b x—c

Ejemplo:

Resuelva:

5x -1
J‘xz—l
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Como no se puede efectuar esta integral directamente, descomponemos la fraccion en fracciones parciales.

PROCEDIMIENTO

1. Factorizamos Q(x), sino esta factorizado.

Q(x)=x*-1=(x+1)(x-1)
P(x) _ 5x -1
Q(x) (x+1(x-1)

2. Escribimos la fraccién como una suma de fracciones utilizando todos los factores de Q(x).

5x-1 _ A B
(x+D)(x-1) x+1 x-1

La idea es encontrar los valores Ay B

3. Efectuamos la suma.
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5x-1  A(x-1)+B(x+1)
(x+D)(x-1)  (x+1(x-1)

Para eliminar los denominadores se multiplica toda la expresion por el m.c.m. de los denominadores.

A(x-1)+B(x+1)

x ox-1 v
(0D (x+1)(x—1)_(x+1)(x D (x+1)(x-1)

Simplificando queda:

5x—-1=A(x-1)+B(x+1)

Como los denominadores son iguales, también lo son los numeradores (los denominadores

4,
desaparecen). lgualamos los numeradores; resulta una identidad.
5x-1=A(x-1)+B(x+1)
5. Damos valores apropiados a x, los reemplazamos en la identidad; de esta manera hallamos el valor de

cada constante.

Si, x=1 — 5(1)-1=A(l-1)+B(@1+l) —4=2B —>B=2
Si, x=-1— 5(-1)-1=A(-1-1)+B(-1) —>-6=-—2A—> A=3

6. Reemplazamos los valores obtenido en el paso anterior en cada fraccién y efectuamos la integral por

alguno de los métodos conocidos.

5x -1 3 2
IXZ _1dx _I(M+Hde =3Inx+1+2Inx-1+c
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Resuelva:

J' 23X -1 dx
X°—X—-6
SOLUCION
3x-1 3x-1

X2—x-6 (x-3)x+2)

-1 _ A B :>A(x+2)+B(x—3)
(x-3)[x+2) x-3 x+2 (x+2)x-3)

3x—1= A(x+2)+B(x-3)

Six=-2=3(-2)-1=A(-2+2)+B(-2x-3)= -7=-5B = B:%

S1x=3=3(3)-1= A(3+2)+B(3-3)=8=5A= Azg

3x-1

dx X—3 X+2

8/5 715
e [CerT
Resolver: © X~ —X es igual que resolver:

I 85, 715 Ny 281t it de:§In|x—3|+zln|x+2|dx
X-3 X+2 5Yx-3 59 x+2 5 5
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Ejemplo3

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor PURCELL*

Resuelva:
5x+3
I—S +2 dx
X° —2x° =3
SOLUCION
5x+3 5x+3 5x+3

X*—2x?—3x  x(x’—2x—3) x(x—3)x+1)

5X+3 A B C

= — _t

x(x=3)x+1) x x-3 x+1

5x+3  A(x—3)x+1)+Bx(x+1)+Cx(x-3)
x(x=3)(x+1) X(x —3)(x +1)

5x +3 = A(x —3)(x +1)+ Bx(x +1)+ Cx(x —3)

Si x=0=5(0)+3=A(0-3)x+1)+B(0)0+1)+C(0)0-3)

22 PURCELL, Edwin J; VARVERG, Dale. Célculo con geometria analitica. 6 ed. México: Prentice Hall, 1993. p. 441
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3==3A=A=-1
Si x=3=5(3)+3=A(3-3)3+1)+B(3)(3+1)+C(3)3-3)

18= +128:>B-%:>B—§

2

Si x=-1=5(-1)+3= A(-1-3)(-1+1)+ B(-1)-1+1)+ C(-1)(-1-3)
-2

—2:4C:>C:T:>C:—

Se debe resolver la integral:

I(__l+ 3/2 —1/2j ‘I s 3 I_d Y
X X-3 x+1 X+1
—In|x|+§ln|x—3|—lln|x+]1+c
2 2

CASO2: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores lineales repetidos:

Q) =(x-a)",

Entonces.
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P(x) A B C
= + + +
Q(x) x-a (x—a)* (x-a)

El procedimiento para hallar las constantes A, B y C es similar al descrito en el caso anterior.

Ejemplol

Resuelva

.[ 2X+5 dx

X% +6X+9
SOLUCION

Factorizamos el denominador:
X +6x+9=(x+3)x+3)= (x+3)?
Por lo tanto:

2x+5 A B A(x+3)+B
2 - + 2 = 2
X*+6x+9 x+3 (x+3) (x+3)

Igualando los numeradores queda:

2x+5=A(x+3)+B
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Damos valores a x:
Si, x=-3—->2(-3)+5=A(-3+3)+B—>-1=B
Reemplazamos el valor de B y damos otro valor a x:

Si, x=0->2(0)+5=A(0+3)-1—>5=3A-1—>A=2

; Entonces,

2x+5 2 1
x?+6x+9 Xx+3 (x+3)

Luego
I22X7+5dx=j N 5 dx :2In\x+3\+i+c
X*+6x+9 X+3 (x+3) X+3
Ejemplo2
Resuelva:
J- 3x*> —8x+13
X3 +x*-5x+3

SOLUCION

El estudiante debe comprobar que:
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13x2—8x+13

———dx R:A=4;, B=-1 C=2
(x+3)(x—1)

Y debe terminar el ejercicio hasta resolver las integrales que resultan.

Ejemplo3
Resuelva:
X
[ dx R:A=1 B=3
X°—6x+9
Ejemplo4d
Resuelva:

2x% —11x +18
(20 A

X2 —6X+9

CASO 3: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos irreducibles distintos:
Q(x) = (ax? +bx+c)(dx? +ex+ f )(gx? +hx+i)..

Entonces P(x)/Q(x) se puede descomponer en:
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P(x)  Ax+B N Cx+D N Ex+F
Q(x) ax®*+bx+c dx*+ex+f gx*+hx+i

CASO4: Cuando Q(x) se puede factorizar como un producto de factores cuadraticos repetidos.

Q(x) = (ax2 +bx + C)n

Entonces:

P(x) Ax+ B Cx+D Ex+F
T av? + 2 T 3
Q(x) ax®+bx+c (ax®+bx+c)f (ax? +bx+c)

Ejemplo

El siguiente ejemplo fue tomado de una de las obras del autor HEUSSLR®

Resuelva:

SOLUCION

Factorizando el denominador, queda:

23 HAEUSSLER. Ernest. F. Jr; RICHARD S. Paul. Matemadticas para Administracidn, Economia, Ciencias sociales y de la vida. 8 ed. México:
Prentice Hall, 1997. p. 806.
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X+ %% +x = X(x2 +x+1)
Que corresponden a un factor lineal y a un factor cuadratico, entonces, la fraccién queda:

—-2x-4 A Bx+C

7—)2 =t .
XIX“+x+1) X X°+x+1

—2x-4  AX?+x+1)+(Bx+C)x

x(x2+x+1)_ x(x2+x+1)

—2x—4 = A(x? + x+1)+ (Bx +C)x

Si x = 0= —2(0)- 4 = A(0) +(0)+1)+ (B(0)+ C)0)
4=A= A=-4

Como el factor (X2 + X +1) no da cero en los reales, se debe dar dos valores a X y al mismo tiempo reemplazar
el valor A =—4 resultando un sistema de ecuaciones 2 X 2.

Si x=1y A=-4= —2(1)-4=—4{1)} +(1)+1)+ (B(1)+C)1)
-6=-12++B+C = B+C =6 ecuacion 1
Six=2yA=-4=-2(2)-4=—-4(2) +(2)+1)+(B(2)+C)2)
—8=-28+4B+2C = 4B +2C = 20 Ecuacion 2

Se debe solucionar el sistema:

B +C =6 ecuacion 1

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASIl | 45

s e iraa T oo TRANSVERSAL

4B +2C = 20 Ecuacion 2
SOLUCION DEL SISTEMA 2 X 2
B+C =6 ecuacion1* -2
4B +2C =20 Ecuacion 2 * 1
-2B-2C=-12
4B+2C =20

Sumando término a término las dos ecuaciones anteriores

-2B -2C =-12

4B +2C =20

2B+ 0 =8
Solucionado la ecuacién que resulta, tenemos que:
8
2B=8= BZE:> B=4

Reemplazando B =4 en la ecuacién 1

B+C=6ecuacionl=4+C=6=>C=6-4=>C=2

Tenemos que:

J‘ —-2x-4 dXZJ‘_—4dX+J. 4X +2 I

X3+ x% + X X X2 +X+1

4x + 2
La integral: J.ngx se debe resolver por sustitucion:
X°+X+1

dx

Sea u=x*+Xx+1, d—u=2x+1:> du _
dx 2x+1
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I Ax+2 _J-4x+2 du _J-2(2x+1) du

= _J. du_2lnu_2ln‘x +x+1‘
X2 +x+1 u 2x+1 u 2X+1

ﬂdx=j(__4+—24x+2 jdx:—4|n|x|+2|n‘x2+x+ﬂ+c
X  X°+x+1

X+ %%+ x
EJEMPLOS VARIOS
Ejemplol
Resuelva

J‘ 3x+1 dx

x? —7x+10

SOLUCION
Factorizando el numerador:

x> —7x+10 = (x - 2)(x - 5)
Los factores son lineales diferentes. La fraccidén queda:

H+1 %+l _ A B
x2—7x+10 (x-2)x-5) x-2 x-5

3x+1 A N B
(x-2)x-5) x-2 x-5

Multiplicando por: (X —2)(x —5)

(X_Z)(X_S)*%:(X_ZXX_S)QNX_ZXX_Q&

3x+1=A(x-5)+B(x-2)

Dando valores a x.

x=2=3(2)+1=A2-5)+B(2-2)=>7=-3A> A:—;
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x=5=3(5)+1=A(5-5)+B(5-2)=16=3B = lef

Se debe resolver:

I 3x+1 I( 713 16/3jdx
x2—7x+10

Las integrales: —g — J'—dx se deben resolver por sustitucién, el resultado es:

J- 3x+1 B

x> -7x+10
7 idx+gjidx = —zln(x—2)+Eln(x—5)+C
37 x-2 37x-5 3 3

Ejemplo2
Resuelva:

4x° +2x* +8x+8

I 4 dx
X" —-16

SOLUCION

Factorizando el denominador:
x* —16 = (x2 + 4Xx2 —4): (x2 + 4Xx+ 2)(x-2)
x® +4 Es un factor cuadratico irreducible
(x+2)x—2) Son factores lineales diferentes

La fraccion queda:

4x3+2x2+8x+8_4x3+2x2+8x+8_Ax+B+ c , D
x*-16 x*-16 X>+4  X-2 X+2

Multiplicando por: (X2 + 4XX - 2)()( + 2)
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La expresidn queda:
4%3 +2x% +8x+8 = (Ax+ B)(x — 2)(x + 2)+ C(x? + 4 ) x+ 2)+ D(x? + 4| x— 2)

Dando valores a x:
x=2=4(2) +2(2)° +8(2)+8=+C((2)* +4)(2)+2)
64=32C = C =2
X=-2= 4(—2) +2(-2) +8(-2)+8 = +D((- 2 + 4)(- 2)-2)
~32=-32D=D=1
Reemplazamos D =1, C =2 conx =0

4(0)* +2(0)? +8(0) +8 = (A(0) + B)(0) — 2)(0) + 2) + 2((0)? + 4)(0) + 2)+1((0)? + 4)(0) - 2)

8=-4B+16-8=B=0

ReemplazamosD=1,C=2conx=1

41)° +2(1)% +8(1) +8 = (AQ) + (0)N(@) — 2)(@) + 2)+ 2((V)? +4) (@) + 2)+1{(D)? + 4((V) - 2)

22=-3A+30-5= A=1
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Tenemos que:

4x3+2x2+8x+8d X 2 1 g
| i x=[l 5+ + X
X" —-16 X“+4 X-2 X+2

:;In(x2 +4)+2In(x-2)+In(x+2)+C
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Ejemplo3

Resuelva:

dx

J-3x3 +6x%-27
x4 —9x?

SOLUCION
Factorizando el denominador:

x* —9x2 = x?(x? —9) = x*(x —3)(x +3)
La fraccidon queda:

3P +6x2-27 A B C D

x?(x—3)x +3) X x Tx—3" x+3

2
Multiplicando por: X (X _3)()( +3)
La identidad queda:

3x® +6x% — 27 = AX(x —3)(x + 3)+ B(x — 3)(x + 3)+ Cx*(x + 3) + Dx?(x — 3)

Asignandole valores a x:
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x =0=3(0)° +6(0)° -27=B(0-3)0+3)= B:_297:> B=3

_108

x=3=3(3)°+6(3)? -27=C(3)’(3+3)=C =C=2

x = -3=3(-3)° +6(-3)? - 27 = D(-3)’(-3-3)= D=_5j:» D=1

ReemplazamosB=3,C=2,D=1conx=1
3()°% +6(1)2 —27 = AQ)(1-3)1+3)+3(1-3)1+3)+2(1)*(1+3)+1()?(1-3)

-18=-8A-24+8-2= A=0

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Utilizando integracién por partes resuelva:

o '[x“ In x2dx

1§ J'x«/3x+8 dx

2. Utilizando fracciones parciales resuelva las siguientes integrales:
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5
W | dx
J.2x2 —x-10

J' 5x -1
25x% + 70x + 49

3. Utilizando integracion por partes resuelva:

l J.(x 1 ezx)zdx
it '[x“ cos xdx

4. Utilizando fracciones parciales resuelva:

8x% +8x+9
IZ dx

x® —5x? —3x

I 47x% —268x% +51x —102
5x* —26x3 +20x? —78x +15

5. Sea la region limitada por la curva: y = 3xe*’®entre Xx=0AXx =9

a. Determine su area.
b. Determine el volumen cuando la region gira en torno al eje x.
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6. Resuelva Las siguientes integrales
) X
- I(x - 2x)e dx
J'?xz cos xdx

. J‘19X2+48 dx
X3 +16x

_[ cot®(5x)dx

I 7x-1
25x% +30x+9

In x

X% +x-20

3x-1
. Jx?’ +de

0 PR 322 1000 S Linea Gratuita Macional: 018000 410 205 3 CallebiNo 51 27 F Medellin - Colombia  Soueses ) Uheninguon 2 Reminglon oy

wvrw uniremington.educo




UNIREMINGTON' MATEMATICASIl | 46

COAPOIRALI O UMIVERETTAREA RERFHGTOHN

BEL Dl ABR] R0 J1 DF RN TRANSVERSAL

6 2
x° Inx“ dx
II

- [ x*sen(9x) dx
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7. PISTAS DE APRENDIZAJE

Tener en cuenta: para determinar intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento de una funcion, se debe
recorrer la grafica de la funcién de izquierda a derecha, si la sensacion es que se sube por la grafica, en este tramo
la funcion es creciente y si la sensacion es que se baja por la grafica, en este tramo la funcién es decreciente.

Tenga presente: que a los nimeros reales no pertenecen expresiones de la forma: cero dividido cero, un nimero
diferente de cero dividido cero, la raiz par de los nimeros negativos, el logaritmo de cero, el logaritmo de los
numeros negativos, entre otros.

Traer a la memoria: para hallar los interceptos de una funcién con el eje x, se hace y = 0. Para encontrar los
interceptos con el eje y, se hace x = 0.

Tener en cuenta: para determinar si una expresion cuya grafica es dada, es funcion, se traza una recta vertical, si
corta la grafica en un solo punto corresponde a una funcidn; si corta la grafica en dos 0 mas puntos no es una
funcién.

Tenga presente: una funcion racional es discontinua en todos aquellos valores de x en los cuales el denominador
es igual a cero.

Traer a la memoria: toda funcién es continua en su dominio.

. - - 0
Tener en cuenta: si al evaluar un limite da como resultado una expresion de la formaa , este no es un resultado

valido que se llama una indeterminacién de la “forma cero sobre cero”. Las indeterminaciones de la forma 6 se

pueden eliminar factorizando y/o racionalizando.

Tenga presente: para determinar los puntos criticos de una funcion, se debe solucionar la ecuacién: primera
derivada igual a cero.

Traer a la memoria: para determinar si un punto critico corresponde a un maximo o a un minimo relativo, debe
reemplazar cada punto critico en la segunda derivada. Si la segunda derivada evaluada en el punto critico es
positiva, el punto critico corresponde a un minimo relativo y si el resultado es negativo, el punto critico
corresponde a un maximo.

Tener en cuenta: para determinar los puntos de inflexién de una funcién, se debe solucionar la ecuacién: segunda
derivada igual a cero.

Tenga presente: que los cambios de concavidad de una funcion se presentan en los puntos de inflexién de la
misma.

Traer a la memoria: que el costo marginal se interpreta como: el dinero que cuesta producir una unidad adicional
a las unidades planeadas.
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Tener en cuenta: Cuando se dice y(Z) =5 significa que

y=5cuando x =2

Tenga presente: la gravedad es de 9,8 m/s?. Quiere decir a(t) = —9.8 m/s?.
Traer a la memoria: Otra forma de determinar la altura maxima serfa determinando los maximos y minimos de la

funcidn S(t) = —4, 9t2 + 15t + 310 utilizando los conceptos de primera y segunda derivada.

. ) 2 — . .
Tener en cuenta: Para solucionar la ecuacién de la forma @X“ + bx + ¢ = 0, se utiliza la formula

—b++b%2-4ac
2a

general: X =

Tenga presente: Cuando hay una sola expresion trigonométrica, para hacer el cambio de variable se toma lo que
esta dentro de la expresidn trigonométrica, es decir el angulo

Traer a la memoria: Cuando hay dos o mas expresiones trigonométricas en la misma integral, el cambio de
variable se hace tomando una de las expresiones trigonométricas

Tener en cuenta: = cotx
senx
Traer a la memoria

fCotu du =In|senu| +C

Tener en cuenta: El area de un rectangulo es igual a base por altura.

® [l dreatotal serdigual a la suma de cada area, es decir:

AT == A1 + Az + A3+A4 + Ag

Tener en cuenta: Un polinomio de la forma axz + bx + C, se factoriza multiplicando y dividiendo por el
coeficiente de X% (0 Sea por a).

-2+1 -1 1

dx=fu—12du=fu‘2du='iz+1+C=u_—1+C=—;

1
(x+3)2

Tenga presente: f
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1 1
dx = ——

Reemplazando: f—z
(x+3) x+3

Traer a la memoria: para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2x2:

1. Se toman los coeficientes de cada una de las variables y se forma una matriz de orden 2.

2. Esta matriz se iguala al término independiente.

3. Para encontrar cada variable su lugar es ocupado por el término independiente y se coloca de denominador
para cada una de ellas la matriz de orden 2 obtenida inicialmente,

esto es, en forma general:

Sean:
ax+ by =m
cx+dy=n
- Se toman los coeficientes de X yde Y, se forma la matriz determinante de orden 2:

c d n
B Para hallar cada una de las variables, se reemplaza el lugar de la respectiva variable por el término
independiente y se divide por la matriz original, asi:

mb] [a m]
x=Tahy Y= Tahy
c d c d

Nota: Para solucionar una matriz de orden 2, se multiplican los elementos de la diagonal principal (De izquierda a
derecha, de arriba hacia abajo) y se le resta el producto de la diagonal secundaria (De derecha a izquierda, de

arriba hacia abajo), esto es:
__ (mxd)—(b*n)
"~ (a*xd)—(b*c)

X

_(axn)—(m=c)
- (axd)—(bxc)
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8. GLOSARIO

Funcién: “Una funcion es una regla que describe la forma en que una cantidad depende de otra; por
ejemplo, al estudiar el movimiento, la distancia recorrida es una funcién del tiempo.” (Stewar, Lothar,
& Watson, 2001, p.130).

Dominio: el dominio para cualquier funcién esta constituido por todos los valores que puede tomar la variable
independiente (la x). Todos los valores tomados de los nimeros reales.

Rango: el rango para cualquier funcidn esta constituido por todos los nimeros que puede tomar la variable
dependiente (la y). Al rango también se le conoce como la imagen de la funciéon

Interceptos: un intercepto es un punto en el cual la grafica de la funcién corta un eje.

Crecimiento: se dice que una funcion es creciente cuando al aumentar la x, la y también aumenta o
viceversa.

Decrecimiento: se dice que una funcién es decreciente cuando al aumentar la x, la y disminuye o
viceversa.

Continuidad: conceptualmente, se dice que una funcidn es continua, cuando al observar su grafica,
esta se puede recorrer sin necesidad de levantar el lapiz.

Discontinuidad: conceptualmente, se dice que una funcidn es discontinua, cuando al observar su
grafica, es necesario levantar el lapiz para recorrerla.

Punto critico: es un valor de x en el cual la primera derivada de una funcién es igual a cero o no existe.
Punto de inflexién: es un valor de x en el cual la segunda derivada de una funcién es igual a cero.

Asintota vertical: es una linea recta vertical que presenta la caracteristica que la grafica de la funcidn
tiende a tocarla; pero nunca la toca, ni la corta, ni la cruza.
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